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| 1. Normalni rozlozeni a odvozena rozlozeni

Nahodna veli¢ina s normalnim rozlozenim X ~ N(u, %) ma dominantni postaveni
v poCtu pravdépodobnosti 1 v matematické statistice. Vyskytuje se v takovych
situacich, kdy se ke konstatni stfedni hodnoté u pricita velké mnozstvi nezavislych
nahodnich vlivi, které lehce kolisaji kolem nuly. Takto vznikla variabilita je
charakterizovana konstantou o = 0. Normaln€ rozd€lena ndhodna veli¢ina je tedy
uréena dvéma parametry u a o2, kde u je jeji stiedni hodnota a o je jeji rozptyl.
Specialni piipad, kde u =0 a 0% =1 nazyvame standardizované normalnf
rozlozeni a znacime jej U ~ N(0,1). Piiklady: procentové zmény v cenach akcii na
dobfie fungujicich trzich (Eugene Chama, 1960), devizové vyplatni poméry meén, ...

Ze standardizovan¢ho normalniho rozlozeni U l1ze ruznymi transformacemi odvodit
dalsi rozloZeni, z nichZ se seznamime s Pearsonovym y?-rozlozenim, studentovym
t-rozloZzenim a Fisher-Snedecorovym F-rozloZzenim. Tato rozloZeni nachazeji velké
uplatnéni pfedevsim v matematicke statistice.



| Definice normalniho rozlozeni

O spojité nahodné veli¢ing X fikame, Ze ma normalni rozlozeni s parametry y a o2,
1(x—y

2
e 2 =) , X € R. Zkracené piSeme

kdyz jeji hustota je dana vzorcem f(x) =
X ~N(wa?). 09
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Distribu¢ni funkci normalni nahodni veli¢iny X vyjadiime

VxeR:F(x) = [* f()dt= [* — e-%(%u)zdt
: - —— . 4



| Definice standardizované normalné nahodné veliciny

Nahodnou veli¢inu U ~ N(0,1) nazyvame standardizovana normalni nahodna

et =r 4 1 _luz
. = 2 [
veli¢ina. Jeji hustota ma tvar f(u) T ,UER
e e w , u 1 _142
a distribu¢ni funkce ma tvar F(u) = [__ —5=¢ ? dt.

Nasledujici véta uvede vlastnosti normalniho rozloZeni.

Poznamka: Pro standardizovanou normalni veli¢inu je obvyklé znaceni hustoty:
f(u) = @(u) a distribu¢ni funkce F(u) = d(u).



| llustrace vlastnosti standardizované normalné nahodné veliciny (1)
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| llustrace vlastnosti standardizované normalné nahodné veliciny (2)
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| llustrace vlastnosti standardizované normalné nahodné veliciny (3)

Nalezeni vrcholu a inflexnich bodu v obecném piipadé:
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| Hlavni charakteristiky krivky normalniho rozdéleni

* Unimodalni

* Symetrickd okolo priméru

* Asymptoticky se piiblizuje k ose x

* Ma zvonovity tvar

* Plocha pod kiivkou = 1

* Inflexni body lezi ve vzdalenosti +¢ od priméru

* 99 % plochy pod kiivkou se rozprostira ve vzdalenosti +30 od priméru
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Vlastnosti normalni nahodné veliciny

Véta 1.3

a) Jestlize X ~ N(u,0?), pak E(X) = p, D(X) = o2

b) Necht a,b € R, b #0.
Jestlize X ~ N(pu,0%) aY = a+bX, pak Y ~ N(a + by, b*c?).
[Linearni transformace normélni nahodné veli¢iny normalitu neporusi.| 4 -

s %7 5 pa . e, X S , s Ug 0 Uy—o
c) Necht X,,... X, jsou stochasticky nezawsle nahodne vehcmy,

X; ~ N(p;,02), i=1,...n.Pak Y = Z)\ NN(Z/z, Zo)

[Souéet nezavislych normélnich nahodnvch velicin j Je opet normalm nahodna veli¢ina. |

d) Necht X ~ N(u,0?). Pak U = ~ N(0,1)
[Normalni nahodnou veli¢inu X standardlzujeme tak, Zze od ni odeéteme jeji st¥edni
hodnotu a tento rozdil pak délime jeji smérodatnou odchylkou.]

Poznamka 1.4

Distribuéni funkce nahodné veli¢iny U ~ N (0, 1) je tabelovana ve statistickych tabulkach
pro u > 0. Jinak se uziva pfepoétovy vzorec F(—u) = 1 — F(u). Kvantily ndhodné veli¢iny
U ~ N(0,1) se znaéi u, a jsou tabelovany pro a > 0, 5. Jinak se uziva prepoétovy vzorec
My = Ay
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| Priklady

Priklad 1.5

Vysledky u piijimaci zkousky na jistou VS jsou normalné rozlozeny se stfedni hodnotou
i = Bbb0 bodi a smérodatnou odchylkou ¢ = 100 bodi. Jaka je pravdépodobmnost, ze
nahodné vybrany uchazeé bude mit aspon 600 bodi?

Reseni

Nahodna veli¢ina X udava bodovy vysledek nahodné vybraného uchazece, X ~ N (550, 100%)
i‘_E'\_"\.

P(X =600)=1— P(X <600)=1— P(X <600)+ P(X =600) =

=1 P(X;550 < 000-550) _ ) p(I/ < 0,5)=1— F(0,5) = 1—0,60146 = 0, 31.

F(0,5) je dlStI‘lbl].EIll funkce standardizovaného normalniho rozlozeni v bodé 0,5 - viz.
tabullky.

Piiklad 1.6
Nechf X ~ N(—1,4). Najdéte kvantil Kqgs(X).

Reseni

U=2X1 0 N@©0,1),  Koos(X)=?

1Y 5 (XN +1 T K s(X)+1
0,025 = P(X < Koos(X)) = P(f1 < emynts) = P(U < SR,
Ted}r nnza{ H1 — g 005
PrDtD I{n__m5 X:l — 2“[._[.2;5 —-1=2- {_H'I—O,CIZE) —1=-2 "H-[;‘g'fs —1=-2- 1.96 —1= —4, 02

11



| Priklad

Priklad: K danému ¢islu o, 0 < a < 1, urcete interval tak, aby pro nahodnou
velicinu U, ktera ma normované normalni rozdéleni N(0; 1) platilo:

a) (db) P(lU|<a)=1-a;
b) (deeh) P(U<a)=1-a:
c) () PU>a)=1-a.

Reseni: a) Z podminky vyplyva

l-a=P(-a<U<a)=2(a) - ?(—a)=2(a) - (1 - P(a)) =20(a) - 1= P(a) =1- 3.
Odtud plyne, ze a = U2 kvantil. Je tedy

—a<U<a® —uyp o <U <wuy_a. Vizobr. 8.5.

b) Obdobné jako v a) dostaneme
l—a=PU <a)==>o(a) = a=ui—q. Je tedy
U<asU<u_,. Viz obr. 8.6.

c) Z podminky pro interval plyne
l—a=PU>a)=1—P®(a)= Pla) = a= a=1u,. Je tedy
U>a<U>u,.

12



Definice odvozenych rozlozeni (x? -, chi kvadrat®)

Nyni budou nasledovat definice odvozenych rozlozeni (Pearsonovo rozlozeni, Studentovo
rozlozeni a Fisher-Snedecorovo rozlozeni) a souvisejici pfiklady. V definicich nepfehlédnéte
pozadavky na nezavislost!

Definice 1.7

Necht Uy, ..., U, jsou stochasticky nezavislé nahodné velidiny, U/; ~ N(0,1), i =1,...,n.
7l

Pak nahodna veli¢ina V = Y U? ~ ?(n).
i=1

Rikame, Ze ndhodna veli¢ina V ma Pearsonovo rozloZeni ”chi kvadrat” a parametr n na-
zyvame stupné volnosti.

Poznamka 1.8 ® 0 20 0 40 % 6 T =
a—kvantil Pearsonova rozlozeni s n stupni \olnosti 7na<"imo xZ(n). Tvto kvantily jsou
tabelovany a pro n > 30 uzivame piiblizny vztah x3(n) &~ 3(u, + 2n —



| Priklad

Priklad 1.9
a) Necht V ~ x*(10). Najdéte kvantil v q75(10).

Reseni
a) X2 47:(10) = 20, 483.

b) x20s(3) = 0,352.

14



Definice odvozenych rozlozeni (t-rozlozeni)

Definice 1.10
Necht U,V jsou stochasticky nezavislé nahodné velic¢iny, U ~ N(0,1), V ~ x*(n).
Pak nahodna veli¢ina T = L\/-r ~ t(n). Rikame, ze nahodna velicina T ma Studentovo

rozloZeni s n stupni volnosti. ’
0.4

0735

03

025

0z

015

o1

005

Poznamka 1.11

a—kvantil Studentova rozlozeni s n stupni volnosti znacime t4(n). Tyto kvantily jsou ta-
belovany. Pro a < 0,5 se pouzZiva pfepoctovy vzorec t4(n) = —t1-o(n) a pro distribuéni
funkci plati vztah F(—z)=1— F(x).

15



| Priklady

Priklad 1.12
a) Necht T ~ t(8). Najdéte kvantil £50(8).

b) Necht T ~ t(6). Najdéte kvantil tqq5(6).
Reseni
EL) fﬂg(g} = 1., 3968,
h} fu}ng(ﬁj — _tD.QE(E} - —11 9‘432
Priklad 1.13
Necht X ~ #(14). Urcete konstantu ¢ tak, aby platilo: P(—ec < X < ¢) = 0.9.

Regeni
0,9=P(—c< X <c)=F(c)— F(—c)= F(c) — [1 — F{r}] =2F(c) -1
Tedy 0,9 = 2F(c) — 1= F(c) = 12 = 0,95 = ¢ = to0s(14) = 1,7613

16



Definice odvozenych rozlozeni (F-rozlozeni)

Definice 1.14

Necht V;.V; jsou stochasticky nezavislé nahodné veliciny, Vi ~ y*(n;). Vo ~ x*(ns).

Pak nédhodna veli¢ina F = :—i—:—:f ~ F(ny, n,). Rikdme, 7Ze ndhodna veli¢ina F' ma Fisher-
Snedecorovo rozlozeni, kde n; je pocet stupmi volnosti ¢itatele a ns je pocet stupiii volnosti

jmenovatele. -
at

n |=4I};n 1=~5I}

Poznamka 1.15
cr—kvantil Fisher-Snedecorova rozloZeni se stupni volnosti ny, ny znac¢ime F,(ny, ns). Tyto

kvantily jsou tabelovany. Pro o < 0. 5 se pougiva prepoctovy vzorec F,, (i, 11s) = ——————.
] A . - M—a(na,mn)

17



| Priklady

Priklad 1.16
a) Necht F' ~ F(5, 7). Najdéte kvantil Fj g75(5, 7).

b) Necht F ~ F(8,6). Najdéte kvantil Fy g5(8, 6).
Reseni
a) Fyors(5,7) = 5,2852,

b) Fpoes(8.6) - l_ —(.215.

= Fo 07s(6,8) - 4,6517

Priklad 1.17

Necht X ~ F(5,8). Uréete konstantu ¢ tak, aby platilo: P(X < ¢) = 0, 05.

Reseni
0,05=P(X < ¢)= F(e)

Tedy ¢ = Foes(5,8) = .ﬁ‘n.psl{:!..si = 7313 = 0. 2075.
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N-rozmerné normalni rozlozeni

Nyni se budeme vénovat nahodnému vektoru s n—rozmérnym normalnim rozlozenim, pro
jednoduchost budeme uvazovat n = 2. Konvenci pfi zapisovani nahodnych vektori ilu-

strujme nasledovné:

Xa
> » e g r .l' r > b Xg
sloupcovy vektor nahodnych velié¢in znaéime velkym tlustym pismenem, napi. X =
Xn
a
- # - & , GE
sloupcovy vektor konstant zna¢ime malym tlustym pismenem, napf. a =
a‘ﬂ

19



| Nahodny vektor s dvourozmérnym normalnim rozlozenim

Definice 1.18
O spojitém nahodném vektoru X = (E) fikime, ze ma dvojrozmérné normalni rozlozeni

2
a 010 : Y
g parametry g = (:i;) a = ( , 1152 P Jlg : ), kdyz jeho hustota je dana vzorcem

2 2
1 ] —H] ] —H] T2 3 IE—p3
1 2167 [( “ ) - - _( ) ]
—g=) 1 b | o o .
e . xeR-.

fix) = 2mor0av/1 — 2

Zkracené piSeme X — (E) ~ Na(pe, ).

Pro pn = (E) aX = (é ‘1]) mluvime o standardizovaném dvojrozmérném normalnim rozlo-
zeni.

Poznamka 1.19
Vyznam parametrii je nasledujici:

m = E(Xy), p2 = E(X3), o = D(Xy), 03 = D(X3), p= R(X;, X)

20
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| Graf dvourozmérné hustoty (2)
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Graf dvourozmérné hustoty (3)
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Graf dvourozmérné hustoty (4)
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| Graf dvourozmérné hustoty (5)
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| Marginalni rozlozeni skalarni NV a linearni transformace

Véta 1.20
Necht dvojrozmérny vektor X ma dvojrozmérné normélni rozloZeni

X1 i U% P02
X = ~ N, . i
(Xz) 2((#2)' (Wlﬂz 7

Potom pro marginalni rozlozeni skalarni nahodné veli¢iny X; plati: X; ~ N(p;,07), i = 1, 2.
[Slozky normaélniho ndhodného vektoru normalitu " podédi”.]

Véta 1.21
Necht X = ( X1 ) ~ N (( H ) , ( oL P70 )) je normalni nahodny vektor,

2
Xy Ha pa10z 0,

"] ﬂ . - - A 5 . . - - Py
necht a = ﬂl je vektor realnych éisel, necht B = b b je matice redlnych ¢isel.
2 21 Dag

Potom transformovany nahodny vektor Y = a + BX ~ Ny(a + By, BEB').
[Linearni transformace zachovava normalitu.]

26



| Priklad

Priklad 1.22

Necht devizovy kurs marky je nahodna veli¢ina X; ~ N(19,0.5%) a devizovy kurs dolaru je
nahodna veli¢ina X, ~ N(32,0.62). Korelace R(X;, X;) = —0.8. Jaka je pravdépodobnost,
ze ménovy kos 0.65X, + 0.35X, bude mit hodnotu vétsi nez 24?7 Navod:

X\ Nof 19 0.25 —0.072
Xa 2 32 )\ —0.072 0.36

0.65X; + 0.35X, = (0.65 0.35) ( ::‘ )

27



| Priklad
Priklad 1.23
Necht kursy dvou akcii jsou nahodné veli¢iny X, ~ N(600,40%), X, ~ N(800,30%). Kore-

lace R(X,.X,) = —0.4. Jaka je pravdépodobnost, Ze index X, + X, nepoklesne pod 1300
bodui?

Resgeni

Jelikoz X, Xy jsou korelované, nelze uzit véty 1.3.c). Abychom mohli uzit vét 1.20 a 1.21,
X

musime nejdiive uréit rozlozeni nahodného vektoru X = ().

X, v, (690 1600 —480
X, ]~ | s00 )| —480 900 |/

(Pro prvek o5 matice ¥ plati: 015 = 09, = poyoy = —0,4 - 40 - 30 = —480)

0 1
Uzijeme-li ve vété 1.21 a = ( 0 ) aB= ( 0 0 ) potom transformovany nahodny vektor
Y =a+BX = X1 _EXE ziistava normalné rozlozeny a dle véty 1.20 je norméalné

rozlozend i kazda jeho slozka. Tedy nahodna veli¢ina Z = X + X3 ma normalni rozloZeni
a pro jeji parametry plati:
D(Z) = D(X; + Xa) = D(X,) + D(X,) +2C(X;, X5) = 1600 + 900 — 2 - 480 = 1540
Z ~ N(1400,1540)
—_
P(X1+ X3 > 1300) = P(Z > 1300) = 1 — P(Z < 1300) + P(Z = 1300) =
=1— P(’E_j?f < Frmme =1- P(U < -2,55) = P(U < 2,55) = 0,9946.
Index X, + X5 nepoklesne pod 1300 bodii s pravdépodobnosti 0,9946.




Vlastnosti vicerozmeérného normalniho rozdeéeleni

Nahodny vektor X ma vicerozmeérné normalni rozdéleni, jestlize jeho hus-
tota je dana vztahem

F(x) = (@) (B2 exp

kde g je vektor strednich hodnot a ¥ je kovariancéni matice.

Vicerozmérné normalni rozdéleni ma tyto vlastnosti:

e linearni kombinace prvki z X maji normalni rozdélent
e viechny podmnoziny X maji normalni rozdéleni

e nekorelovanost velicin z X (slozek vektoru X)) znamena i jejich neza-
vislost

e viechna podminéna rozdéleni jsou normalni

29



Mahalanobisova vzdalenost

I pro vicerozmérné normalni rozdéleni je mozno chapat kvadratickou formu
v exponentu jako étverec vzdalenosti vektoru x od vektoru p, ve kterém je
obsazena 1 informace z kovarinac¢ni matice

C? = (x — p)T2 Y x — p).

C' je Mahalanobisova vzdalenost, pro zvolenou hodnotu f(x) jeji ¢tverec
je geometricky plocha elipsoidu se stfedem p a osami cy/A;v; pro j =
1,2,---,p, kde A; jsou vlastni ¢isla matice 2 a v; jsou vlastni vektory
matice 3.

C? = (X — )T (X — p) ~ 3(p)

30



| 2. Zakladni pojmy matematické statistiky. Diagnostické grafy.

Motivace: Matematicka statistika je véda, ktera analyzuje a interpretuje
data predevsSim za ucelem ziskani predpovédi a zlepSeni rozhodovani
v raznych oborech lidské Cinnosti. Pritom se fidi principem statistické
indukce, tj. na zakladé znalosti 0 nahodném vybéru z urcitého rozlozeni
pravdépodobnosti se snazi u€init zavéry 0 vlastnostech tohoto rozlozeni.

Ustfednim pojmem matematické statistiky je tedy pojem nahodného
vybéru.

31



| Definice nahodného vybéru

a)

b)

Necht’ X, ..., X, Jsou stochasticky nezdvislé ndhodné veli¢iny, které maji
vSechny stejné rozlozeni L(9). Rekneme, ze X, ..., X, je nahodny vybér
rozsahu n z rozlozeni L(9). (Ciselné realizace X, ..., X, ndhodného vybéru
Xy - X, uspotfddané do sloupcového vektoru odpovidaji datovému
souboru zavedenému V popisné statistice.)

Necht' (X, Y,), ..., (X, Y,) Jsou stochasticky nezavislé¢ dvourozmérné
nahodné vektory, které maji vSechny stejné dvourozmérné rozlozeni L,(9).
Rekneme, Ze (X1,Y), ..., (X,,Y,) je dvourozmérny nahodny vybér rozsahu
n z dvourozmérného rozlozeni L,(9). (Ciselné realizace (X;,Yy), ..., (Xp,Y,)
nahodného vybéru (X,,Y,), ..., (X,,Y,) uspotadané do matice typu n x 2
odpovidaji dvourozmérnému datovému souboru zavedenému V popisné
statistice.)

Analogicky lze definovat p-rozmérny nahodny vybér rozsahu n z p-
rozmérného rozlozeni L (8).

32



| Definice statistiky

Libovolnd funkce T = T(Xy, ..., X)) ndhodného vybéru X, ..., X (resp.

T=T(X,Yq, ..., X,,Y ) ndhodného vybéru (X,,Y3), ..., (X,,Y,)) se nazyva
(vybérova) statistika.

Dusledek:

Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni s distribuc¢ni funkci @(x). Pak
simultanni distribu¢ni funkce ndhodného vektoru (X4, ..., X)) je

D(xy) ... D(x,).
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| Definice dulezitych statistik (1)

a) Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér, n > 2.

1 o . : .
M = - XX ... vybérovy primér,

1 n . ,
Q2 =— i—1(Xi — M)? ... vybérovy rozptyl,

S =52 ... vybérova smérodatna odchylka

Pro libovolné, ale pevné dané realné ¢islo x je statistikou téZ hodnota vybcrove
. 1 :

distribu¢ni funkce E,(x) = - card{i; X; < x}
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| Definice dulezitych statistik (2)

b) Necht je danor > 2 stochasticky nezavislych nahodnych vybéru o rozsazich

-
n;>2,....,n.2 2. Celkovy rozsah je n = Z n;. Oznatme M, ..., M;

j=1
vybérové priméry a S,?, ..., S,? vybérové rozptyly jednotlivych vybéri. Necht’
Cy, --., C. Jsou realné konstanty, asponl jedna nenulova.

r
E ¢;M; ... linearni kombinace vybeérovych prumeru,
j=1

r 2
n_l S.

S0 = — ... vazeny prumér vybérovych rozptylu.
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| Definice dulezitych statistik (3)

c¢) Necht' (X,,Y}), ..., (X, Y,) je nahodny vybér z dvourozmérného rozlozeni.

v 1 1 r w r =] W
Oznatme M; = — X My = - i1 Y; vybérové primeéry,

2 1 n 2 1 n 1. x .

5, =— > _(X; = My)?, S,° =— > _(Y;— M,)? vybérové rozptyly.
n-—1 =1 n-1 =1
1 n L , .

S, = — i=1(Xi — M)(Y; — M,) ... vybérova kovariance,
(1 &X. -M, Y.-M, S

>t 2 =— proS;S, #0

R12 = 4 n —1 i=1 Sl SZ S]_SZ \ﬂ'u;-[‘u\ }." koeficient korelace.

0 Jinak
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| Definice dulezitych statistik (4)

Pro libovolnou, ale pevné zvolenou dvojici realnych €isel x,y je statistikou téz
hodnota vybérové simultanni distribu¢ni funkce

E,(x,y) = %card{i;Xi <xAY; <y}

Upozornéni: Ciselné realizace statistik M, S2, S, S;», Ry, odpovidaji Ciselnym
charakteristikim m, s’, s, s, I, zavedenym v popisné statistice, ale u
rozptylu, smérodatné odchylky, kovariance a koeficientu Kkorelace je

e e, 1 . 1. R
multiplikativni konstanta — nikoliv - jak tomu bylo v popisné statistice. Jak

uvidime pozdéji, uvedené Ciselné realizace mohou byt povaZovany za odhady
¢iselnych realizaci ndhodnych veli¢in zavedenych v poctu pravdépodobnosti.
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| Definice dilezitych statistik (5)

Charakteristika vlastnosti

Pocet pravdépodobnosti

Matematicka statistika

Popisna statistika

poloha EX)=pn M m
. -1
variabilita D(X) = 62 S2 1~ g2

n
variabilita VD) =0 S n-1

n
NIy n—1

spolecna variabilita C(Xy, X)) =0y, S, S12

n

tésnost vztahu R(Xy, Xy)=p Ry, s
rozlozeni D(x) F.(X) F(X)
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Priklad (1)

(Vypocet realizaci vybérového primeéru, vybérového rozptylu a hodnot vyberové distribucni funkce)

Desetkrat nezavisle na sobé byla zmérena jista konstanta . Vysledky méreni byly: 2
1,8 2,1 24 19 2,1 2 1,8 2,3 2,2. Tyto vysledky povaziujeme za Ciselné realizace
nahodného vybéru X, ..., X;o. Vypoctéte realizaci m vybérového prumeéru M, realizaci
s? vybérového rozptylu S?, realizaci s vybérové smérodatné odchylky S a hodnoty
vybérové distribucni funkce F,5(x).

Reseni:

n
1 1
m= —Z X; = 1—0(2 + 1,8+...+2,2) = 2,06

nl
=
1 n
_1(E xiz—nm2)=

mn
1 2
=n_1Z(xi—m)= .
=1 =1

1
=5 2%+ 1,8%+... 42,22 = 10 2,06%) = 0,0404

s =+/s2 = ./0,0404 = 0,2011
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Priklad (2)

(Vypocet realizaci vybérového primeéru, vybérového rozptylu a hodnot vyberové distribucni funkce)

Pro usnadnéni vypoctu hodnot vybérové distribu¢ni funkce Fy(Xx) usporadame méieni podle

velikosti: 1,8 1,8 1,9 2 2 2.1 2.1 2.2 2.3 2.4.

X <18:F,(x)=0
2
1,8<x<19:F,(X)= 0~ 0,2

3
19<x<2:F,(X)=—=0,3
10() 10

5
2<x<21:F,(X)=—=0,6
10( ) 10

2
2,1<x<2,2:F,(X)=—=0,7
10(X) 10

8
2,2<x<2,3:F,(X)= 0° 0,8

9
2,3<x<24:F,(X)= T =0,9
X=>24:F,(X)=1

(x)o14

o
N

-0,2

1,2

1,0

0,8

o
IS

4|—|—|7

1,7

1,8

1,9

2,0

2,1

2,2

2,3

2,4

2,5
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Priklad

(Vypocet realizace vybérového koeficientu korelace)
U 11 nahodné vybranych aut jisté znacky bylo zjistovano jejich stafi (nahodna veli¢ina X — v letech) a cena
(nahodna velicina Y — v tisicich K¢). Vysledky: (5, 85), (4, 103), (6, 70), (5, 82), (5, 89), (5, 98), (6, 66), (6, 95), (2,
169), (7, 70), (7, 48). Vypoctéte a interpretujte Ciselnou realizaci r,, vybérového koeficientu korelace R,,.
Reseni:

n
12 L (5+4+..4+7) =528

my=—) Xj=-— =5,

el 11

i=1
1v 1
m, = EZ yi = 7= (85 + 103+... +48) = 88,63
i=1

n
512 = - i q (Zxﬁ - nmlz) =1—10(52 + 424, 4+7% — 11 -5,28%) = 2,02
2 1 C 2 2 1 2 2 2 2
s, =n_1(Zyi — nm, )=E(85 +1032 4 - + 482 — 11 - 88,632) = 970,85
L 1
12 = — 1(2 XY, —nmlmz) = —5(5-85+4-103+...+7 - 48 — 11-528 - 88,63) = —40,89
S12 1=1—4-:I,E=2

rp = 22 = = —0,92
12 = 5.5, ~ /2,02-4/970,85

Mezi ndhodnymi veli¢inami X a Y existuje silnd nepifima linearni zavislost. Cim starsi auto, tim nizsi cena.

41



Vlastnosti dulezitych statistik (1)

a) Pripad jednoho nahodného vybéru: Necht’ X, ..., X, je nahodny vybér z rozloZeni se
stiedni hodnotou p, rozptylem o a distribu¢ni funkci ®(x). Necht' n > 2. Ozna¢me M,
vybérovy pramér, S, 2 vybérovy rozptyl a pro libovolné, ale pevné dané x € R ozna¢me
F,(x) hodnotu vybérové distribu¢ni funkce. Pak pro libovolné hodnoty parametri p , o2
a libovolné, ale pevné dané redlné Cislo x plati:

E(M,) =,
U-2

D(Mn) = ?s
E(S,%) = o2,

42 _
D(S,?) = % - C; (E:_ 13)), kde v,4 je 4. centralni moment,
e O b1 = 0o

x)[1—®(x
D(F,(x)) =

n
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| Vlastnosti diilezitych statistik (2)

b) Pfipad r > 2 stochasticky nezavislych nahodnych vybéra: Necht’ Xi4, ..., X1p,,

cvos K71y woer Xpp,. J€ T stochasticky nezavislych nahodnych vybéru o rozsazich

n, > 2, ..., n,>2 zrozlozeni se stiednimi hodnotami p,, ..., , a rozptylem o?. Celkovy
T

rozsah je n = Z n;. Necht’ ¢y, ..., ¢, jsou realn¢ konstanty, aspon jedna nenulova.
j=1

Pak pro libovolné hodnoty parametrti y,, ..., i, a o plati:

r r
(S 4)- 3
( j=1" ") =1 7

E( S*E) = 0'2.
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| Vlastnosti diilezitych statistik (3)

c) Piipad jednoho nahodného vybéru z dvourozmérného rozlozeni: Necht (X.,Y,), ...,
(X,,Y,) Je ndhodny vybér z dvourozmérného rozlozeni S kovarianci 6, a koeficientem
korelace p. Pak pro libovolné hodnoty parametrti 6,,a p plati:

E(S12) =012,
E(R;,) = p (shoda je vyhovujici pron > 30).

Poznamka: Metody matematické statistiky casto slouzi k vyhodnocovani vysledki
pokust. Aby mohl byt pokus spravn¢ vyhodnocen, musi byt dobie naplanovan.
Uvedeme zde nejjednodussi typy usporadani pokust.

Predpokladejme napiiklad, ze sledujeme hmotnostni prirtstky selat téhoz plemene pii
riznych vykrmnych dietach.
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| Typy pozorovani (1)

a) Jednoduché pozorovani: Nahodna veli¢ina X je pozorovana za tychz podminek.
Situace je charakterizovana jednim ndhodnym vybérem Xg, ..., X,.

Nahodn¢ vylosujeme n selat téhoz plemene, podrobime je jediné vykrmné dieté¢ a
zjistime U kazdého selete hmotnostni prirGstek. Tim dostaneme realizaci jednoho

nahodného vybeéru.
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Typy pozorovani (2)

b) Dvojné pozorovani: Nahodna veli¢ina X je pozorovana za dvojich riznych podminek.
Existuji dvé odliSna usporadani tohoto pokusu.

Dvouvybérove porovnavani: situace je charakterizovana dvéma nezavislymi ndhodnymi
vybéry X1, ., X1n, @ X219, s Xom,.
Nahodné vylosujeme n, a n, selat téhoz plemene, nahodné je rozdélime na dva soubory on, a
n, jedincich, prvni podrobime vykrmné dieté ¢. 1 a druhy vykrmné dieté Cislo 2. Tak
dostaneme realizace dvou nezavislych nahodnych vybér.

Parove porovnavani: situace je charakterizovana jednim nahodnym vybérem
(X11,X12), «o» (X1, Xn2) Zz dvourozmeérného rozlozeni. Prejdeme k rozdilovému nahodnému
vybéru Z;, = X;; — X5, 1=1, ..., n a tim dostaneme jednoduché¢ pozorovani.
Nahodné vylosujeme n vrhii stejné starych selat téhoz plemene, z kazdého odebereme dva
sourozence a nahodné jim piifadime prvni a druhou vykrmnou dietu. Tak dostaneme
realizaci jednoho dvourozmérného nahodného vybéru, kde prvni slozka odpovida prvni dieté
a druha slozka druhé¢ dieté.
(Parové porovnavani je efektivné€jSi, protoze skute¢ny rozdil v ucinnosti obou diet je
prekryvan pouze nahodnymi vlivy pfi samotném krmeni a trvani, kdezto vliv ruznych
dédicnych vloh, ktery byl losovanim znarodnén, je u sourozeneckého paru selat Castec¢né
vyloucen.)
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| Typy pozorovani (3)

¢) Mnohonasobné pozorovani: Nahodna veli¢ina X je pozorovana za r > 3 ruznych
podminek. Existuji dvé odliSna usporadani tohoto pokusu.

Mnohovybérove porovnavani: situace je charakterizovana r nezavislymi nahodnymi
vybery Xq1, ..., X1n,8Z X1, o, Xpn,..
Nahodné vylosujeme n;, n,, ..., n, selat téhoz plemene, nahodné je rozdélime na r
souborli 0 n;, n,, ..., n, jedincich, prvni podrobime vykrmné dieté €. 1, druhy vykrmné
dieté Cislo 2 atd. az r-ty podrobime vykrmné dieté Cislo r. Tak dostaneme realizace r
nezavislych nahodnych vybért.

Blokové porovnavani: situace je charakterizovana jednim nahodnym vybérem
(X114, -0 X17)) ooy (X1, oor ) Xppr) Z r-rozmérného rozlozeni.
Nahodné vylosujeme n vrhi stejné starych selat téhoz plemene, z kazdého odebereme r
sourozencl a nahodné jim pfifadime prvni az r-tou vykrmnou dietu. Tak dostaneme
realizaci jednoho r-rozmérné¢ho nahodného vybéru, kde prvni slozka odpovida prvni
dieté, druha slozka druhé dieté atd. az r-ta slozka odpovida r-té dieté.
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| Diagnosticke grafy

Motivace: Diagnostické grafy slouzi predevsim k tomu, aby nam pomohly orienta¢né
posoudit povahu dat a urcit smér dalsi statistické analyzy. Pti zpracovani dat se ¢asto
predpoklada splnéni urcitych podminek. V ptipadé jednoho nahodného vybéru je to
predevsim normalita (posuzujeme ji pomoci NP plotu ¢i histogramu) a nepfitomnost

vybocujicich hodnot (odhali je krabicovy diagram).

— odlehla hodnota

O

Krabicovy diagram

Umoznuje posoudit symetrii a variabilitu datového

souboru a existenci odlehlych ¢i extrémnich hodnot.
Zpusob konstrukce: Odlehla hodnota lezi mezi L -
vnéj$imi a vnitinimi hradbami, tj. v intervalu o
(X075 + 1,50, Xq 75+ 3q) €1V intervalu

{:f—

herni vnitini hradba nebo max. hodnota

horni kvartil
median

dolni kvartil

dolni vnitini hradba nebo min. hodnota

extrémni hodnota

(X025 = 30, Xg25— 1,50). Extrémni hodnota lezi za vné&jSimi hradbami, tj. v intervalu

(X075 + 30, o) ¢i v intervalu (-oo, X, 5 - 30).
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| Priklad (1)

U 30 domacnosti byl zjistovan pocet ¢lent. Pocet &lent

41516

Pro tyto udaje sestrojte krabicovy diagram. | Pocet doméacnosti

101 5|3

r

ReSeni:

Pfipomeneme nejprve definict a-kvantilu. Je-li a € (0; 1), pak o-kvantil x, je ¢islo, které
rozdéluje usporadany datovy soubor na dolni sek, obsahujici aspon podil a vSech dat a na horni
usek obsahujici aspon podil 1 — a viech dat. Pro vypocet a-kvantilu slouzi algoritmus:

celé Cislo c = x, =
no = 2

_ Xyt X(c+1)

necelé Cislo = zaokrouhlime nahoru na nejblizsi celé Cislo ¢ = xy = X(c)

Pro specialné zvolena o uzivame nazvu:

X050 — median, Xg,s — dolni kvartil, X, ;5 — horni kvartil,
X015 s Xgo — decily, Xq g1, ..., Xg99 — percentily.

Jako charakteristika variability slouzi kvartilova odchylka:
q = Xo75 — Xg25. V naSem piipad¢é rozsah souboru n = 30.

Vypolty potiebnych kvantilti uspofadame do tabulky.

o | no | c X,

025 75 | 8 X=X (®) 2
X(15) + X(16))

050 | 15 |15 5 4

075] 225 [23]  xgXpy | 5
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| Priklad (2)

Dolni kvartil je 2, tedy asponi ¢tvrtina domacnosti ma asponi dva Cleny.
Median je 4, tedy aspon polovina domacnosti ma aspon 4 Cleny.

Horni kvartil je 5, tedy aspon ti1 Ctvrtiny domécnosti maji asponi 5 Clent.
Vypocteme kvartilovou odchylku: q = X 75 — Xg 5 =9 -2 = 3.

Dolni vnitini hradba: x4 5 — 1,59 =2-1,5.3=-2,5
Horni vnitini hradba: xy,5 + 1,50 =5+1,5.3=9,5
Nakonec sestrojime krabicovy diagram:

0

Vidime, Ze datovy soubor vykazuje urcitou nesymetrii — median je posunut smérem
K hornimu kvartilu, soubor je tedy zaporn¢ seSikmen. V souboru se nevyskytuji Zadné
odlehlé ani extrémni hodnoty.
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| Pravdépodobnostné — pravdépodobnostni graf (P — P plot)

UmozZnuje graficky posoudit, zda data pochazeji z né&jakého znamého rozlozeni (napf.
STATISTICA nabizi 8 typla rozlozeni: beta, exponencialni, Gumbelovo, gamma, log-normalni,

normalni, Rayleighovo a Weibulovo).
X(gh—m

Vypoctou se standardizované hodnoty z(j) = j =1, ..., n. Na vodorovnou osu se vynesou

5 >
hodnoty teoretické distribucni funkce ®(z;) a na svislou osu hodnoty empirické distribucni
funkce F(z4) = j/n. (Jsou-li nékteré hodnoty Xy < ... < X, stejné, pak za j bereme primérné
pofadi odpovidajici takové skupince.) Pokud se body (P(z;), F(z;))) fadi kolem hlavni diagonaly

¢tverce [0,1] x [0,1], 1ze usuzovat na dobrou shodu empirického a teoretického rozloZeni.

Pro posouzeni normality dat se pouziva normalni pravdépodobnostni graf (N — P plot): na
vodorovnou osu vynaSime uspofadané hodnoty x;) < ... < X, a na svislou osu kvantily Ug;s kde
3j-1
O.’j = L
3n+1
skupince).

(Jsou-li nékteré hodnoty stejné, pak za j bereme prumérné poiradi odpovidajici takové

* Pochazeji-li data z normalniho rozloZeni, pak dvojice (x( j),uaj) budou lezet na piimce.

* Pochazeji-li data z rozloZzeni s kladnou Sikmosti, pak dvojice (x(]-),uaj) se budou fadit do
konkavni kiivky.

* Pochazeji-li data z rozloZzeni se zapornou Sikmosti, pak dvojice (x(j),uaj) se budou fadit do

konvexni kiivky.
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| Priklad

Desetkrat nezavisle na sobé byla zmétena jista konstanta. Vysledky méfeni: 2 1,8 2,1 24 1,9
2,1 2 1,8 2,3 2,2. Pomoci normalniho pravdépodobnostniho grafu posud’te, zda se tato data fidi
normalnim rozloZzenim.

ReSeni: usp. hodnoty [1,8]1,8[19] 2 | 2 [2,1]2,1]2,2]2,3]2,4
Vektor hodnot primérného poradi: pofadi 112131415161 7]181]9 110
prumérné poradi [1,5|1,5] 3 145(4,5]6,5(6,5| 8 | 9 | 10

1=(1,53 4,5 6,5 8 9 10),
vektor hodnot a; = ;}1—;11 = (0,1129;0,2581;0,4032; 0,5968; 0,7419; 0,8387; 0,9355),
vektor kvantilu Ug; = (=1,2112;-0,6493; —0,245; 0,245; 0,6493; 0,9892; 1,5179).

Normalni pravdépodobnostni graf:

2

|
0.5 .
of . i Protoze dvojice (x(j), Uq,) témeF lezi na pfimee, l1ze
05F . w r *r [ r o r
| usoudit, ze data pochazeji z normalniho rozlozeni.

-15F

52

2 L L L L L L L L L
1 1.2 1.4 16 1.8 2 2.2 24 26 2.8 3



| Histogram

Umoznuje porovnat tvar hustoty cetnosti s tvarem hustoty pravdépodobnosti
vybraného teoretického rozlozeni. (Me STATISTICE je pojem histogramu Sirsi,
skryva se za nim I sloupkovy diagram.)

Zpusob konstrukce ve STATISTICE: na vodorovnou osu se vynaseji tridici intervaly
(implicitn¢ 10, jejich pocet Ize zmenit, stejné tak i meze tridicich intervali) ci
varianty znaku a na svislou osu absolutni nebo relativni Cetnosti tfidicich intervali ¢i
variant. Do histogramu se zakresli tvar hustoty (¢i pravdépodobnostni funkce)
vybran¢ho teoretického rozlozeni.



| Priklad

U 70 domacnosti byly zjistovany tydenni vydaje na nealkoholické napoje (v K¢).

Vydaje | (35,65) | (65,95) | (95,125) |(125,155) | (125,155) | (185,215)
Pocet dom. 7 16 27 14 4 2

Nakreslete histogram. .

Reseni: 25/-

Histogram s prolozenou hustotou ol o
pravdépodobnosti normalniho rozlozeni: .

Vidime, Ze tvar histogramu se ponékud odchyluje '

od tvaru hustoty pravdépodobnosti normalniho 5

rozlozeni. Malé hodnoty jsou ¢etnéjéi nez velké — ~1

datovy soubor je kladné seSikmen.

50

Vlastnosti rozlozeni Cetnosti datového souboru se projevi

80 110 140

170

ve vzhledu histogramu, N—P plotu a krabicového diagramu, jak vidime na na

nasledujicim obrazku:

200
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| 3. Bodové a intervalové odhady parametra a parametrickych funkci

Motivace: Vychdzime z nahodného vybéru X,, ..., X, z rozloZeni L(19),
které zavisi na parametru 9. Parametr Y nezndme a chceme ho
odhadnout pomoci daného nahodného vybéru (prfipadné chceme
odhadnout néjakou parametrickou funkci h(i9)). Bodovym odhadem
parametrické funkce h(9) je statistika T, = T(X,, ..., X,), kterda nabyva
hodnot blizkych h(9), at je hodnota parametru J jakakoliv. Existuji rGzné
metody, jak konstruovat bodové odhady (napf. metoda momentl Cci
metoda maximalni vérohodnosti) a také rGzné typy bodovych odhadd.
Omezime se na odhady nestranné, asymptoticky nestranné a
konzistentni.

Intervalovym odhadem parametrické funkce h(:9) rozumime interval

(D, H), jehoz meze jsou statistiky D = D(X;, ..., X,,), H=H(X,, ..., X,,) a ktery
s dostatecné velkou pravdépodobnosti pokryva h(19), at je hodnota
parametru 9 jakakoliv.
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| Definice parametrického prostoru a parametrické funkce

Necht X, ..., X, je nahodny vybér z rozlozeni L(9).
Mnozina vSech hodnot, jichz miize parametr 9 nabyvat,
se nazyva parametricky prostor a zna¢i se =. Libovolna
funkce h(9) se nazyva parametricka funkce.
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Definice nestranného odhadu, lepSiho nestranného odhadu, posloupnosti

|asympt0ticky nestrannych odhadia a konzistentnich odhadi

Necht’ X, ..., X, je nahodny vybér z rozlozeni L(J), h(J) je parametricka funkce, T, T, T,, ... Jsou

statistiky.

a) Rekneme, Ze statistika T je nestrannym odhadem parametrické funkce h(:9), jestlize
VY € Z: E(T) = h(9).
(Vyznam nestrannosti spociva v tom, ze odhad T nesmi parametrickou funkci h(9)
systematicky nadhodnocovat ani podhodnocovat. Neni-li tato podminka splnéna, jde o
vychyleny odhad.)

b) Jsou-li T, T, nestranné odhady téze parametrické funkce h(d9), pak fekneme, ze T, je lepsi
odhad nez T, jestlize V9 € Z: D(T,) < D(T,).

c) Posloupnost {T;, };;=1 se nazyva posloupnost asymptoticky nestrannych odhadii parametrické
funkce h(9), jestlize VU € Z: ,li_,lgE(T") = h(9).
(Vyznam asymptotické nestrannosti spociva v tom, Ze s rostoucim rozsahem vybéru klesa
vychyleni odhadu.)

d) Posloupnost {T}, }n=, se nazyva posloupnost konzistentnich odhadt parametrické funkce h(9),
jestlize
V9 € EVe > 0: lim P(|T,, — h(9)| > &) = 0.
n—co
(Vyznam konzistence spociva v tom, Ze s rostoucim rozsahem vybéru klesa pravdépodobnost, Ze
odhad se bude realizovat ,,daleko* od parametrické funkce h(:J9).)arametrické funkce h(:9).)
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Disledek: Vztah mezi jednotlivymi typy bodovych odhadu

Lze dokazat, ze z nestrannosti odhadu vyplyva jeho
asymptoticka nestrannost a z asymptotické nestrannosti
vyplyva konzistence, pokud posloupnost rozptyla

odhadu konverguje k nule.



| Véta o vlastnostech bodovych odhadtli odvozenych z jednoho nahodného vybéru (1)

Necht' X, ..., X, je ndhodny vybér z rozloZeni se stiedni hodnotou p,
rozptylem o a distribu¢ni funkci ®(x). Necht n > 2. Oznatme M,
vybérovy pramér, S,?> vybérovy rozptyl a pro libovolné, ale pevné dané
x € R oznacme F,(x) hodnotu vybérové distribu¢ni funkce. Pak pro
libovolné hodnoty parametri p, o® a libovolnou hodnotu distribuc¢ni
funkce ®(x) plati:

2
a) M, je nestrannym odhadem p (tj. E(M,)) = p) s rozptylem D(M,) = %,
b) S,2 je nestrannym odhadem o2 (tj. E(S,2) = 62 s rozptylem

»n_Ya oc*(n-3)
D(5,7) n n(n—1)’

c) pro libovolné, ale pevné dané x € R je vybérova distribuc¢ni funkce
F,(x) nestrannym odhadem ®(x) (tj. E(F,(x)) = ®(x)) s rozptylem
D(F (x)) — @(X)[l—(p(X)]

» .

n

kde v, je 4. centralni moment
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| Véta o vlastnostech bodovych odhadtli odvozenych z jednoho nahodného vybéru (2)

d) Posloupnost {M,,}n=, je posloupnost asymptoticky nestrannych a
konzistentnich odhadu p,

e) {snz}g’zl je posloupnost asymptoticky nestrannych a konzistentnich
odhadt o2,

f) pro libovolné, ale pevné dané x € R je {F,(x)}a=1 posloupnost
asymptoticky nestrannych a konzistentnich odhadi ®(x).

Poznamka: Vybérova smérodatna odchylka S neni nestrannym odhadem
smérodatné odchylky o. To by platilo, pokud S by byla ndhodna veli¢ina
s degenerovanym rozlozenim, tj. nabyvala by pouze konstantni hodnoty.
Pak totiz D(S) = E(S?) — [E(S)])* = 6°— [6]*= 0.
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| llustrace (1)

Vlastnosti vybérového priméru a vybérového rozptylu budeme ilustrovat na
ndhodném vybéru rozsahu 100 z rozlozeni Rs(0,1). V tomto piipadé E(X;) = 1/2,
D(X;) = 1/12, i = 1, ..., 100. Pomoci syst¢tmu STATISTICA vygenerujeme pro
kazdou z ndhodnych veli¢in X;, ..., X;50 100 realizaci a ulozime je do
proménnych V,, ..., Vi5. Ddle vypocitdme primér a rozptyl téchto realizaci,
ulozime je do proménnych PRUMER a ROZPTYL. Graficky znazornime
hodnoty nékteré z proménnych vy, ..., Vi (napt. v;) a hodnoty proménné
PRUMER:
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| llustrace (2)

Vidime, ze hodnoty proménné v, kolisaji od 0 do 1, zatimco hodnoty proménné

PRUMER se nachazeji v uzkém pasu kolem 1/2.

Dale vypocteme primér a rozptyl napt. proménné vl a proménné PRUMER a

dale vypoctéte primér proménné ROZPTYL.

Proménna

Fopisne statistiky {uniform

Prumér | Rozptyl

Prom1

FRUMER

0,536605 0,078676
0,503384 0,000783

Primér proménné vl by mél byt blizky 0,5, rozptyl 1/12 = 0,083. Primér
proménné PRUMER by se m¢l blizit 0,5, zatimco rozptyl by meél byt n = 100 x
mensi nez 1/12, tj. 0,00083. Dale prumér proménné ROZPTYL by se m¢l blizit

1/12 = 0,083.

Proménna

FPopisné statistiky {uniform

Prameér

ROZPTYL

0,083143




| llustrace (3)

Nestrannost vybérové distribucni funkce budeme ilustrovat na ndhodném vybéru
rozsahu 1000 z rozlozeni N(0,1). Ziskame vybérovou distribu¢ni funkci tohoto
vybéru a jeji graf porovname s grafem distribu¢ni funkce nahodné veliciny se
standardizovanym normalnim rozlozenim. Graf vybérové distribu¢ni funkce ma
¢ernou barvu, graf distribu¢ni funkce standardizovaného normalniho rozlozeni ma
Cervenou barvu.
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| llustrace (4)

Pribéh vybérové distribucni funkce F;50(X) je velmi podobny priibéhu distribu¢ni
funkce ®(x). Pokud bychom postup zopakovali s podstatné mensim rozsahem
nahodného vybéru (napi. n = 100), prubeh obou funkci by se lisil vyrazné;ji:
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Véta o vlastnostech bodovych odhadli odvozenych z r 2 2 nezavislych nahodnych vybéru

Necht’ Xq4, ..., X1n,» ---» Xr1, --., Xpn, J€ 1 stochasticky nezavislych nahodnych vybéra o
rozsazich n; = 2, ..., n, = 2 z rozlozeni se sttednimi hodnotami p,, ..., i, a rozptylem
r
o?. Celkovy rozsah je n = E ~ n;. Necht' ¢y, ..., ¢, jsou realné konstanty, aspon jedna
J=1
.
nenulova. Oznaéme E ¢jM; linearni kombinaci vyb&rovych priméri a

j=1
-
) Z‘_l(nj—l)s,-z
S,c ==L vazeny prumér vybérovych rozptyli. Pak pro libovolné hodnoty

n-—r

s T
parametrd ,, ..., i, a o plati: E (Z chj) = Z cjuj, E(S+%) = o>

j=1 j=1

.

Znamena to, Ze linearni kombinace vybérovych pruméra E o ¢jM; je nestrannym
T

odhadem linearni kombinace stiednich hodnot E cjij a vazeny prameér

j=1
> (n-sy?
vybérovych rozptyla S22 === je nestrannym odhadem rozptylu c2.
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| Véta o vlastnostech bodovych odhadi odvozenych z jednoho dvourozmérného nahodného vybéru

Necht' (X.,Y)), ..., (X,,Y,) Je ndhodny vybér z dvourozmérného rozloZeni
s kovarianci oy, a koeficientem korelace p. Ozna¢me S;, vybérovou
kovarianci a R;, vybérovy koeficient korelace. Pak pro libovolné
hodnoty parametrii ¢,,a p plati:

E(S12) = 012,
E(R;,) = p (shoda je vyhovujici pron > 30).

Znamena 1o, ze vybérovd Kkovariance S;, je nestrannym odhadem
kovariance o,,, avSak vybérovy koeficient korelace R,, je vychylenym
odhadem koeficientu korelace p.



|Definice intervalu spolehlivosti

Necht’ X, ..., X, je nahodny vybér z rozlozeni L(99), h(?9) je parametricka
funkce, a€ (0,1), D=D(X,, ..., X)), H=H(X,, ..., X,)) jsou statistiky.

a) Interval (D, H) se nazyva 100(1-0)% (oboustranny) interval spolehlivost
pro parametrickou funkci h(19), jestlize: V9 € Z: P(D <h(J) < H) > 1-a.

b) Interval (D, ) se nazyva 100(1-a)% levostranny interval spolehlivosti
pro parametrickou funkci h(?9), jestlize: V9 € Z: P(D <h(¥9)) > 1-a.

¢) Interval (-oo0, H) se nazyva 100(1-0)% pravostranny interval spolehlivosti
pro parametrickou funkci h(19), jestlize: V9 € Z: P(h(9) <H) > 1-a.

Cislo a se nazyva riziko (zpravidla a = 0,05, meéné ¢asto 0,1 ¢1 0,01), Cislo
1 — a se nazyva spolehlivost.
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|Doporu<":en\'l postup pri konstrukci intervalu spolehlivosti (1)

a) Vyjdeme ze statistiky V, kterd je nestrannym bodovym
odhadem parametrické funkce h(9).

b) Najdeme tzv. pivotovou statistiku W, ktera vznikne
transformaci statistiky V, je monotonni funkci h(9) a pritom
jeji rozlozZeni je znamé a na h(9) nezavisi. Pomoci znamého
rozloZeni pivotove statistiky W najdeme kvantily w,,, w,_,»,
takze plati:

VO €EEZ:P(wy,<W<w, ,>1-a0.

¢) Nerovnost w,, < W < w,_, prevedeme ekvivalentnimi

upravami na nerovnost D < h(9) < H.
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|Doporu<":en\'l postup pri konstrukci intervalu spolehlivosti (2)

d) Statistiky D, H nahradime jejich Ciselnymi realizacemi d, h a ziskame
tak 100(1-0)% empiricky interval spolehlivosti, o némz prohlasime, Ze
pokryva h(d9) s pravdépodobnosti asponn 1 — o. (Tvrzeni, ze (d,h)
pokryva h(d9) s pravdépodobnosti aspon 1 — a je tieba chapat takto:
jestlize mnohonasobné€ nezavisle ziskame realizace x,, ..., X, nahodného
vybéru X, ..., X, z rozlozeni L(¥9) a pomoci kazdé¢ této realizace
sestrojime 100(1-0)% empiricky interval spolehlivosti pro h(9), pak
podil poctu téch intervalt, které pokryvaji h(d9) k poctu vSech
sestrojenych intervalii bude ptiblizné 1 — a..)

(Volba oboustranného, levostranného, nebo pravostranného intervalu zavisi

na konkrétni situaci. Napi. oboustranny interval spolehlivosti pouzije

konstruktér, kterého zajima dolni 1 horni hranice pro skutecnou délku p

né&jaké soucastky. Levostranny interval spolehlivosti pouzije vykupci

drahych kovii, ktery potfebuje znat dolni mez pro skute¢ny obsah zlata p v

kupovaném slitku. Pravostranny interval spolehlivosti pouzije chemik, ktery

potiebuje znat horni mez pro obsah necistot p v analyzovaném vzorku.)

70



| llustrace

Jestlize 100X nezavisle na sob¢ uskuteCnime nahodny vybér z rozloZeni se stredni
hodnotou p a pokazdé sestrojime 95% empiricky interval spolehlivosti pro u, pak
priblizné v 95 piipadech bude lezet parametr u v intervalech spolehlivosti a asi v
5 pripadech interval spolehlivosti u nepokryje.




| Priklad (1)

Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér z N(u,6?), kde n > 2 a rozptyl > zname.
Sestrojte 100(1-a)% interval spolehlivosti pro neznamou stiedni hodnotu p.

Reseni: V tomto piipadé parametricka ﬁmkce h(¥) = n. Nestrannym odhadem

?’1

sttedni hodnoty je vybérovy primér M = ; 1 X;. Protoze M je lineéarni

kombinaci normalné rozlozenych nahodnych vellcm bude mit také normalni
2

rozlozeni se stfedni hodnotou E(M) = p a rozptylem D(M) = —. Pivotovou

M-
statisttkou W bude standardizovana nahodna veli¢ina U —T'u ~N(0,1).
N

Kvantil Wy, = Uy = -Uj_g2, Wign = Upgp-

V19 eExl-a < P(_ul_a/z <UL ul_a/z) —_ P(_ul_a/z < % <

Vn

Ui—q/2) = P(M _\/—ul afz < MU < M+\[_u1 @/2)-
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| Priklad (2)

Meze 100(1-0)% intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu p pfi zndmém
rozptylu o2 tedy jsou:

D=M—\[—u1—a:/2=H M+\/—u1—a’/2

Pi1 konstrukci jednostrannych intervalt spolehlivosti se riziko nepuli, tedy
100(1-a)% levostranny interval spolehlivosti pro p je (M —iul_a, ©) a

Jn
pravostranny je(—oo, M + \/—u1 )

Dosadime-li do vzorct pro dolni a horni mez ¢iselnou realizaci m vybérového
pruméru M, dostaneme 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti.
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| Priklad

10 krat nezavisle na sob¢& byla zméfena jista konstanta p. Vysledky méfeni byly: 2 1,8 2,1 2.4
1,9 2,1 2 1,8 2,3 2,2. Tyto vysledky povazujeme za Ciselné realizace nahodného vybéru

X1y ey Xy 2 rozloZeni N(u, 0,04), kde parametr p nezname. Najdéte 95% empiricky interval
spolehlivosti pro p, a to

a) oboustranny,

b) levostranny,

c) pravostranny.

ReSeni: m = 2,06,62=0,04,6=0,2, a= 0,05, Ugo7s = 1,96, uges = 1,64.

ada) d=m —Zu;_q/; = 2,06 — =196 = 1,94

Vi V10
h—m+Fu1 ajz = 206+‘j,_196—218
1,94 < < 2,18 s pravdépodobnosti aspon 0,95.
adb) d = m —%ul_a = 2,06 — %1,64 = 1,96
1,96 < s pravdépodobnosti aspon 0,95.
adc)h=m+% 206+J_164—216

n < 2,16 s pravdépodobnosti aspon 0,95.
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|Poznémka 0 Sirce intervalu spolehlivosti

Necht' (d, h) je 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro h(J)

zkonstruovany pomoci Ciselnych realizaci x, ..., X, ndhodného vybéru

Xi, ..., X, Zr0zZloZeni L(D).

a) Pi1konstantnim riziku klesa Sitka h-d s rostoucim rozsahem
nahodného vybéru.

b) Pi1konstantnim rozsahu ndhodného vybéru klesa Sitka h-d
s rostoucim rizikem.
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| llustrace (1)

ad a) Grafické znazornéni zavislosti dolnich a hornich meze 95%
empirickych interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu normalniho
rozlozeni pfi znamém rozptylu na rozsahu nahodného vybéru:

e AR
oo mahn M-
ol T
LI
o ?

o] 1 &2 3a 1] TO -] w2

=4-

Vidime, Ze sitka intervalu spolehlivosti klesa se zvétSujicim se rozsahem
nahodného vybéru, zprvu rychle a pak stale pomaleji.



| llustrace (2)

ad Db) Grafick¢é zndzornéni zavislosti dolnich a hornich mezi 100(1-0)%
empirickych intervalii spolehlivosti pro stiedni hodnotu normalniho rozlozeni pfi
znamém rozptylu a konstantnim rozsahu vybéru na riziku:
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Proml

Vidime, ze Sitka intervalu spolehlivosti s rostoucim rizikem klesa.
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a4
Priklad
(Stanoveni minimalniho rozsahu vybéru z normalniho rozlozeni)

Necht’ X, ..., X,, je nahodny vybér z N(u, 6?), kde 6? zname. Jaky musi byt minimalni
rozsah vybéru n, aby Sifka 100(1-a)% empirického intervalu spolehlivosti pro stiedni
hodnotu p nepiesahla ¢islo A?

Reseni: Pozadujeme, aby A>h —d =m + ‘%ul_alfz —(m-— \%ul_aifz) = %ul_wz.

402Uy _g)p°
A2

Z této podminky dostaneme, Zze n = . Za rozsah vybéru zvolime nejmensi

piirozené Cislo vyhovujici této podmince.

Odvozeny vzorec pouzijeme v této situact: v piikladu 3.12. (a) se uzivateli zda 95%
empiricky interval spolehlivosti (1,94; 2,18) pro stfedni hodnotu p pfili§ Siroky. Pral

by si, aby S§itka 95% empirického intervalu spolehlivosti nepiesahla cislo 0,16.

40%u_ %
1‘% _ 4'0.'34'1113,9752 _ 4'0,04-1,962

0,162 0,162 T 0,162

Dostavame tedy n > = 24,01. Podminku tedy

spliuje Cislo 25.
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| Poznamky

Cokoliv z ndhodného vybéru miizeme pokladat za bodovy odhad parametru.
Bodovy odhad by mél byt nestranny.

Konzistentni odhad — rozptyly se asymptoticky blizi k O.
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| 4. Metody hledani bodovych odhad( parametré. Uvod do testovani hypotéz.

Motivace: Necht X, ..., X, je nahodny vybér z rozlozeni L(19), kter¢
zavisi na parametru 9. Ukolem je najit statistiku T = T(X,, ..., X,), ktera
nabyva hodnot blizkych parametru 9 resp. parametrické funkci h(?9), at’ je
hodnota parametru 9 jakakoliv. Seznamime se se dvéma metodami
hledani bodovych odhadi, a to metodou maximalni vérohodnosti a

metodou momentu.
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| Definice maximalné verohodného odhadu

Necht' X, ..., X, je ndhodny vybér z diskrétniho rozlozeni (je popsano
pravdépodobnostni funkci n(x; 9) resp. ze spojitého rozlozeni (je popsano
hustotou @(x; 9)).

Simultanni pravdépodobnostni funkce resp. simultanni hustota nahodného
vektoru (X, ..., X)) je n(x; ;9)...n(x, ;9) resp. ¢ (x;;9)...¢ (x,;9). Pro
pevné¢ dané x = (x;, .., X,) zavedeme vérohodnostni funkci

n n

L(I)= i1=717t(x,; ;9) v diskrétnim ptipadé resp. L(9)= i1=71(p(xi ;9) ve
spojitém pripadé.

Statistika 9 (X), ktera ma tu vlastnost, zeV9 € Z: L(J) = L(9), se nazyva
maximalné vérohodny odhad parametrud.

(Misto vérohodnostni funkce L(¥) pouzivame logaritmickou
vérohodnostni funkci In L(19).)
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| Definice véerohodnostnich rovnic

Necht 9 = (94, ...,9;). Logaritmickou vérohodnostni funkci In L(9)
parcialné derivujeme podle 94, ..., 9y a derivace polozime rovny O:

ANL(O1,0k) _ o ¢ _
39, =0,1=1,2, ...,k

Dostaneme systém vérohodnostnich rovnic. Jeho feSenim je maximaln¢
vérohodny odhad parametru9: 9(X) = (91(X),..., 9, (X)).
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Priklad (1)

(Maximalné€ vérohodny odhad v diskrétnim skalarnim ptipad¢)

Necht' X;, .., X, je nahodny vybér z alternativniho rozlozeni A(1¥). Metodou
maximalni vérohodnosti najdéte odhad parametru .

Reseni:

9% (1 -9 iprox = 0,1

K~A@) =>m(x) = { 0 jinak

Vérohodnostni funkce:

n . Y n i n-— n Xi prox;=0,1
L) = i=119x1(1 - 19)1 Yi= 9 i1 (1-9) Z';l P
0 jinak
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Priklad (2)

(Maximalné€ vérohodny odhad v diskrétnim skalarnim ptipad¢)
Logaritmicka funkce vérohodnosti:
InL(I) =Ind - XL x; + (n— X, x)In(1 —9)
Vérohodnostni rovnice:
dinL(9) ?=1xl- n— XX
dl v 1-9

n

=>(1—19)Zx —9(n — Z x;)=0=
=>zx,_ ﬁZx,—m9+192xl—0 19=%i

i=1 =

:O:}

Maximaln¢ vérohodnym odhadem parametrud alternativniho rozlozeni A (1)
je tedy statistika 9(X) = M, tj. vybérovy prumér.
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Priklad (1)

(Maximalné vérohodny odhad ve spojitém vektorovém piipad¢)

Necht' X, ..., X, je nahodny vybér z normalniho rozlozeni N(u, ¢?). Metodou
maximalni vérohodnosti najdéte odhad vektorového parametrud = (u, 62).

Reseni: X ~ N(u, 62) => ¢(x) = G\/lﬁ e 202

Veérohodnostni funkce:

n 2
n nooy _xi—w 1 - 7 ( ;;20
L@)=11 ¢pQxi;p0) = [l —7=e o8 =——ze Ldizs

i=10V2m (2mo?2)2
n 2
Logaritmicka funkce vérohodnosti: InL (1) =—§1n(2n02) — Z _(x;‘:) _
i=1
n
v , . alr:iﬁ) = ﬁ i=1(xi —p) =0
Vérohodnostni rovnice: oInL() - )

n 2
do2 202 + 204 Zi=1(xi —07=0
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Priklad (2)

(Maximalné vérohodny odhad ve spojitém vektorovém piipad¢)
Z prvni rovnice plyne XL x;—nu=0=[ =% ®1x; . Maximalné
vérohodnym odhadem parametru p je tedy statistika fi(X) = % i Xi =M, .
vybérovy prumér.
Z druhé rovnice plyne —no? + Z?z (X = pn)? = 0. Za p dosadime odhad
A=-YL,x;=m a zskime §2=-3" (x;—m)? . Maximéln

vérohodnym odhadem parametru o’ je tedy statistika
A 1 on
62(0) =7 N1, (X = M2

n
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| Definice momentového odhadu

Necht' X;, .., X, je nahodny vybér z rozlozeni L(9), 9 €Z .

Predpokladame, Ze existuje prvnich k po¢ate¢nich momenti u,.’ = E(X")
rozlozeni L(9),r=1, 2, ..., k.

w 1 n T r1 v r v 7 v _
Ozna¢me 1‘\‘/17,.’ == D ._,Xi' vybérové pocateni momenty, r =1, 2, ..., k.
Statistika 9 (X), ktera je feSenim systému momentovych rovnic

u =M, r=1,2, ...k, se nazyva momentovy odhad parametruJ.
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| Priklad

Necht X, ..., X,, je ndhodny vybér z geometrického rozlozeni Ge(9). Metodou
momentt najdéte odhad parametru .

< B (1 =9)*9 prox = 0,1, ..

ReSeni: X ~ Ge(9) =>n(x) = { 0 jinak

Lze odvodit, ze E(X) = %.

Momentova rovnice: u’ = My, tj. 1:719 =M=>1-9=9IM=>I9(X) = j
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| Testovani hypoteéz

Motivace: Castym tukolem statistika je na zakladé dat ovéfit predpoklady o
parametrech nebo typu rozlozeni, z né¢hoz pochazi ndhodny vybér. Takovému
piredpokladu se fika nulova hypotéza. Nulova hypotéza vyjadiuje néjaky
teoreticky predpoklad, Casto skeptického razu a uzivatel ji musi stanovit piedem,
bez ptihlédnuti k datovému souboru. Proti nulové hypotéze stavime alternativni
hypotézu, ktera tika, co plati, kdyZ neplati nulova hypotéza. Alternativni hypotéza
je formulovana tak, aby mohla platit jenom jedna z téchto dvou hypotéz.
Pravdivost alternativni hypotézy by znamenala objeveni néjakych novych
skuteCnosti Nnebo zasadnéjsi zmeénu v dosavadnich predstavach.

Napi. vyzkumnik by chtél na zaklad¢ dat provétit tezi (novy objev), ze pasivni
kouteni Skodi zdravi. Jako nulovou hypotézu tedy polozi tvrzeni, Ze pasivni
koufeni neskodi zdravi a proti nulové hypotéze postavi alternativni, Ze pasivni
kouteni Skodi zdravi.

Testovanim hypotéz se mysli rozhodovaci postup, ktery je zalozen na daném
nahodném vybéru a s jehoz pomoci rozhodneme o zamitnuti ¢i nezamitnuti
nulove hypotézy.



| Definice nulové a alternativni hypotézy

Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni L(¥9), kde parametr 9 € =
nezname. Necht' h(9) je parametricka funkce a ¢ dana realna konstanta.

a)

b)

Oboustranna alternativa: Tvrzeni Hy: h(9) = c se nazyva jednoducha
nulova hypotéza. Proti nulové hypotéze postavime slozenou
oboustrannou alternativni hypotézu H;: h(9) # c.

Levostranna alternativa: Tvrzeni Hy: h(9) > ¢ se nazyva slozena
pravostranna nulova hypotéza. Proti jednoduché nebo slozené
pravostranné¢ nulové hypotéze postavime slozenou levostrannou
alternativni hypotézu H;: h(J9) <c.

Pravostranna alternativa: Tvrzeni H,: h(9) < ¢ se nazyva slozena
levostranna nulova hypotéza. Proti jednoduché nebo slozené
levostranné nulové hypotéze postavime slozenou pravostrannou
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| Testovani nulové a alternativni hypotézy

Testovanim H, proti H; rozumime rozhodovaci postup zalozeny na
nahodném vybéru X,, ..., X, s jehozZ pomoci zamitneme €1 nezamitneme
platnost nulové hypotézy.

(Volba alternativni hypotézy neni libovolna, ale vyplyva z konkrétni

situace. Napf. pi1 soucasné technologii je pravdépodobnost vyrobeni
zmetku 9 =0,01.

a) Po rekonstrukci vyrobni linky byla obnovena vyroba, pti¢emz
technologie zustala stejnd. Chceme ovérit, zda se zmeénila kvalita
vyrobku. Testujeme Hy: ¥ = 0,01 prot1 H;: 9 # 0,01.

b) Byly provedeny zmény v technologii vyroby s cilem zvysit kvalitu.
V tomto piipadé tedy testujeme Hy: 9 = 0,01 proti H;: 9 < 0,01.

c) Byly provedeny zmény v technologii vyroby s cilem snizit naklady.
V této situaci testujeme Hy: 9 = 0,01 proti Hy: 9 > 0,01.)
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| Definice chyby 1. a 2. druhu

Pti testovani H, proti H, se mizeme dopustit jedné ze dvou chyb: chyba 1. druhu spociva
v tom, ze H,zamitneme, a¢ ve skutecnosti plati a chyba 2. druhu spociva v tom, ze H,
nezamitneme, ac¢ ve skute¢nosti neplati. Situaci prehledné znazornuje tabulka:

5 rozhodnuti
skutecnost — —
Hy nezamitame Hy zamitame
H, plati spravné rozhodnuti
H, neplati spravné rozhodnuti

Pravdépodobnost chyby 1. druhu se zna¢i a a nazyva se hladina vyznamnosti testu
(vétsinou byva o = 0,05, mén¢ casto 0,1 ¢i 0,01). Pravdépodobnost chyby 2. druhu se znaci
p. Cislo 1B se nazyva sila testu a vyjadiuje pravdépodobnost, ze bude H, zamitnuta za
piedpokladu, ze neplati. Obvykle se snazime, aby sila testu byla aspon 0,8. Ob& hodnoty, a i
1-B, zavisi na velikosti efektu, ktery se snazime detekovat. Cim drobngjsi efekt, tim musi
byt vétsi rozsah nahodného vybéru.

Poznamka: Testovani nulové hypotézy proti alternativni hypotéze tiemi zptisoby.

Testovani nulové hypotézy proti alternativni hypotéze lze provést pomoci kritického oboru,
pomoci intervalu spolehlivosti nebo pomoci p-hodnoty.
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| Definice testového kritéria, oboru nezamitnuti, kritického oboru a kritickych hodnot

Statistika T, = Ty(Xy, ..., X,) Se nazyva testovym kritériem. MnoZina
vSech hodnot, jichz mize testové kritérium nabyt, Se rozpada na obor
nezamitnuti nulové hypotézy (znaci se V) a obor zamitnuti nulové
hypotézy (znaci se W a nazyva se téz kriticky obor). Tyto dva obory jsou
odd¢leny kritickymi hodnotami (pro danou hladinu vyznamnosti o je Ize
najit ve statistickych tabulkach).
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Rozhodnuti o nulové hypotéze pomoci realizace testového kritéria v oboru

| nezamitnuti ¢i v kritickém oboru

Jestlize Ciselnd realizace t, testového kritéria T, padne do kritického
oboru W, pak nulovou hypotézu zamitame na hladin€¢ vyznamnosti o a
znamena to skutecné vyvraceni testované hypotézy. Jestlize t, padne do
oboru nezamitnuti V, pak jde o0 pouhé mlceni, které platnost nulové
hypotézy jenom piipousti.
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Stanoveni kritického oboru v pripadé oboustranné alternativy, levostranné

| alternativy, pravostranné alternativy

Kriticky obor v pfipadé oboustranné alternativy ma tvar

W = (tmin Ka/2(T)) U (K1-q/2(T), tmax), kde K,»(T) a Ky 4»(T) jsou
kvantily rozloZeni, jimz se fidi testové kritérium T, je-li nulova hypotéza
pravdiva.

Kriticky obor v ptipad¢€ levostranné alternativy ma tvar:
W = (tmin Ko (T))-

Kriticky obor v pfipadé pravostranné alternativy ma tvar:
W =(K1_(T), tmax)-
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Doporuceny postup pri testovani nulové hypotézy proti alternativni hypotéze
pomoci kritického oboru

— Stanovime nulovou hypotézu a alternativni hypotézu. Pfitom je vhodné zvolit
jako alternativni hypotézu ten piedpoklad, jehoz pfijeti znamena zavazné
opatfeni @ me¢lo by k nému dojit jen s malym rizikem omylu.

— Zvolime hladinu vyznamnosti a. Zpravidla volime o = 0,05, méné casto 0,1
nebo 0,01.

— Najdeme vhodné testové kritérium a na zaklad¢ zjisténych dat vypocitame
jeho realizaci.

— Jestlize realizace testového kritéria padla do kritického oboru, nulovou
hypotézu zamitame na hladin€é vyznamnosti o a piijimame alternativni
hypotézu. V opacném piipad¢ nulovou hypotézu nezamitame na hlading
vyznamnosti a.

— Na zaklad¢ rozhodnuti, které jsme ucinili 0 nulové hypotéze, u¢inime néjaké
konkrétni opatieni, napi. sefidime obrabéci stroj.

— (P11 testovani hypotéz musime mit k dispozici odpovidajici nastroje, nejlépe
vhodny statisticky software. Nemame-li ho k dispozici, musime znat ptislusné
vzorce. Dale potiebujeme statistické tabulky a kalkulacku.)
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Testovani nulové hypotézy proti alternativni hypotéze pomoci 100(1-a)%
empirického intervalu spolehlivosti pro parametrickou funkci h(9)

Sestrojime 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro parametrickou
funkci h(9). Pokryje-11 tento interval hodnotu c, pak H, nezamitame na
hladin€ vyznamnosti o, v opacném piipadé¢ H, zamitame na hladin¢
vyznamnosti o.

Pro test H, proti oboustranné¢ alternativé sestrojime oboustranny interval
spolehlivosti.

Pro test H, proti levostrann¢ alternativé sestrojime pravostranny interval
spolehlivosti.

Pro test H, proti pravostrann¢ alternativé sestrojime levostranny interval
spolehlivosti.
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| Testovani nulové hypotézy proti alternativni hypotéze pomoci p-hodnoty

p-hodnota udava nejnizsi moznou hladinu vyznamnosti pro zamitnuti nulové hypotézy.
Je to riziko, ze bude zamitnuta H, za predpokladu, ze plati (riziko planého poplachu).
Jestlize p-hodnota < a, pak H, zamitdme na hladin¢ vyznamnosti a, je-li p-hodnota >
a, pak Hy nezamitame na hladin€ vyznamnosti o.

Zpisob vypoctu p-hodnoty:
e Pro oboustrannou alternativu p = 2 min{P(T, <t,), P(T,>1t,)}.

e Pro levostrannou alternativu p = P(T, < t).

e Pro pravostrannou alternativu p = P(T, > t,).

(p-hodnota vyjadiuje pravdépodobnost, s jakou ¢iselné realizace Xy, ..., X, ndhodného
vybéru X,, ..., X, podporuji H, je-li pravdiva. Statistické programové systémy
poskytuji ve svych vystupech p-hodnotu. Jeji vypocet vyzaduje znalost distribucni
funkce rozlozeni, kterym se fidi testové kritérium T,, je-li H, pravdivd. Vzhledem
k tomu, ze v béznych statistickych tabulkach jsou uvedeny pouze hodnoty distribucni
funkce standardizovaného normalniho rozlozeni, bez pouziti specialniho software jsme
schopni vypocitat p-hodnotu pouze pro test hypotézy o0 stiedni hodnoté normalniho
rozlozeni pii znamém rozptylu.)



| llustrace vyznamu p-hodnoty (1)

Oboustranny test:
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| llustrace vyznamu p-hodnoty (2)

Levostranny test:
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| llustrace vyznamu p-hodnoty (3)

Pravostranny test:
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| Priklad (1)

Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z N(u,0,01). Je znamo, ze vybérovy
pramér se realizoval hodnotou 0,01. Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte
hypotézu Hy: u = 0 proti pravostrann¢ alternativé H;: n> 0

a) pomoci intervalu spolehlivosti
b) pomoci kritického oboru
c) pomoci p-hodnoty.

ReSeni:
ad a) Pr1 testovani nulové hypotézy proti pravostranné alternativé pouzivame
levostranny interval spolehlivosti.

4 : 0,1
d =m = Z=t = 001 - —===ugos = 0,01~ 55-1,64485 = 0,0018

Protoze Cislo ¢ = 0 nelezi v intervalu (0,0018; o), H, zamitame na hladiné
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| Priklad (2)

m—-c _ 0,01-0 _ 00120 _

ad b) VypoCteme realizaci testove statistiky: t) = —— = —57— = 1 = 2
NG V200 !

Stanovime Kriticky obor: W = (u;_g, ) = (U 95, 0) = (1,64485, 0)
Protoze testova statistika se realizuje v kritickém oboru, H, zamitdme na
hladin€ vyznamnosti 0,05.

ad c) Pi1 testovani nuloveé hypotézy proti pravostranné¢ alternativé se p-hodnota
pocita podle vzorce: p = P(T, = ty). V naSem piipadé: p =P(Typ =2)=1—
®(2) =1-0,97725 = 0,02275. Protoze p-hodnota je menSi nez hladina
vyznamnosti 0,05, Hy zamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.
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| 5. Porovnani empirického a teoretického rozlozeni

Motivace: MozZnost pouziti statistickych testi je podminéna néjakymi
predpoklady o datech. Velmi casto je to predpoklad 0 typu rozlozeni,
Z n¢hoz ziskana data pochazeji. Mnoho testti je zaloZzeno na piedpokladu
normality.

Opomijeni predpokladi 0 typu rozlozeni mize v praxi vést I ke zcela
zavadéjicim vysledkim, proto je nutné vénovat tomuto problému
patficnou pozornost.
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| Popis Kolmogorovova — Smirnovova testu a jeho Lilieforsovy varianty

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, ze nahodny vybér X, ..., X, pochazi z rozloZeni

e e , . , 1 : . ok
s distribu¢ni funkci ®(x). Necht E,(x) = ;card{t; X; < x} je vybérova
distribu¢ni funkce. Testovou statistikou je statistika

D, = sup |E,(x)—®(x)| . Nulovou hypotézu zamitame na hladiné
—o<Xx<00

vyznamnosti o, kdyz D, > D,(a), kde D, (a) je tabelovana kriticka hodnota.

(Pron > 30 lze D,(a) aproximovat vyrazem %1 In %.)

Upozornéni: Nulova hypotéza musi specifikovat distribu¢ni funkci zcela presné,
véetné vSech jejich pripadnych parametrii. Napt. K-S test 1ze pouzit pro testovani
hypotézy, Zze nahodny vybér X,, ..., X, pochazi z rozlozeni Rs(0,1), coZ se
vyuziva pri testovani generatoru nahodnvch cisel.
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| Lilieforsova modifikace Kolmogorovova — Smirnovova testu

Necht’ nulova hypotéza tvrdi, ze nahodny vybér pochdzi z normalniho rozlozeni,
jehoz parametry u a 6 nezname. Tyto parametry musime odhadnout z dat. Tim se
zméni rozlozeni testové statistiky D,. V takovém ptipadé jde o Lilieforsovu
modifikaci Kolmogorovova — Smirnovova testu. Prislusné modifikované kvantily
byly uréeny pomoci simula¢nich studii.

Poznamka ke K-S testu ve STATISTICE: Test normality poskytuje hodnotu
testové statistiky (ozn. d) a dvé p-hodnoty. Prvni se vztahuje K pfipadu, kdy p a ¢?
zndme piedem, druha (ozn. Liliefors p) se vztahuje k piipadu, kdy p a o?
nezname. Objevi-li se ve vystupu p = n.s. (t. non significant), pak hypotézu 0
normalité nezamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05.
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| Priklad (1)

Jsou dany hodnoty 10, 12, 8, 9, 16. Pomoci Lilieforsovy varianty K- S testu ovéite na
hladiné vyznamnosti 0,05, zda tato data pochazeji z normalniho rozlozeni.

Reseni: Odhadem stfedni hodnoty je vybérovy pramér m = 11, odhadem rozptylu je
vybérovy rozptyl s? = 10. Usporadany nahodny vybér je (8, 9, 10, 12, 16). Vypocéteme
hodnoty vybérové distribuéni funkce:

X < 8:F5(x) =0, 8 <X <9F5(x) =-=02,9<x < 10:F5(x) =

= 0,4,

S I

10 S x < 12:F5(x) === 0,6, 12<x < 16:F5(x) == = 0,8, x = 16: F5(x) = 1
Hodnoty teoretické distribu¢ni funkce ®(x) v bodech 8, 9, 10, 12, 16:

& (8) = @
@5 (9) = @
®,(10) = @

(8 —11

\ V10
(9~ 11) = @(—0,63) =1— &(0,63) =1 —0,73565 = 0,26435
\ m - ’ - » - ’ - ’

(10 — 11

) =¢(—-095)=1—-®(0,95)=1-0,82894 = 0,17106

——— | =®(-0,32)=1—®(0,32) =1 —0,62552 = 0,37448
V10 ) ( ) (0,32)
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| Priklad (2)

1 1
br(12) =@ = @(0,32) = 0,62552

1
®,(16) = cD( NT

(® je distribucnifunkce rozloZzeniN(0,1).)

1
) = @(1,58) = 0,94295

Rozdily mezi vybérovou distribucnifunkci Fs(x) a teoretickou distribucni funkci ®+(x):
d,=0,2-0,17106 = 0,02894; d, =0,4 - 0,26435 = 0,13565;

d;=0,6-0,37448 =0,22552; d, = 0,8 — 0,62552 = 0,17448;

ds=1-0,94295 = 0,05705.

Testova statistika: Dg = 0,22552, modifikovana kriticka hodnota pro n =5, a = 0,05 je
0,343. Protoze 0,22552 < 0,343, hypotézu o normalité nezamitame na hladiné
vyznamnosti 0,05.
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| Popis Shapirova — Wilkova testu

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze nahodny vybér X,, ..., X, pochazi z rozlozeni
N(u, 6?).

m 2
[Z.-:=1 ai(n)(x(n—i+1)_x(i))]
> (Xi—M)2
a m = (n-1)/2 pro n liché. Koeficienty a;™ jsou tabelovany.

Testova statistika ma tvar:W = , kde m = n/2 pro n sudé

Na testovou statisttiku W lze pohlizet jako na korelacni koeficient mezi
uspofadanymi pozorovanimi a jim odpovidajicimi kvantily standardizované¢ho
normalniho rozlozeni. V piipadé, ze data vykazuji perfektni shodu s normalnim
rozlozenim, bude mit W hodnotu 1. Hypotézu o normalité tedy zamitneme na
hladiné¢ vyznamnosti o, kdyz se na této hladiné neprokaze korelace mezi daty a
jim odpovidajicimi kvantily rozlozeni N(0,1).

Lze také tici, ze S — W test je zaloZzen na zjisténi, zda body v Q-Q grafu jsou
vyznamné€ odliSné od regresni piimky prolozené témito body.

(S-W test se pouziva predevSim pro vybéry menSich rozsahti, n < 50, ale v
systému STATISTICA je implementovano jeho rozSifeni 1 na vybéry velkych
rozsaht, kolem 2000.)
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (1)

V sedmi ndhodn¢ vybranych prodejnach byly zjistény nasledujici ceny urcitého druhu zbozi (v
K¢): 35, 29, 30, 33, 45, 33, 36. Rozhodnéte pomoci Lilieforsovy varianty K-S testu a S-W testu na
hladin¢ vyznamnosti 0,05, zda lze tyto ceny povazovat za realizace nahodného vybéru
Z normalniho rozloZeni.

Reseni:

Otevieme novy datovy soubor o0 jedné proménné a 7 piipadech. Do proménné X jsou zapiSeme
zjiSténé ceny.

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Tabulky cetnosti - OK — Proménné X, OK — Normalita
— zaskrtneme Lilieforstv test a Shaphiro - Wilkstiv W test —Testy normality

Testy normality (Tabulka22)

N| max D |Lilliefors wW p
Proménna p
X 7 0,24029: p>.2C 0,86866 0,18067'

V tabulce je uvedena hodnota testové statistiky pro Lilieforsiv test (d = 0,24029) a pro S-W test
(W = 0,86866) a odpovidajici p-hodnoty. Lilieforsovo p je pocitano na zaklad¢ parametri
odhadnutych z dat. V nasem piipadé¢ p > 0,2 a pro S-W test p = 0,18068. Ani jeden z testi
nezamita nulovou hypotézu 0 normalité.

Vypocet doplnime normalnim pravdépodobnostnim grafem a kvantil — kvantilovym grafem:

Graphs — 2D Graphs - Normal Probability Plots (resp. Quantile- Quantile plot)- Variables X — OK,
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (2)

N-P plot:
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (3)

Q-Q plot:
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| Dalsi testy normality (1)

Existuji testy normality zaloZené na vybérové Sikmosti a Spicatosti. Pro nahodnou
veli¢inu s normalnim rozloZenim plati, Ze jeji Sikmost 1 Spicatost jsou nulové. Pro
vybér z normalniho rozlozeni by tedy vybérova Sikmost a Spicatost mély byt
blizke 0.

Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér.

n zi=1(xl M)

3
B ey

n z'_ I(Xl M)4

[J Y (Xi- M)‘

Lze dokazat, ze pro vybér z normalniho rozlozeni plati:

E(A3) = 0,D(A3) = — 2 E(A;) = ——— D(4,) =

(n+1)(n+3)’

Vybérova Sikmost: A3 =

Vybérova Spicatost: A, =

24n(n-2)(n-3)
(n+1)2(n+3)(n+5)
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| Dalsi testy normality (2)

Test zalozeny na Sikmosti zamitne hypotézu o normalité na asymptotické hladiné

vyznamnosti o, kdyz U; = I';%Al) = Up_q/2-
3

D’Agostinuv test: zavedeme pomocné veliciny

__ 3(n%?+27n-70)(n+1)(n+3)
T (n-2)(+5)(n+7)(n+9) ’

w?=/20b-1)—1,

1 2
d= , a= )
InwW w2-1

Testova statistikama tvar Z3 =d - In % + /(%)2+1] a plati, Ze ma pfiblizné

rozlozeni N(0,1). Pro n>8 zamitame hypotézu o normalité pokud |Z3| = uq_g4/2.
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| Dalsi testy normality (3)

Test zaloZzeny na Spicatosti zamitne hypotézu o normalité na asymptotické

hladiné vyznamnosti o, kdyz U, = 14, "B (44)] o, Ui_q /2

VD (Ag)

Take v tomto piipadé existuje D’Agostinova modifikace testu, nebudeme
j1 ale uvadét. Z dalSich testli normality 1ze jmenovat napt. Andersontiv-
Darlingiv nebo Jarque-Berauv test.
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| Popis testu dobré shody v diskrétnim a spojitém pripadeé (1)

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze nahodny vybér X, ..., X, pochazi
z rozlozeni s distribu¢ni funkci ®(x).

Je-li distribucni funkce spojita, pak data rozdélime do r tfidicich
intervalﬁ(uj,uj+1), j = 1, .., r. Zjistime absolutni Cetnost n; j-tého
tridiciho intervalu a vypocCteme pravdepodobnost p;, ze nahodna veliCina
X s distribucni funkci ®(x) se bude realizovat v j-tém tfidicim intervalu.
Plati-li nulova hypotéza, pak p; = ®(u;,,) - O(y;).

Ma-li distribucni funkce nejvyse spocetné mnoho bodl nespojitosti, pak
misto tfidicich intervall pouzijeme varianty x;;;, j = 1, ..., r. Pro variantu x;
zjistime absolutni Cetnost n; a vypoCteme pravdépodobnost p,;, ze
nahodna veli¢ina X s distribu¢ni funkci ®(x) se bude realizovat variantou
X(;;- Plati-li nulova hypotéza, pak p; = @(x[;1) — lim®(x) = P(X = x;7).

X=X~
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| Popis testu dobré shody v diskrétnim a spojitém pripadeé (2)

'S
, .. (nj—np;)?
Testova statistika: K = E =P .
npj
j=1

Plati-li nulova hypotéza, pak K = y?(r-1-p), kde p je pocet odhadovanych
parametri dan¢ho rozloZeni. (Napi. pro normalni rozloZeni p = 2, protoze
z dat odhadujeme stiedni hodnotu a rozptyl.) Nulovou hypotézu
zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti a, kdyz K > ¥, ,(r-1-p).
Aproximace se povazuje za vyhovujici, kdyz tzv. teoretické Cetnosti

np;=5,j=1,..,r.

Upozornéni: Hodnota testové statistiky K je silné zavisla na volbé
tfidicich intervalt. Navic pfi nesplnéni podminky np; =5, j= 1, ..., r je
tteba ncékteré intervaly resp. varianty sluCovat, coz vede ke ztraté
informace.
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Priklad

(Test dobré shody pro diskrétni rozlozeni)

Byl zjistovan pocet poruch uréitého zafizeni za 100 hodin provozu ve 150 disjunktnich 100 h

intervalech. Vysledky méieni:
Pocet poruch za 100 hodin provozu 0 1 2 3 4avic
Absolutni Cetnost 52 48 36 10 4

Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze nahodny vybér X,
pochazi z rozlozeni Po(1,2).

Reseni: Pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina s rozloZzenim Po(), kde A = 1,2 bude nabyvat hodnot p,,

. Al 1,2/ _ ) .
vic jep; = e ‘1=T€ L2, =0,1,23,p4=1— (po +p; + P2 +P3).

Vypocty potiebné pro stanoveni testové statistiky K usporadame do tabulky.

: (n; — np))*
J N y np; #
0 52 0,301 |150.0,301=45,15 1,039
1 48 0,361 |150.0,361=54,15 0,698
2 36 0,217 ]150.0,217=32,55 0,366
3 10 0,087 |150.0,087=13,05 0,713
4 4 0,034 150.0,034=5,1 0,237

aeny XISO

Py a

K = 1,039 + 0,698 + 0713 + 0,237 = 3,053, r = 5, x%05(4) = 9.488. ProtoZe 3,053 < 9,488, nulovou hypotézu

nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

118



| Vypocet pomoci systému STATISTICA (1)

Vytvoiime datovy soubor o dvou proménnych (POCET a CETNOST) a péti ptipadech
a zapiSeme do n¢j hodnoty 0 12 34 a 52 48 36 10 4.

Statistiky — Prokladani rozdéleni — Diskrétni rozd€leni — Poissonovo — OK — Proménna
POCET — Proménna vah CETNOST — Stav zapnuto — OK — Parametry Lambda 1,2, OK.

Proménna: pocet, Rozdéleni:Poissonovo, Lambda = 1,20000 (T abulka4)
Chi-kvadrat = 3,03371,sv=3, p = 0,38646

Pozorované | Kumulativ. Procent Kumul. % |Oc¢ekav. | Kumulativ. | Procent |Kumul. %
Kategorie Cetnosti Pozorované Pozorované Pozorované |Cetnosti Ocekav. |Ocekav.| Ocekav.
<= 0,00000 52 52 34,6666 34,666 45,1791. 45,179:30,1194. 30,119«
1,00000 48 10C 32,0000 66,666 54,2149 99,394: 36,1433 66,262°
2,00000 36 13¢€ 24,0000 90,666 32,5289 131,923 21,6859 87,948’
3,00000 10 14¢€ 6,6666° 97,333: 13,0115 144,934 8,6743! 96,623:
< Nekonecno 4 15C 2,6666° 100,000 5,0653! 150,000 3,3769( 100,000

Ve vystupni tabulce je uvedena hodnota testového kritéria (3,03371) a odpovidajici p-

hodnota (0,38646). Nulova hypotéza se tedy nezamita na asymptotické hladiné
vyznamnosti 0,05.

(Podminky dobré aproximace jsou splnény, vSechny teoretické Cetnosti - uvedené ve
sloupci Oc¢ekavané Cetnosti — jSouU vEétsi nez 5.)
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (2)

Pro vytvoreni grafu se vratime do ProloZeni diskrétnich rozlozeni — Zakladni vysledky
— Graf pozorovaného a o¢ekavaného rozdéleni.

Pocet pozorovani

Proménna: pocet, Rozdéleni:Poissonovo, Lambda = 1,:

Chi-kvadrat test = 3,03371, sv = 3, p = 0,38¢
60 . . :

Kategorie (horni meze)
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Priklad

(Test dobré shody pro spojité rozlozeni)

Byl pofizen nahodny vybér rozsahu n = 100. Jeho ¢iselné realizace byly roztfidény do 5 ekvidistantnich tfidicich
intervali o délce 0,04, pficemz dolni mez prvniho tfidiciho intervalu je 3,92. Absolutni Cetnosti jednotlivych
tiidicich intervala jsou: 11, 20, 44, 19, 6.

Vybérovy prumeér se realizoval hodnotou m = 4,02 a vybérova smérodatna odchylka hodnotou s = 0,04.

Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze nahodny vybér pochazi z normalniho
rozlozeni.

Reseni:
Vypocty potiebné pro stanoveni testové statistiky K usporadame do tabulky.
Piitom symbolem @ znacime distribuéni funkci rozloZzeni N(u,6%), kde n=4,02 a 6 =0,04.

(n; — np;)*

W, wiva) | Ny | PEP(uj,)- D(wy) np; (nj—npy? #
(3,92,396) | 11 0,060598 6,0598 24,4060 4,0276
(3,96,4,00 20 0,241730 24,1730 17,4142 0,7204
(4,00,4,04) | 44 0,382925 38,2925 | 32,5756 0,8507
(4,04,4,08) | 19 0,241730 24,1730 | 26,7608 1,1070
(4,084,12) | 6 0,060598 6,0598 0,0036 0,0006

K =4,0276 +0,7204 +0,8507 + 1,1070 + 0,0006 = 6,7063
Kriticky obor: W = (¥, __(r — 1 —p),%) = (x%,45(5 — 1 — 2),0) = (5,9915, )
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Vypocet pomoci systému STATISTICA (1)

Protoze nemame k dispozici puvodni data, ale jenom )iLJ I’?j
tfidici intervaly a jejich ¢etnosti, do noveho datoveho ; ggg ;(1]
souboru o dvou proménnych xj a nj zadame stredy 3| 4102 44
tiidicich intervalu a jejich absolutni ¢etnosti: 4 4,0€ 19
5 4,1 6

Statistiky — Prokladani rozdéleni — ponechame implicitni nastaveni pro Normalni rozdéleni — OK — Proménna xj
— klikneme na ikonu se zavazim — Proménna vah nj — Stav Zapnuto — OK — Parametry — Pocet kategorii 5,
Pramér 4,02, Rozptyl 0,0016, OK.

Dostaneme vystupni tabulku:

Proménnaxj, Rozdéleni:Normalni (Tabulka10)

Chi-kvadrat = 5,54004, sv=2, p = 0,06266
Horni Pozorované | Kumulativ. Procent Kumul. % |Oc&ekav. | Kumulativ. | Procent |Kumul. %
hranice Cetnosti |Pozorované |Pozorované |Pozorované |Cetnosti| Oc&ekdv. |O&ekav.| Oc&ekav.
<= 3,96000 11 11 11,0000 11,000( 6,6807: 6,680° 6,6807: 6,680
4,00000 20 31 20,0000 31,000( 24,1730 30,853 24,1730 30,853
4,04000 44 75 44,0000 75,000( 38,2924 69,146:. 38,2924 69,146:
4,08000 19 94 19,0000 94,000( 24,1730 93,319: 24,1730 93,319:
< Nekonecéno 6 10C 6,0000!( 100,000! 6,6807. 100,000 6,6807: 100,000

V zahlavi vystupni tabulky je uvedena hodnota testového kritéria (5,54004), pocet stupfii volnosti = 2 a p-
hodnota (0,06266). Nulova hypotéza se tedy nezamita na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

Rozdil oproti ru¢nimu vypoctu je zpusoben tim, Ze systém STATISTICA uvazuje prvni interval (—o0,3,96) a
posledni interval (4,08, o).
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (2)

Pro vytvoreni grafu se vratime do ProloZeni spojitych rozdéleni — Zakladni vysledky —
Graf pozorovaného a o¢ekavaného rozdéleni.

Proménnaxj, Rozdéleni:Norma
Chi-kvadrat test = 5,54004, sv =2, p = 0,062

50

Pocet pozorovani

3,92 3,96 4,00 4,04 4,08 4,12

Kategorie (horni meze)
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| Poznamka o testu dobré shody

Test dobré shody miize byt pouzit i v téch pripadech, kdy rozlozeni, z néhoz
dany nahodny vybér pochazi, neodpovida né¢jakému zndmeému rozloZeni (napf.
exponencialnimu, normalnimu, Poissonovu, ...), ale je ur¢eno intuitivné nebo
na zaklad¢ zkuSenosti.
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| Priklad

Ve svych pokusech pozoroval J.G. Mendel 10 rostlin hrachu a na kazdé z nich pocet

zlutych a zelenych semen. Vysledky pokusu:

¢.rostliny

1

213

4

5

6

7

8 19 (10

pocet zlutych semen

25

32| 14

70

24

20

32

44 | 50 | 44

pocet zelenych semen

11

7159

27

13

6

13

9 [14 (18

celkem

36

39] 19

97

37

26

45

53 | 64 | 62

Z genetickych modelu vyplyva, ze pravdépodobnost vyskytu zlutého semene by méla
byt 0,75 a zeleného 0,25. Na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu,
ze vysledky Mendelovych pokusi se shoduji s modelem.

ReSeni: Vypoéty potfebné pro stanoveni testové statistiky K uspofadame do tabulky.

. (n; — np;)?
j n, b, p, |——2
j J J np,
1 25 0,75 36.0,75=27 0,148148
2 32 0,75 39.0,75=29,25| 0,258547
10 44 0,75 62.0,75=46,5 | 0,134409

K = 0,148148 + 0,258547 + ... + 0,134409 = 1,797495, r = 10, 3%,45(9) = 16,9.

Protoze 1,797495 < 16,9, nulovou hypotézu nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.




Vypocet pomoci systému STATISTICA

Vytvorime datovy soubor se tiemi proménnymi Celkem, X a Y a 10 pfipady. Do proménné Celkem zapiseme
celkovy pocet zlutych a zelenych semen, do X zapiSeme pozorované absolutni Cetnosti zlutych semen, do

proménné Y vypocitané teoretické ¢etnosti (v nasem piipadé Celkem*0,75).
Statistiky — Neparametricka statistika — Pozorované vs. o¢ekavané y? — Proménné Pozorované ¢etnosti X,
Ocekavané Cetnosti Y, OK — Vypocet.

Pozorované vs. oCekavané C¢etnosti (Mendel hr
Chi-Kvadr. = 1,797495 sv=9 p =,994280
POZN.: Nestejné soucCty pozor. a oCek Cetnosti
pozorov. | ocekav. P-0O (P-O)"2

Pripad X Y /0

C:. 1| 25,000 27,000t -2,0000( 0,14814:

C:. 2| 32,0000 29,250t 2,7500( 0,25854

C: 3| 14,000( 14,250¢ -0,2500( 0,00438:

C. 4| 70,000t 72,750t -2,7500( 0,10395:

C. 5| 24,000t 27,750t -3,7500( 0,50675

C:. 6| 20,000 19,500t 0,5000( 0,01282

C. 7| 32,0000 33,750t -1,7500( 0,09074

C:. 8| 44,0000 39,750( 4,2500( 0,45440:

C. 9| 50,000¢ 48,000t 2,0000( 0,08333:

C: 10| 44,000( 46,500 -2,5000( 0,13440

Sct 355,000 358,500/ -3,5000( 1,79749!

Ve vystupni tabulce najdeme hodnotu testové statistiky (Chi-Kvadr. = 1,797495) a odpovidajici p-
hodnotu, kterou porovname se zvolenou hladinou vyznamnosti. V nasem pfripadé je p-hodnota

0,99428, takze nulova hypotéza se nezamita na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.
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| 6. Parametrické ulohy o jednom nahodném vybéru z normalniho rozlozeni

Motivace: Mnoho nahodnych veli¢in, S nimiz se setkavame ve vyzkumu I
praxi, se ridi normalnim rozlozenim. Za jistych piedpokladii obsazenych
Vv centralni limitni vét€¢ se da rozloZeni jinych nahodnych veliin
aproximovat normalnim rozlozenim. Proto je zapotiebi vénovat velkou
pozornost pravé nahodnym vybériim z normalniho rozlozeni.
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| RozlozZeni statistik odvozenych z vybérového priiméru a vybérového rozptylu

Necht’ X, ..., X,, je nahodny vybér z rozlozeni N(u, 6?). Pak plati
a) Vybérovy primér M a vybérovy rozptyl S? jsou stochasticky nezavislé.

2 M- _
b) M ~N(p, =), tedy U = —&~ N(0, 1).
n N
vn
(Pivotova statistika U slouzi k feSeni Gloh o p, kdyZ 62 zname.)
_ (n—-1)s?
c) K= =~ 2(n-1).
(Pivotova statistika K slouZi k feSeni Gloh o 62, kdyZ p nezname.)
> iy (Ki—h)?
d) S=700 ),
(Tato pivotova statistika slouzi k feSeni tloh o o2, kdyZ p zname.)
M_
e) T=—s~t(n-1).
N

(Pivotova statistika T slouzi k feSeni uloh o p, kdyz 6> nezname.)
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| Dukaz

ad a) Nebudeme provadét, viz Jiri Andél: Matematicka statistika, SNTL/Alfa, Praha 1978,
str. 82

ad b) Vybérovy primér M je linearni kombinace nahodnych veli¢in s normalnim
rozlozenim, ma tedy normalni rozlozeni s parametry E(M) = p, D(M) = o?/n. Statistika U se
ziska standardizaci M.

ad ¢) Vhodnou tupravou vybérového rozptylu S?, kde pouzijeme obrat X; - M = (X - n) —
(M - p), lze statistiku K vyjadrit jako soucet kvadratt n - 1 stochasticky nezavislych
nahodnych veli€in se standardizovanym normalnim rozlozenim. Tento soucet se ridi
rozlozenim y?(n-1).

ad d) Tato statistika je soucet kvadrati n stochasticky nezavislych nahodnych veli¢in se
standardizovanym normalnim rozlozenim, fidi se tedy rozloZzenim %2(n).

ad e) U~ N(0, 1), K ~ %%(n-1) jsou stochasticky nezavislé, protoze M a S? jsou stochasticky
U M—pu
= ~ t(n-1).

K el
n—1

nezavislé, tudiz statistika T =

Bl
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| Priklad

Hmotnost balicku krystalového cukru baleného na automatické lince se fidi normalnim
rozlozenim se stfedni hodnotou 1002 g a smérodatnou odchylkou 8 g. Kontrolor
nahodné vybira 9 balickll z jedné série a zjiSt'uje, zda jejich pruimérna hmotnost je
alespon 999 g. Pokud ne, podnik musi zaplatit pokutu 20 000 K¢. Jaka je
pravdépodobnost, Ze podnik bude muset zaplatit pokutu?

ReSent:

X ~N(1002, 64), M ~ N(1002,%)

P(M < 999) = P (”j_““z gggjlm) (U<-§)=¢(‘§)=1-—cp(§)=

1—-®(1,125) =1—®(1,13) = 1 —0,87076 = 0,12924

Pravdépodobnost, ze podnik bude platit pokutu, je asi 12,9 %.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA

Vyuzijeme toho, ze STATISTICA pomoci funkce INormal(x;mu;sigma) umi
vypocitat hodnotu distribu¢ni funkce normalniho rozloZeni se stfedni hodnotou
mu a smérodatnou odchylkou sigma. Tedy P(M < 999) = &(999), kde @ je
distribucni funkce rozlozeni N(1002, 64/9).

Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a jednom pripadu. Dvakrat
klikneme na nazev proménné Proml. Do Dlouhého jména této promeénné
napiSeme = [Normal(999;1002;8/3).

V proménné Prom1 se objevi hodnota 0,130295.
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| Vzorce pro meze 100(1-a)% empirickych intervald spolehlivosti pro p a o> (1)

a) Interval spolehlivosti pro p, kdyZ o zname (vyuziti pivotové statistiky U)

g a

Oboustranny: (d,h) = (m - \/ﬁul_a/z,m + \ﬁlﬁ—a/z)

Levostranny: (d, o) = (m _%"h—a“’o)

Pravostranny: (—oo,h) = (—OO,m +%u1_a)

b) Interval spolehlivosti pro p, kdyZ 6 nezname (vyuziti pivotové statistiky T)

Oboustranny: (d,h) = (m - \/iﬁtl_a/z(n— 1), m +%t1_a/2(n - 1))
Levostranny: (d, o) = (m - %tl_a(n — 1),00)

Pravostranny: (—oo,h) = (—OO,m +%t1_a(n - 1))
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| Vzorce pro meze 100(1-a)% empirickych intervald spolehlivosti pro p a 6 (2)

¢) Interval spolehlivosti pro o2, kdyZ p nezname (vyuZiti pivotové statistiky K)

x? l—a/z(n_l) ’ Xza/z (n—1)

— 2 _ 2
Oboustranny: (d, h) :( (n—-1)s (n—1)s )
Levostranny: (d, o) = ( gn——l)s2 1°°J

— 2
Pravostranny: (-oo, h) = (_00 (n—-1)s )

’ xza(n_l)

Y (Xi—w)?

g )

d) Interval spolehlivosti pro o2, kdyZz p zname (vyuziti pivotové statistiky

n N2 n .2
Oboustranny: (d, h) = (Zz=1(x; wW? X (xi—w) )

X% 1—ay2(M) ’ X% qy2 (M)

n 12
Levostranny: (d, «) = (Ziq(x[ K) ,OO)

X%, ()

n 2
Pravostranny: (-oo, h) = (_oo' 2 i (Xi—) )

X2, (n)
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Priklad (1)

10 krat nezavisle na sobé byla zmérena jista konstanta u. Vysledky méfeni byly: 2 1,8 21 24 19 2,1 2 1,8
2.3 2,2. Tyto vysledky povazujeme za Ciselné realizace nahodného vybéru X,, ..., X,, z rozloZzeni N(u, ¢?), kde
parametry L, o° nezname. Najdéte 95% empiricky interval spolehlivosti jak pro p, tak pro o? a to

a) oboustranny,

b) levostranny,

¢c) pravostranny.

Reseni: m = 2,06, s2 = 0,0404, s = 0,2011, a = 0,05, to075(9) = 2,2622, t545(9) = 1,8331, y%675(9) = 19,023,
3{20,025(9) =27, 120,95(9) =16,919, Xzo,os(g) = 3,325
ad a) Oboustranny interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu p

1
2,2622 = 1,92

1
V10

5
d=m ——t1_a,:2(n - 1) = 2,06 -

vn

h=m+ %tl_aﬁ(n —1) = 2,06 + % 2,2622 = 2,20

1,92 < u < 2,20 s pravdépodobnosti aspon 0.,95.
Oboustranny interval spolehlivosti pro rozptyl o
PR G s? 90,0404
)(21_‘1’,2(71— 1) 19,023
(n—1)s>  9-0,0404
Xl ,(n—1) 27

0,0191 < 6% <0,1347 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

= 0,0191

h =

= 0,1347
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| Priklad (2)

ad b) Levostranny interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p

0,2011
d=m - %tl_a(n— 1) = 2,06 — ~7=18331 = 1,94

1,94 < p s pravdépodobnosti aspon 0,95.

Levostranny interval spolehlivosti pro rozptyl o?
d = (n—1)s? _9-0,0404
x4 _,m—=1) 16,919

02> 0,0215 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

= 0,0215

ad c¢) Pravostranny interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu p

1
1,8331 = 2,18

’

S
h=m+ —t;_4(n—1) = 2,06 +
n

Vi V10

i< 2,18 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

Pravostranny interval spolehlivosti pro rozptyl ¢?

. (n—1)s? _ 90,0404
x?,(n—1) 3,325

02 < 0,1094 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

= 0,1094
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (1)

Vytvofime novy datovy soubor o0 jedné proménné X a 10 pripadech. Do proménné
X napiSeme dané hodnoty.

Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménné X —
OK — Detailni vysledky — zaskrtneme Meze spolehl. prim. a Meze sp. smér. odch.
(ostatni volby zrusime) — pro oboustranny 95% interval spolehlivosti ponechame
implicitni hodnotu pro Interval 95,00, pro jednostranné intervaly zménime
hodnotu na 90,00.

Vysledky pro oboustranné 95% intervaly spolehlivosti pro stfedni hodnotu p, pro
smérodatnou odchylku o a rozptyl ¢2:

Int. spolehl. |Int. spolehl. | Spolehlivost | Spolehlivost  |MProm1  MProm2

-95.000% 95,000 Sm.Odch. | Sm.Odch. | =v3"2 | =v442
Proménna -95000% | +95000%
X 1916136  2,203864 0,138329 0,367145 0,019135 0,134795
Vidime, ze

1,92 < u < 2,20 s pravdépodobnosti asponi 0,95,
0,1383 <6 <0,3671 s pravdépodobnosti asponi 0,95.
0,0191 < 6% < 0,1348 s pravdépodobnosti aspon 0,95. 136



| Vypocet pomoci systému STATISTICA (2)

Vysledky pro jednostranné 95% intervaly spolehlivosti pro stfedni hodnotu ,
pro smérodatnou odchylku o a rozptyl o?:

Int. spolehl. |Int. spolehl. |Spolehlivost |Spolehlivost NProm1l NProm?2
-90,000% 90,000 Sm.Odch. Sm.Odch. =v372 =v4n2
Proménna -90,000% +90,000%
X 1,94342 2,17657 0,14667. 0,33086. 0,02151. 0,1094°
Vidime, ze

> 1,94 s pravdépodobnosti aspon 0,95,

U< 2,20 s pravdépodobnosti aspon 0,95,

o > 0,1467 s pravdépodobnosti aspon 0,95,

0 < 0,3309 s pravdépodobnosti aspon 0,95,

02> 0,0215 s pravdépodobnosti aspor 0,95,

02 < 0,1095 s pravdépodobnosti aspori 0,95.
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| Jednotlivé typy testl pro parametry normalniho rozlozeni

a) Necht' X, ..., X, je nahodny vybér N(u, ¢?), kde o> zname.
Necht' n > 2 a c je konstanta. Test Hy: 1 = ¢ proti H;: p # ¢ se
nazyva jednovyberovy z-test.

b) Necht’ X,, ..., X,, je ndhodny vybér N(u, ¢?), kde 6> nezname.
Necht n > 2 a c je konstanta. Test Hy: n = ¢ proti H;: p # ¢ se
nazyva jednovybérovy t-test.

¢) Necht’ X, ..., X, je nahodny vybér N(u, ¢?), kde n nezname.
Necht' n > 2 a ¢ je konstanta. Test Hy: 6>= ¢ proti H;: 6*> # ¢ se
nazyva test o rozptylu.
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| Provedeni testli o parametrech p, o pomoci kritického oboru (1)

a) Provedeni jednovybérového z-testu

Vypocteme realizaci testoveho kritéria ty = . Stanovime kriticky obor

Jn
W. Pokud t, € W, H, zamitame na hladin€ vyznamnosti o a ptijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme H,: p = ¢ proti H;: p # c¢. Kriticky obor ma
tvar: W = (=00, ~t1 _43) U (12, 0).

Levostranny test: Testujeme Hy: u = ¢ proti H;: p < c. Kriticky obor ma
tvar: W = (—o00, —uq_g).

Pravostranny test: Testujeme Hy: n = ¢ prott H;: p > c. Kriticky obor ma
tvar: W = (uq_4, ).
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| Provedeni testli o parametrech p, o pomoci kritického oboru (2)

b) Provedeni jednovybéroveho t-testu

Vypocteme realizaci testoveho kritéria ty = . Stanovime kriticky obor

yn
W. Pokud t, € W, H, zamitame na hladin€ vyznamnosti o a ptijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme H,: p = ¢ proti H;: p # c¢. Kriticky obor ma
tvar: W = (=00, —t1_g/2(n — 1)) U (t1_q/2(n — 1), ).

Levostranny test: Testujeme Hy: u = ¢ proti H;: p < c. Kriticky obor ma
tvar: W = (—oo,—t;_,(n — 1)).

Pravostranny test: Testujeme Hy: n = ¢ prott H;: p > c. Kriticky obor ma
tvar: W = (t;_,(n — 1), ).
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| Provedeni testli o parametrech p, o pomoci kritického oboru (3)

c) Provedeni testu o rozptylu

v . , e -1)s? , e 1,
Vypocteme realizaci testového kritéria ty = (n C) > Stanovime kriticky

obor W. Pokud t, € W, H, zamitame na hladiné¢ vyznamnosti o a
pfijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme H,: 6?= ¢ proti H;: 6 # c. Kriticky obor ma
tvar:.

W = (leza/z(n T 1)) U (le_a/z(n T 1)! OO)

Levostranny test: Testujeme H,: 6> = ¢ proti H;: 6 < ¢. Kriticky obor ma
tvar: W = (0, x* _(n — 1)).

Pravostranny test: Testujeme H,: 6% = ¢ proti H;: 6> > ¢. Kriticky obor ma
tvar: W = (x?,__,(n — 1), o).
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| Priklad

Podle udajii na obalu Cokolady by jeji ¢istd hmotnost méla byt 125 g. Vyrobce dostal nékolik
stiznosti od kupujicich, ve kterych tvrdili, Ze hmotnost ¢okolad je niZsi nez deklarovanych 125 g.
Z tohoto duvodu oddéleni kontroly nahodné vybralo 50 ¢okolad a zjistilo, Ze jejich primérna
hmotnost je 122 g a smérodatna odchylka 8,6 g. Za predpokladu, Ze hmotnost ¢okolad se fidi
normalnim rozlozenim, miZeme na hladiné vyznamnosti 0,01 povaZovat stiznosti kupujicich za
opravnéné?

Reseni: X, ..., Xso je nahodny vybér z N(p, 62). Testujeme hypotézu Hy: p = 125 proti levostranné
alternativé H,: pu < 125. ProtoZe nezname rozptyl o2, pouzijeme jednovybérovy t-test.

r “Lr = 122_125
Testové kritérium ms €= e — — —2,4667.
N V50

Kriticky obor W = (=0, —t;_o(n — 1)) = (=0, —t(.99(49)) = (—00, —2,4049).

JelikoZ testové kritérium se realizuje v kritickém oboru, zamitame nulovou hypotézu na hladiné
vyznamnosti 0,01. Stiznosti kupujicich tedy lze povazovat za opravnéné.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdili: r, %, priméry — OK —
vybereme Rozdil mezi dvéma priméry (normalni rozdéleni) — zaskrtneme Vybérovy
pramér vs. Stfedni hodnota a zvolime jednostr. — do policka Prl napiseme 122, do
policka SmOd1 napiSeme 8,6, do policka N1 napiSeme 50, do policka Pr2 napiSeme
125 - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu 0,0086, tedy zamitame nulovou hypotézu na

hladin¢€ vyznamnosti 0,01.

B Testy rozdili: r, %, priméry: Tabulka3 ?|_|x
I | Boslat/tisknout visledky kaid, vipetthy do okna protokelu Storno

— Aozdil mezi dvéma kaorelacnimi koefizienty

il I'l':":l E N'I:|1|:| E |  Jednost, Wipotet
2 oo @ wefic [ P 0000 ot

— FAozdil mezi dvéma primeéry [normalnd rozdéleni]

Pri: [122, ESde‘I:IB,E E m;ﬁ@ pooose |
Prz: [125, ESdeE:IL— N2;|T &+ Jednost

P . _— .
v Wibérovi primérn vs. stfedni hodnota Oboustr.

— FRozdil mezi dvéma pomeny

P Im@ N'I:I'IEI—E 01,0000 ™ Jednostr. ‘W ipocet |
P 2: | 50000 E Nz:[10 E * Oboustr,
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Definice rozdilového nahodného vybéru a vzorec pro meze na zakladé

| nahodného vybéru z dvourozmérného normalniho rozlozeni

X X 2
Necht ( 1) , ,( n) je nahodny vybér z rozloZeni N, (H 1),<01 012)),

2
61 Yo H2/ " \oyp 0y
pricemzn > 2. Oznacime 1 = p, - W, a zavedeme rozdilovy nahodny

viber Zy =X, - Y1, .., Zy = X,r Y, Vypotteme M = -3, 7,
2 _1yn M2
§?2=- ), —M)>.

Vzorec pro meze 100(1-a)% empirického intervalu spolehlivosti pro stiedni
hodnotu rozdilového nahodného vybéru

Oboustranny: (d,h) = (m —

s S

7n li-a/2 (n—1),m + 7n bi-ay2 (n—1))

Levostranny: (d, o) = (m — \/S_itl—“ (n—1),00)

Pravostranny: (—oo,h) = (—oco,m + \/S—ﬁtl_a(n— 1))
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| Priklad

Dvéma rozdilnymi laboratornimi metodami se zjiStoval obsah chemické latky v roztoku (v
procentech). Bylo vybrano 5 vzorki a proméreno obéma metodami. Vysledky méreni jsou

obsazeny v tabulce: Gislovzorku]| 1 [ 2 [ 3] 4[5
1. metoda |2,3[1,9]21]24]2,6
2 metoda |2,4]2,0[20]23]25

Za predpokladu, Zze data maji normalni rozloZeni, sestrojte 90% empiricky interval spolehlivosti
pro rozdil stiednich hodnot vysledkii obou metod.

ReSeni:

Piejdeme k rozdilovému nahodnému vybéru, jehoz realizace jsou: -0,1 -0,1 0,1 0,1 0,1.
Vypodéteme m = 0,02, s2 = 0,012, s = 0,109545. Piedpokladame, Ze tato data pochazeji
z norméalniho rozlozeni N(u, ¢?). Vypoéteme meze 90% oboustranného intervalu spolehlivosti pro
L pii neznamém o:

d > t af 1) = 0,02 0109545 toos(4) = 0,02 0109545 2,1318 0,0844
= 1nM — — aln — = R —_—— = , _—— 4, = —U,
Vvn 17z V5 098 V5
0,109545

S

NG

0,109545

= 2,1318 = 0,1244

h=m+ tl—a’f2 (n - 1) = 0,02 + t0,95 (4) = 0,0’2 +

V5

-0,0844 < n < 0,1244 s pravdépodobnosti aspon 0,9.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA

Vytvofime novy datovy soubor o 3 proménnych a 5 pfipadech. Do 1.
proménné X napiSeme hodnoty pro 1. metodu, do 2. proménné Y hodnoty pro
2. metodu a do 3. proménné Z rozdily mezi X a'.

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné statistiky, OK - Proménné
Z, Detailni vysledky — zaSkrtneme Meze spolehl. Prim. — Interval 90% -
Vypocet. Dostaneme tabulku:

Popisné statistiky (chemicka latkd

Int. spolehl. |Int. spolehl.
Proménna| -90,000% 90,000

YA -0,08443 0,12443

Vidime tedy, Ze -0,0844 < u < 0,1244 s pravdépodobnosti aspon 0,9.
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| Definice parového t-testu

X X\ . :
Necht’ ( 1), ,( ") je nahodny vybér z rozlozeni N, (“ 1) (012 J”) , priemz
YI Yn UzJ’ 012 0-22

n > 2. Testujeme Hy: p; - i, = ¢ (4. p=c¢) prott Hy: w; - w, # ¢ (4. u # ¢) nebo
testujeme nulovou hypotézu proti jedné z jednostrannych alternativ. Tento test se
nazyva parovy t-test.

Provedeni parového t-testu

Vypocteme realizaci testového kritéria t, = T=. Stanovime kriticky obor W.

yn
Pokud t, € W, H, zamitame na hladiné vyznamnosti a a pfijimame H,.

Oboustranny test: Testuyjeme Hj: p = ¢ proti H;: p # c. Kriticky obor ma tvar:
W = (-0, —t1_g/2(n— 1)) U(t;_g/2(n — 1), 0).
Levostranny test: Testujeme Hy: p = ¢ proti H;: p < c¢. Kriticky obor ma tvar:
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| Priklad (1)

V nasledujici tabulce jsou udaje o vynosnosti dosazené 12 ndhodné vybranymi firmami pii
investovani do mezinarodniho podnikani (veli¢ina X) a do domaciho podnikani (veli¢ina Y):

Chirmy|[ 11213141516 7]18]19]10]11)12
X 110(12]14(12(12|17] 9 |15] 9 |11| 7 |15
Y 11(14(15(11|13(16(10({13[11{17| 9 [19

(Vynosnost je vyjadiena v procentech a predstavuje podil na zisku vlozenych investic za rok.)

Za predpokladu, Ze data pochazeji z dvourozmérného normalniho rozlozeni, na hlading
vyznamnosti 0,1 testujte hypotézu, Ze neexistuje rozdil mezi sttedni hodnotou vynosnosti investic
do mezinarodniho a domaciho podnikani proti oboustranné alternative.

Testovani proved’te
a) pomoci intervalu spolehlivosti
b) pomoci kritického oboru.

(Pro usporu ¢asu mate uvedeny realizace vybérového priméru m = —1, 3 a vybérového rozptylu s
= 4,78 rozdilového ndhodného vybéru Z;=X; - Y,i=1, ..., 12))
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| Priklad (2)

Reseni:

Testujeme Hy: =0 proti Hy: n#0

ad a)

90% interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu p pfi neznamém rozptylu 6> ma meze:

V4,78
V12

S —
d=m-——tyos(n—1) = —1,3 — 1,7959 = —2,4677

Jn

s _ 4,78
h=m-—tyos(n—1)=—-1,3+ 1,7959 = —0,1989

Vn 12
Protoze Cislo ¢ = 0 nelezi v intervalu (-2,4677; -0,1989), H, zamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,1.
ad b)

it lizaci testové statistiky to = 25 =2 = —2,11085
Vypocitame realizaci testove statistiky ty = % = Tm - %
" Viz

Stanovime kriticky obor W = (—o0, —t;95(11)) U (tg95(11),00) = (—00,—1,7959) U
(1,7959, 0)

ProtoZe testova statistika se realizuje v kritickém oboru, Hy, zamitame na hladiné vyznamnosti 0,1.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA

Vytvofime novy datovy soubor o 2 proménnych a 12 piipadech. Do 1.
proménné X napiSeme hodnoty pro mezinarodni podnikéni, do 2. proménné
hodnoty pro domaci podnikani.

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — t-test pro zavisl¢ vzorky, OK -
Proménné X, Y — OK — Vypocet. Dostaneme tabulku:

t-test pro zavidé vzorky (investovani)
Oznac. rozdily jsou vyznamné na hlad. p <,05000

Primér (Sm.odch.| N | Rozdil |Sm.odch. t sv p
Proménna rozdilu
X 11,9166 2,93748:
Y 13,25001 3,04884(12 -1,3333. 2,18812. -2,1108! 11 0,05849

Vypoctenou p-hodnotu

0,05849 porovname se zvolenou hladinou

vyznamnosti a = 0,1. Protoze p < a, zamitame nulovou hypotézu na hladiné
vyznamnosti 0, 1.
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7. Parametrické ulohy o dvou nezavislych nahodnych vybérech z
normalnich rozlozeni

Motivace: V této situaci je naSim ukolem porovnat stfedni hodnoty c¢i
rozptyly dvou normalnich rozlozeni na zaklad¢ znalosti dvou nezavislych
nahodnych vybért pofizenych z téchto rozlozeni. Zpravidla konstruujeme
intervaly spolehlivosti pro rozdil stiednich hodnot respektive hodnotime
shodu stfednich hodnot pomoci dvouvybérového t-testu i
dvouvybérového z-testu a shodu rozptylti pomoci F-testu.
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| RozloZeni statistik odvozenych z vybérovych priiméria a vybérovych rozptyll (1)

Necht Xj;..,X;,, Jje nahodny vybér z rozlozeni N(u;, o) a
X231, ., Xop, je na ném nezavisly nadhodny vybér z rozlozeni N(u,, c,%),
pfiemz n, > 2 a n, > 2. Ozna¢me M,, M, vybérové priméry, S,2, S,°
(n1-1)S1°+(n—1)S,°
n1+n2—2

vybérové rozptyly a S,% = vazeny prumér vybérovych

rozptylu. Pak plati:

_ (nq- 1)S1%+(ny—1)S,>
ni{+n,—2

a) Statistiky M, — M, a S,°

nezavisleé.

jsou stochasticky

b) U= (My—M3)—(H1—H2) N(0,1).

0‘12+0'22

ny nz

(Pivotova statistika U slouzi k feSeni uloh o ;- w,, kdyZz 6, a 6,>zname.)
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| RozloZeni statistik odvozenych z vybérovych priiméria a vybérovych rozptyli (2)

(n1+n,—2)S,2
0—2
(Pivotova statistika K slouzi k feSeni uloh o neznamém spole¢ném

rozptylu c2.)

¢) Jestlize 6,2 = 0,2 =: 6%, pak K = ~x*(ny + ny, — 2).

d) Jestlize 6,2=0,>=: 6%, pak T = (Ml‘Mz)l—(Mll—uz)
S+ s

(Pivotova statistika T slouzi k feSeni tloh o p;- w,, kdyz 6,2 a o,
nezname, ale vime, Ze jsou shodné.)

~t(n1 + nz— 2)

2 /e 2
51°/S2
012/0,?

e) F= ~F(n;—1,n,—1).

(Pivotova statistika F slouzi k feSeni tiloh 0 6,%/ 6,%.)
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Dukaz

ad a) Nebudeme provadét.

ad b) M;-M, je linearni kombinace nahodnych veli¢in s normalnim rozlozenim, ma tedy
normalni rozlozeni s parametry E(M;-M,) = y;- n», D(M;-M,) = 6, ?/n;+ 6, ?/n,.

U se ziska standardizaci M;-M,.

—1)5.2 C1ye.2
ad ¢c) K, = % ~x2(ny — 1) akK,= % ~ X%2(n, — 1) jsou stochasticky nezavislé

nahodné veliciny, tedy K = K,+K, ~ x*(n; + n, — 2).

(n1+n2—2)5.2
0-2

ad d)y U = WTM2)-UGa~i2) N 1), K ~x2(n; + n, — 2) jsou

: Py . : . Y U
stochasticky nezavislé, protoze M; — M, a S.? jsou stochasticky nezavislé. T = ——— =

K
nq+ny—2

(My1—M3)—(1—H2)

1 1
S. f—+—
nyg mnz

~t(ny + ny, - 2).

- 2 _ 2
ade) K, = % ~x*(ny — 1) ak, = % ~ x?(n, — 1) jsou stochasticky nezavislé
1 2
r ’ = we % 512/322
nahodné veliCiny, tedy F = ——— = oiZ/osZ F(ny - 1,n, - 1).
na—1
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| Priklad

Necht’ jsou dany dva nezavislé nahodné vybéry, prvni pochazi z rozlozeni N(0,28; 0,09) a ma
rozsah 16, druhy pochazi z rozlozeni N(0,25; 0,04) a ma rozsah 25. Jaka je pravdépodobnost, Ze
vybérovy primér 1. vybéru bude vétsi nez vybérovy primér 2. vybéru?

Reseni:
P(My > M) =P(My —M; >0)=1—-P(M; —M, <0) =
M, —M,) — — 0-— -
—1_p (M, 21 (ﬂlz #z)s (1211 1“;3)

g% | Oy 01~ , 02

\/nl + n; \/nl + n;
—0,28 + 0,25

=1-PlU< =1—-P(U < -0,35294) =1 - ®(-0,35) =
0,09 + 0,04
16 25

= ®(0,35) = 0,63683

S pravdépodobnosti piiblizné 63,7% je vybérovy prumér 1. vybéru vétsi nez vybérovy primeér 2.
vybéru.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA

2 2
Statistika M, — M, se podle bodu (a) fidi rozlozenim N(u1 - W2 4= ),

2 2
kde p — 11, = 0,28 — 0,25 = 0,03, 2= 4 22 009+%—0007225 g.

ny

statistika M; — M, ~ N(0,03;0 007225)

Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a jednom piipadu. Do
Dlouhého jména této proménné napiSeme
= 1-INormal(0;0,03;sqrt(0,007225)).

V proménne Prom1 se objevi hodnota 0,637934.
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| Intervaly spolehlivosti pro parametrické funkce pq-p, , 61%/02% (1)

Uvedeme piehled vzorci pro meze 100(1-a)% empirickych intervali
spolehlivosti pro parametrické funkce , - 1, , 6,%/ 6,2

a) Interval spolehlivosti pro p,-p,, kdyz 6,° ©,?zname (vyuziti pivotové
statistiky U)

Oboustranny:

_ 012 0,2 012 . 0,2
(d, h) = (mrmz— o + oy Hi-a/2: M~ My + = +_2u1—a/2

2 2
Levostranny: (d, ) = (ml—mz— \/ L2 Uq—q» 00)
1

. _ 01?2 | 037
Pravostranny: (—oo,h) = (—OO,ml—mz + o + n—zul_a)
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| Intervaly spolehlivosti pro parametrické funkce pq-p- , 012/022 (2)

b) Interval spolehlivosti pro w;-p,, kdyz 0,2 ©,°> nezname, ale vime, Ze
jsou shodné (vyuziti pivotové statistiky T)

Oboustranny:

11
(d,h) = (m1—mz - S. ’n_l +n_2t1—a/2(n1 +n,—2), my - m, + s. fnil + niz ty—a2(My + Ny — 2))

Levostranny: (d, o) = (my-m, - s, /ni + nit1—a(n1 +n, — 2), )
1 2

Pravostranny: (—oo,h) = (—oco,m;—-m, + s, /ni + nitl_a(nl +n, —2))
1 2

Upozornéni: Neni-li v bodé (b) splnén piedpoklad o shodé rozptyl, 1ze sestrojit aspon
priblizny 100(1-a)% interval spolehlivosti pro p;-p,.

V tomto pfipadé ma statistika T ptfiblizné rozlozeni t(v), kde pocet stupiniti volnosti v =
(s1%/n1+52%/n3)?

gs:z/n]22+jszz/n222'

nq—1 Nnp—1

Neni-li v celé cCislo, pouzijeme v tabulkach kvantild Studentova

rozlozeni linearni interpolaci.
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| Linearni interpolace

fx)=f(x) = ﬂ);ix) (x — x¢) —rovnice smérnice

f(x1) = f(xo)

J09 =1 G0) = X1 — X (x —xp)
f(l')—f(x )_I_f(xl)_f(xg)(x_x ) f(x,)-
= 0 X1 — X 0 -

f(xy) T+
Priklad: mame a=0,05, vyjde v=5,25, v tabulkach A

najdeme t, .. (5)= 2,015 at, ,(6)=1,943.

Interpolaci dostavame:

1,943-2,015

(5,25 5) =1,997

t, 45(5.25) = 2,015+
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| Intervaly spolehlivosti pro parametrické funkce pq-p, , 61%/02% (3)

¢) Interval spolehlivosti pro spole¢ny neznamy rozptyl 6* (vyuziti
pivotove statistiky K)

le_a/z('n1+’nz—2) ' xza/z(n1+n2—2)

— 2 _ 2
Oboustranny: (d, h):( (ny+nz—-2)s, (n1+n,—2)s. )

_ 2
Levostranny: (d, 00)=( (ny 410 =2)s, 00)

le_a(n1+n2_2) ’

(n1+n,—2)s,2 )
" X2 (g 4+ny—2)

Pravostranny: (-oo, h) = (—oo
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| Intervaly spolehlivosti pro parametrické funkce pq-p, , 61%/02% (4)

2
d) Interval spolehlivosti pro podil rozptylt ? (vyuziti pivotove statistiky F)

ag
(o}

. _ $12/55% 51%/52%
Oboustranny: (d, h) = (Fl — /2~ 1nz—1) ’ Fa/2 (n1—1:n2—1))

’ _ 512/55°
Levostranny: (d, o) = FT ot D)’ 00

512/322 )

Pravostranny: (-0, h) = (—oo, Fo(mi=1n,-1)
alft1— 1,2~
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| Priklad

Ve dvou nadrzich se zkoumal obsah chléru (v g/l). Z prvni nadrze bylo odebrano 25 vzork,
z druhé nadrze 10 vzorkia. Byly vypocteny realizace vybérovych primérii a rozptylt: m; = 34,48,
m, = 35,59, 5,2 = 1,7482, s,> = 1,7121. Hodnoty zji§téné z odebranych vzorkii povazujeme za
realizace dvou nezavislych nahodnych vybéri z rozlozeni N(u,, 6%) a N(u,, 6?). Sestrojte 95%
empiricky interval spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot p; - p.,.

Reseni: Uloha vede na vzorec (b). Vypoéteme vazeny primér vybérovych rozptyli a najdeme
odpovidajici kvantily Studentova rozlozeni:

2 (My—1)s1%+(mp—1)s,% _ 24-1,7482+49-1,7121
ny+ny,—2 33

s = 1,7384, ty475(33) = 2,035

Dosadime do vzorcu pro dolni a horni mez intervalu spolehlivosti:

d =my —m,—s. /ni +t,_a(n, +n; —2) = 34,48-35,59 — —1,7384 - |-—+—-2,035 = —2,114
1 2 2

10

1 1 1 1
h=my—my+s, | —+—t _alny +n, —2) = 34,48-3559+ +,/1,7384 - |-+ 2,035 =-0,106

2,114 g/l <y - puy, <-0,106 g/1 s pravdépodobnosti aspon 0,95.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych d a h a jednom piipadu.
Do Dlouhého jména proménné d napiSeme

=34,48-35,59-
sqrt((24*1,7482+9*1,7121)/33)*sqrt((1/25)+(1/10))*V Student(0,975;33)

Do Dlouhého jména proménné h napiSeme
=34,48-35,59+
sqrt((24*1,7482+9*1,7121)/33)*sqrt((1/25)+(1/10))*V Student(0,975;33)

1 2
d h
1| -2,1136¢ -0,1063.

S pravdépodobnosti aspoil 0,95 tedy -2,114 g/l <p, - n, <-0,106 g/l.
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| Priklad

V piedeslém piikladé nyni predpokladame, ze dané dva ndhodné vybéry pochazeji
z rozlozeni N(u,, 6,?) a N(W,, 0,%). Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro
podil rozptyl.

ReSeni:
Uloha vede na vzorec 7.3. (d).

i 512 /5,2 ~1,7482/1,7121  1,7482/1,7121 _ 028
CFi_,p(my—1Lny,—1) Fyg75(249) 36142 7
- $12/5,° ~1,7482/1,7121  1,7482/1,7121  1,7482/1,7121
CFyp(i—1,n,—1)  Fypps(249) 1/Fy975(9,24)  1/2,7027
= 2,76

2
0,28 < % < 2,76 s pravdépodobnosti aspon 0,95.
2
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA

Otevreme novy datovy soubor o dvou proménnych d a h a jednom pripadu.
Do Dlouhého jména proménné d napiseme
=(1,7482/1,7121)/VF(0,975;24;9)

(Funkce VF(x;ny;omega) pocita x-kvantil Fisherova — Snedecorova rozlozeni
F(ny, omega).)

Do Dlouhého jména proménné h napiseme
=(1,7482/1,7121)/VF(0,025;24;9)

1 2
d h
11 0,28252 2,75969:

S pravdépodobnosti aspon 0,95 tedy plati: 0,28 < 6,%/ 6, < 2,76.
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Jednotlivé typy testii o parametrickych funkcich pq-p5 , 01%/09*

a) Necht Xj4,...,X1,, je ndhodny vybér z rozlozeni N(u,, c,%) a
X21, .-, X2y, je na ném nezavisly nahodny vybér z rozlozeni N(p,, c,2),
pfic¢emzn; > 2, n, > 2 a 6,2, 6,2 zname. Necht ¢ je konstanta.

Test Hy: n; — 1, = ¢ proti Hy: py — 1, # ¢ se nazyva dvouvybcrovy z-test,

b) Necht X;;...,X;,, je nahodny vybér z rozlozeni N(p,, c?) a
X231, -, X2, je na ném nezavisly nahodny vybér rozlozeni N(p,, c2),
pficemzn, > 2 a n, > 2 a 6® nezname. Necht ¢ je konstanta.

Test Hy: n; — w, = ¢ proti H;: pn; — w, # ¢ se nazyva dvouvybcrovy t-test.

c) Necht Xj4,...,X;,, je ndhodny vybér z rozlozeni N(u,, c,%) a
X21,---,X2pn, j€ na ném nezavisly ndhodny vybér rozlozeni N(p,, c,°),
pricemzn, > 2 an, > 2.

0'12 0'12

= 1 proti H;: .
2

Test Hy: # 1 se nazyva IF-test.

0'22
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|Pr0vedeni testii o parametrickych funkcich H1-H2, 012/022 pomoci Kritického oboru (1)

a) Provedeni dvouvybérového z-testu

y . . , ., . M{—M>)—cC ,
Vypoclteme realizaci testového kritéria ¢, = = 2) — . Stanovime
g1~ 927
nq + n»p

kriticky obor W. Pokud t, € W, H;, zamitame na hladiné vyznamnosti o a
prijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Hy: pu; - u, = ¢ proti H;: p; - p, # c. Kriticky
obor ma tvar: W = (=0, =y _4/2) U (U1 _g/2, ).

Levostranny test: Testujeme Hj: p; - w, = ¢ proti Hy: p; - b, < c. Kriticky
obor ma tvar: W = (—o0, —uq_g).

Pravostranny test: Testujeme Hy: py - W, = € proti Hy: gy - B, > . Kriticky
obor matvar: W = (uy_,, ).
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|Pr0vedeni testii o parametrickych funkcich H1-H2, 012/022 pomoci Kritického oboru (2)

b) Provedeni dvouvybérového t-testu

o . . , ., . M;—M-)—cC ,
Vypocteme realizaci testového kritéria ¢, = - 2)1 . Stanovime
S* - T
\}n n»

kriticky obor W. Pokud t, € W, H,, zamitame na hladiné vyznamnosti a a
prijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Hy: p; - 1, = ¢ proti Hy: p; - p, # c. Kriticky
obor ma tvar: W = (—00,—t;_g4/2(Mg + 13 —2)) U(t1_qg/2(ng + 1y —
2),00).

Levostranny test: Testujeme Hy: p; - W, = ¢ proti H;: py - 1, < c. Kriticky
obor ma tvar: W = (—oo, —t;_,(ny + n, — 2)).

Pravostranny test: Testujeme Hy: pu; - i, = ¢ proti Hy: n; - w, > c. Kriticky
obor ma tvar: W = (t;_,(ny + n, — 2),00).
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|Pr0vedeni testii o parametrickych funkcich H1-H2, 012/022 pomoci Kritického oboru (3)

¢) Provedeni F-testu

2
Vypocteme realizaci testového kritéria ty = zl—z Stanovime kriticky obor
2

W. Pokud t, € W, Hy, zamitame na hladin€ vyznamnosti o a piijimame H;.

2 2

Oboustranny test: Testujeme H: % = 1 proti H;: % #1. Kriticky obor
2 2

matvar: W = (0,Fy/2(ny — 1,ny; — 1)) U(Fi_g/2(ny — 1,15 — 1), 00).

2 2

Levostranny test: Testujeme H,: % = 1 proti H;: % < 1. Kriticky obor
2 2

ma tvar: W = (0,F,(n; — 1,n, — 1)).

2 2

Pravostranny test: Testujeme H,: % = 1 proti H;: % > 1. Kriticky obor
2 2

mé tval’: W —_ (Fl_a(nl - 1, nz - 1), OO),
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| Priklad (1)

V restauraci "U bilého konicka" méfili ve 20 piipadech ¢as obsluhy zakaznika.
Vysledky v minutach: 6, 8, 11, 4, 7, 6, 10, 6, 9, 8, 5, 12, 13, 10,9, 8, 7, 11, 10, 5. V
restauraci "Zlaty lev" bylo dané pozorovani uskuteénéno v 15 piipadech s témito
vysledky: 9, 11, 10, 7, 6, 4, 8, 13, 5, 15, 8, 5, 6, 8 ,7. Za predpokladu, ze uvedené
hodnoty pochazeji ze dvou normalnich rozlozeni, na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte
hypotézu, Ze stiedni hodnoty doby obsluhy jsou v obou restauracich stejné.

Reseni:
Na hladiné¢ vyznamnosti 0,05 testujeme nulovou hypotézu H,: pn, - n, = 0 proti

oboustranné alternativé H;: n; — w, #0. Je to uloha na dvouvybérovy t-test. Pied

provedenim tohoto testu je vSak nutné pomoci F-testu ovéfit shodu rozptylii. Na hladiné
2

2
vyznamnosti 0,05 tedy testujeme Hy: % =1 proti H;: % #1. Nejprve vypocteme m; =
2 2

n{—1)s2+(n,-1)s-%  19-6,307+14-9,41
8,25, m, = 8,13, 5,2 = 6,307, 5,2 = 9,41, 5,2 = (n1—-1)s1°+(a—1)s," _ _
n1+n2—2 33

2
7,623. Podle 7.6. (¢) vypolteme realizaci testove statistiky: ty = zlz = 6;3401? = 0,6702.
2 »
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| Priklad (2)

Stanovime kriticky obor:
W - (0, Fa-fz (‘.-'11 - 1, ?12 - 1)) U (Fl_%(nl - 1, nz - 1)1 00) == (O, F0’025(19,14')> U

U (Fp,925(19,14),0) = (0,1/F925(14,19)) U (Fj 925(19,14),0) =
=(0,1/2,649) U (2,8607,0) = (0;0,3778) U (2,8607, 0)

ProtoZe se testova statistika nerealizuje v kritickém oboru, nulovou hypotézu
nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05. Rozptyly tedy miizeme povazovat za shodné.

Nyni se vratime k dvouvybérovému t-testu. Vypolteme realizaci testoveé statistiky:
mq,—m,—C 8,25—-8,13

to = =

0 s, /nil+n—12 V7623 f;_o+é
W = (—OO,—tl_%(nl +n,; —2))U (tl_%(fﬁ +n, — 2),00) = (—co, —t0.975(33)) U
(to,075(33),0) = (—,—2,035) U (2,035, )

ProtoZze testova statistika se nerealizuje v kritickém oboru, nulovou hypotézu
nezamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.

= 0,124. Stanovime kriticky obor:
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (1)

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych a 35 pripadech. Prvni
proménnou nazveme OBSLUHA, druhou ID. Do proménné OBSLUHA
napiSeme nejprve doby obsluhy v prvni restauraci a poté doby obsluhy ve
druhé restauraci. Do proménné ID, ktera slouzi K rozliSeni prvni a druhé
restaurace, napiSeme 20 krat jednicku a 15 krat dvojku.

Pomoci NP-grafu ovéfime normalitu dat v obou skupinach. Grafy — 2D Grafy

— Normalni pravdépodobnostni grafy — Proménné OBSLUHA, OK,
Kategorizovany — Kategorie X, zaskrtneme Zapnuto, Zménit proménnou — ID,
OK.
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Vypocet pomoci systému STATISTICA (2)

Dostaneme graf

Ocekavana normalni hodnota

2,0

15¢

10t

0,5+

0,0t

0,5}

-1,0 +

1,5}

-2,0

Normalni p-graf z obsluha; kategorizovany i
restaurace.sta 2v*35c
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (3)

V obou pripadech se tecky odchyluji od primky jenom malo. Predpoklad 0
normalnim rozlozeni dat v obou skupinach je opravnény.

Nyni provedeme dvouvybérovy t-test soucasné s testem o shod¢ rozptyli:

Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — t-test, nezavislé, dle skupin — OK,
Proménné —Zavislé proménné OBSLUHA, Grupovaci proménna ID — OK.

Po kliknuti na tla¢itko Souhrn dostaneme tabulku

t-testy; grupovano: ID (restaurace)

Skup. 1:1

Skup. 2: 2

Prdmér | Primeér t sV o] Poc¢.plat|Poc.plat.  Sm.odch. |Sm.odch. |[F-pomér p
Proménna 1 2 1 2 1 2 rozptyly | rozptyly
OBSLUHA| 8,25000' 8,13333 0,12373! 33 0,90227 20 15 2,51050. 3,06749 1,49295. 0,41044
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (4)

Vidime, Ze testova statistika pro test shody rozptyli se realizuje hodnotou
1,492952 (je to pievracena hodnota k ¢islu 0,6702, které jsme vypocitali pii
ru¢nim postupu), odpovidajici p-hodnota je 0,41044, tedy na hladiné
vyznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu 0 shod€ rozptyld. (Upozornéni:
V piipad¢ zamitnuti hypotézy 0 shodé rozptyli je zapotiebi v tabulce t-testu
pro nezavislé vzorky dle skupin zaskrtnout volbu Test se samostatnymi odhady
rozptylu.)

Dale z tabulky plyne, Ze testova statistika pro test shody stiednich hodnot se
realizuje hodnotou 0,12373, pocet stupinti volnosti je 33, odpovidajici p-
hodnota 0,902279, tedy hypotézu 0 shod¢ stfednich hodnot nezamitame na
hladiné vyznamnosti 0,05. Znamena to, Ze s rizikem omylu nejvyse 5% se
neprokazal rozdil ve stfednich hodnotach dob obsluhy v restauracich "U bilého
konicka" a ,,Zlaty lev*.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (5)

Tabulku jesté doplnime krabicovymi diagramy. Na zaloZce Detaily zaskrtneme
krabicovy graf a vybereme volbu Priimér/SmOdch/Min-Max.

Krabicovy graf z obsluha seskupeny id
restaurace.sta 2v*35c

16

14 |

12

10

obsluha

ol - L | oramer
[J] Primé&r+SmOdch
T Min-Max

2 N - o Odlehlé
> Extrémy

Z grafu je vidét, ze primérna doba obsluhy v prvni restauraci je nepatrn¢ dels$i a ma
mensi variabilitu nez ve druhé restauraci. Extrémni ani odlehl¢ hodnoty se zde

nevyskytuji. 176



| Cohenitiv koeficient vécného ucinku — doplnéni vyznamu dvouvybérového t-testu (1)

Necht' X4, ..., X1, je ndhodny vybér z rozlozeni N(p,, 6%) a X34, ..., Xop,
je na ném nezavisly nahodny vybér rozlozeni N(w,, 6?), pfiemz n, > 2 a
n, > 2 a ¢’ nezname. Necht’ ¢ je konstanta.

Testujeme Hy: n; — n, = ¢ proti H;: n; — n, # ¢. Oznacme m,, m, realizace

d Hi— 2 p 1- H1— 2 1, My
vybérovych priméri hodnot dané veli¢iny v téchto dvou skupinach, s,?,
2> (n1—1)s1%+(ny—1)s;2
B n1+n2—2

s,? realizace vybérovych rozptyli a s, realizaci

vazencho pruméru vybérovych rozptylu.
Cohenuv koeficient d vypocteme podle vzorce: d = M

Tento koeficient slouzi k posouzeni velikosti rozdilu primért, ktery je
standardizovan pomoci odmocniny z vazeného priuméru vybérovych
rozptyli. Jedna se o tzv. vécnou vvznamnost neboli velikost Gcinku

skupiny na variabilitu hodnot sledované ndhodné veliCiny.
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| Coheniiv koeficient vécného ucinku — doplnéni vyznamu dvouvybérového t-testu (2)

Velikost u¢inku hodnotime podle nasledujici tabulky:

Hodnota d ucinek

aspon 0,8 velky

mezi 0,5 az 0,8 |stfedni

mezi 0,2 az 0,5 |maly

pod 0,2 zanedbatelny

(Uvedené hodnoty nemaji samoziejmé absolutni platnost, posouzeni, jaky
ucinek povazujeme za velky ¢i maly, zavisi na kontextu.)

Je zapotiebi si uvédomit, ze pti dostate¢né velkych rozsazich nahodnych
vybért | maly rozdil ve vyberovych priimérech zplisobi zamitnuti nulové
hypotézy na hladiné vyznamnosti a, | kdyz z vécného hlediska tak maly
rozdil nema vyznam. Naopak, mame-li vybéry malych rozsaht, pak i
znacn¢ velky rozdil ve vybérovych prumérech nemusi vést K zamitnuti
nulové hypotézy na hladin€ vyznamnosti a.
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| Priklad (1)

Mame k dispozici tidaje 0 celkovém 1Q 856 zakt ZS. Zajimame se jednak o skupinu
déti, jejichz oba rodi¢e maji pouze zakladni vzdélani (je jich 296) a jednak o skupinu
déti, jejichz oba rodice maji vysokoskolské vzdélani (téch je 75). Na hladin¢
vyznamnosti 0,05 budeme testovat hypotézu, ze stiedni hodnota celkového 1Q je
v obou skupinach stejna a také vypocéteme Cohentiv koeficient vécného ucinku.

Reseni:
Normalitu dat v obou skupinach posoudime pomoci N-P plotu:
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Priklad (2)

Normalni p-graf z IQ_CELK; kategorizovany I

Océekavana normalni hodnota

50 70 90 110 130 150 50 70 90 110 130 150
60 80 100 120 140 60 80 100 120 140
ID: oba ZS ID: oba VS
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| Priklad (3)

Vzhled N- P ploti v obou skupinach podporuje domnénku 0 normalité dat.

Provedeme dvouvybérovy t-test:

t-testy; grupovano:ZS a VS (IQ)
Skup. 1: oba ZS
Skup. 2: oba VS

Prdmér | Primér t sv p Poc.plat|Po¢.plat. Sm.odch. |Sm.odch. | F-pomér p
Proménna| oba ZS | oba VS oba ZS | oba VS oba ZS oba VS |Rozptyly |Rozptyly
IQ CELK |94,1385 110,906 -10,629! 36¢< 0,00000:! 29¢€ 75 11,8260. 13,6016. 1,32282' 0,11012.

Hypotézu 0 shod¢ stiednich hodnot zamitame na hladin€¢ vyznamnosti 0,05,
protoze odpovidajici p-hodnota je velmi blizka O (hypotézu 0 shodé rozptyli
nezamitame na hladiné¢ vyznamnosti 0,05, p-hodnota F-testu je 0,110124, coz
je vétsi nez 0,05).
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Priklad (4)

Krabicovy diagram:

IQ_CELK

150

140+

130+

120+

110+

100+

90 +

80

70 +

60 +

50

Krabicovy graf z |Q_CELK seskupeny ID

oba V8

o Primér

10 PramértSmOdch

T Min-Max
o QOdlehlé
2o Extrémy
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| Priklad (5)

Vidime, ze primérné celkové 1Q déti v 1. skupiné je 94,1, zatimco ve 2.
skupiné 110,9. Vliv skupiny na variabilitu hodnot celkového 1Q posoudime
pomoci Cohenova koeficientu.

1 2 3 4 5 6 7
nl n2 m1l m2 sl s2 d
1 29¢€ 75 94,1385 /110,906 11,8260- 13,6016 1,37411

Cohentv koeficient nabyva hodnoty 1,37, tudiz vliv skupiny na variabilitu
hodnot celkového 1Q lze povazovat za velky.



8. Parametrické ulohy o jednom ndhodném vybéru a dvou nezavislych
nahodnych vybérech z alternativnich rozlozeni

Opakovani:
Alternativni rozloZzeni: Nahodna veli¢ina X udava pocet uspéchti v jednom
pokusu, pricemz pravdépodobnost uspéchu je 9. PiSeme X ~ A(9).

1—Y9prox = 0
n(X) = Ydprox = 1 nebolin(x)=f(x) = {
0 jinak

9*(1—9D1*prox = 0,1
0 jinak
Binomické rozloZzeni: Nahodna veli¢ina X udava pocet uspéchi v posloupnosti n

nezavislych opakovanych pokust, pricemz pravdépodobnost uspéchu je v kazdém
pokusu 9. PiSeme X ~ Bi(n,9).

n x _ n—x —
(x) = (x)z? (1—-19) prox =0, ...,n
0 jinak
E(X)=nY, D(X) =nd(1-9)
(Alternativni rozlozeni je specialnim pripadem binomického rozlozeni pron = 1.

Jsou-li X, ..., X, stochasticky nezavislé nahodné¢ veli¢iny, X; ~ A(9),1 =1, ..., n,
pak X = Z?:l Xl ~ Bl(na ]9)')



| Centralni limitni véta

Jsou-li ndhodné veli¢iny X, ..., X, stochasticky nezavislé a vSechny mayji
stejné rozlozeni se stifedni hodnotou p a rozptylem o2, pak pro velka n

(n>30) lze rozlozeni souctu X1, X; aproximovat normalnim rozlozenim
N(np, no?). Zkracené piSeme X1, X; ~ N(nu,no?). Pokud soucet
1 X; standardizujeme, tj. vytvofime nahodnou veli¢inu
n
Z i=1 Xl_n”

U, = gy pak rozlozeni této nahodné veliCiny lze aproximovat

standardizovanym normalnim rozlozenim. Zkracené piSeme U, = N(0,1)
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| Asymptotické rozlozeni statistiky odvozené z vybérového priuméru

Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni A(J9) a necht’ je splnéna podminka
n9(1 —9) > 9. Pak statistika U = —o—2

9(1-19)
n

veli¢ing se standardizovanym normalnim rozlozenim. (Rikame, 7¢ U ma
asymptoticky rozlozeni N(0,1) a piSemu U = N(0,1).)

Diikaz:

Protoze X, ..., X,, je nahodny vybér z rozlozeni A(¥9), bude mit statistika

Y, =2 X; (vybérovy thrn) rozloZeni Bi(n, 9). Y, ma stfedni hodnotu

E(Y, = nd a rozptyl D(Y,) = nd(1—19). Podle centralni limitni véty se

standardizovana statistika U =m asymptoticky fidi standardizovanym

konverguje v distribuci k nahodné

normalnim rozlozenim N(0,1). Pokud Cditatele 1 jmenovatele podélime n,

m_g  LyM xi-9
— n Zl‘.:l ~ N(O,l)

*r Jw r M_ﬁ
dostaneme vyjadieni: U = = = =
nd(1-9) 9(1-9) 9(1-9)
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| Vzorec pro meze 100(1-a)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro parametr 9

Meze 100(1-a)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro

parametr 9 jsou: d = m — m(ln_m) Uj_q/2 h=m+ /@ul_a/z.

Dukaz:
9(1-9) ,
Pokud rozptyl D(M) = ~ nahradime odhadem

nahodné¢ veliCiny U k veli€iné€ s rozlozenim N(0,1) se neporusi. Tedy

M(1-M)

, konvergence

M-9

M(1-M)
n

M(1-M) ,M(I—M)
=P (M — " ul_a/z <9< M+ ” ul_a/z)

V9 €E:1l—a < P(—uUj_g/3 < <U_g/2) =
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| Priklad

Nahodné bylo vybrano 100 osob a zjisténo, ze 34 z nich pouziva zubni kartacek
zahrani¢ni  vyroby. Najdéte 95% asymptoticky interval spolehlivosti pro
pravdépodobnost, Zze ndhodné vybrana osoba pouziva zubni kartacek zahrani¢ni vyroby.

Reseni:
Zavedeme nahodné veli¢iny X, ..., X4, pficemz X; = 1, kdyz i-ta osoba pouziva
zahrani¢ni zubni kartacek a X; = 0 jinak, 1 = 1, ..., 100. Tyto nahodné veli€iny tvofi

nahodny vybér z rozloZeni A(9).
n =100, m=34/100, a= 0,05, uy_y; = ugg75 = 1,96.

Ovéfeni podminky nd(1 — 9) > 9: parametr ¥ nezname, musime ho nahradit
vybérovym primérem. Pak 100.0,34.0,66 = 22,44 > 9.

d=034— \/ ”'3‘”‘(110;"'3”‘) 1,96 = 0,2472, h = 0,34 + \/ 0'34(110;0'34}1,96 = 0,4328.

S pravdépodobnosti piiblizné 0,95 tedy 0,2472 <9 < 0,4328.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (1)

a) Pfesny zpusob

Otevieme novy datovy soubor se dvéma proménnymi a jednom piipadu.
Prvni proménnou nazveme d a do jejiho Dlouhého jména napiSeme
=0,34-sqrt(0,34*0,66/100)*VNormal(0,975;0;1)

Druhou proménnou nazveme h a do jejiho Dlouhého jména napiSeme
=0,34+sqrt(0,34*0,66/100)*VNormal(0,975;0;1)

Dostaneme vysledek:

1
d

2
h

1)1 0,24715: 0,43284!

Vidime, ze s pravdépodobnosti aspon 0,95 se pravdépodobnost pouzivani
zubniho kartacku zahrani¢ni vyroby bude pohybovat v mezich 0,2471 az

0,4328.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (2)

b) Piiblizny zpisob, pouzitelny pro dostatec¢né velky rozsah vybéru

Do nového datového souboru o jedné promeénné X a 100 piipadech ulozime 34
jednicek (indikuji pouzivani zubniho kartacku zahrani¢ni vyroby) a 66 nul
(indikuji pouzivani zubniho kartacku domaéci vyroby).

Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménné

X — OK — Detailni vysledky — zaskrtneme Meze spolehl. prim. — ponechame
implicitni hodnotu pro Interval 95,00 — Vypocet.

Dostaneme tabulku:

Popisné statistiky (T abulka3)

N platnych | Primér |Int. spolehl. |Int. spolehl.
Proménna -95,000% 95,000

X 10C 0,34000:! 0,24553; 0,43446:

Dospéli jsme Kk vysledku, Ze s pravdépodobnosti aspon 0,95 se
pravdépodobnost pouzivani zubniho kartacku zahrani¢ni vyroby bude
pohybovat v mezich 0,2455 az 0,4345.

190



| Vypocet pomoci systému STATISTICA (3)

¢) Vypocet pomoci modulu Analyza sily testu
Statistiky — Analyza sily testu — Odhad intervalu — Jeden podil, Z, Chi-kvadrat test — OK — Pozorovany
podil p: 0,34, Velikost vzorku: 100, Spolehlivost: 0,95 — Vypocitat.

Dostaneme tabulku:

Hodnota
Podil vzorku p 0,340(
Velikost vz. ve skup. (N) | 100,000t
Interval spolehlivosti 0,950¢
Meze spolehlivosti:
Pi (pfesné):
Dolni mez 0,248:
Horni mez 0,441¢
Pi (pfiblizné):
Dolni mez 0,250:
Horni mez 0,442:
Pi (pavod.):
Dolni mez 0,247:
Horni mez 0,432¢

Zajima nas vysledek uvedeny v dolni ¢asti tabulky, tj. Pi (piivod.). Zjistujeme, Ze
s pravdépodobnosti aspon 0,95 se hledand pravdépodobnost bude pohybovat
V mezich 0,2472 az 0,4328.
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| Priklad (1)

Kolik osob musime vybrat, abychom podil modrookych osob v populaci odhadli se
spolehlivosti 90% a Sitka intervalu spolehlivosti byla nanejvys a) 0,06, b) 0,017
Reseni:

Sitka 100(1-01)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro parametr 9:

m(1—m) m(1—m) m(1—m)
h—d=m+‘/ " ul_%—<m—\’ - “1—%)=2\[ " Ur-a/2

Pozadujeme, aby h — d < A, tedy 2 }@ul_a 12 < 4. Odtud vyjadiime

Am(1-m)uy _q/2°
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| Priklad (2)

Predpokladejme, 7ze nemame zadné predbézné informace o podilu modrookych osob

v populaci. Musime tedy zvolit takové m, aby Sifka intervalu spolehlivosti byla

maximalni. Maximalizujeme vyraz m(1—m) = m — m?. Derivujeme podle m a
Wy 1 v i s L

polozime rovno 0: 1 —2m=0=>m = E‘V tomto pripad¢ volime relativni Cetnost

m = 0,5.

4m(1-m)us—q/2°> _ 4:0,5:0,5:Ugos®  4-0,5:0,5:1,6452
42 N 0,062 N 0,062
Uvedenou podminku tedy splnime, kdyZ vybereme aspon 752 osob.

ada)n = = 751,67

4m(1-m)uy_q/2° _ 4:0,5:0,5Ug9s% _ 4-0,5:0,5:1,6452

A2 N 0,012 - 0,012
Chceme-li dosahnout podstatné uzsiho intervalu spolehlivosti, musime vybrat aspon
27061 osob.

adb)n = = 27060,25
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| Priklad (3)

Modifikace: Piedpokladejme, zZe v populaci je nanejvys 30% modrookych
osob. Pak relativni ¢etnost m = 0,3.

4m(1-m)ui_q/2° 40,3:0,7-Ug9s>  4:0,3:0,7-1,6452
= = — = — = 631,41
ad a) n - ﬁz 0,062 0,062 »

V tomto pripadé staci vybrat 632 osob.
Ve srovnani s predeSlym piipadem vidime, Ze rozsah vybéru skutecné klesl.

ad b)
4m(1 —m)us_g2° 4-0,3-0,7-uges? 4-0,3-0,7-1,6452
n= = — =
A? 0,012 0,012
= 22730,61

V tomto ptipadé musime vybrat asponl 22 731 osob.

194



| Testovani hypotézy o parametru 3

Necht' X, ..., X, je ndhodny vybér z rozloZzeni A(J¥) a necht’ je splnéna
podminka n9(1 —39J) > 9. Na asymptotické hladiné vyznamnosti o

testujeme hypotézu H,y: 9 = ¢ proti alternativé H;: 9 # ¢ (resp. Hi: 9 < ¢

, L : - M~ ,
resp. Hy: ¥ > c¢). Testovym kritériem je statistika T, =C(—1_Cc), ktera
n

v piipadé€ platnosti nulové hypotézy ma asymptoticky rozlozeni N(0,1).
Kriticky obor ma tvar W = (—00,—Uj_g/2) U(Ui_gq/2,0)  (resp.
W = (=00, —uy_g) resp. W = (uy_g, ©)).

(Testovani hypotézy o parametru 9 lze samozieymé& provést 1 pomoci

100(1-a)% asymptotického intervalu spolehlivosti nebo pomoci p-
hodnoty.)
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| Priklad (1)

Podil zmetkl pfi vyrobé urcité soucastky ¢ini 9 = 0,01. Bylo nahodné vybrano 1000 vyrobkt
a zjistilo se, ze mezi nimi je 16 zmetkd. Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte
hypotézu Hy: ¥ = 0,01 proti oboustranné alternativé H;: 9 # 0,01.

ReSeni:

Zavedeme nahodné veliCiny X, ..., X o0, pfiCemz X; = 1, kdyzZ i-ty vyrobek byl zmetek a X;
=0 jinak, i =1, ..., 1000. Tyto nahodné veli¢iny tvoii nahodny vybér z rozlozeni A(19).
Testujeme hypotézu Hy: 9 = 0,01 proti alternativé H;: 9 # 0,01.

Zname: n= 1000, m = % = 0,016, ¢=10,01,0=0,05,u;_,»=ug 975 = 1,96

Oveéteni podminky nd(1 —49) > 9: 1000.0,01.0,99=9,9 > 9.
a) Testovani pomoci kritickeho oboru:

m-c _ 0,016—0,01
=
Kriticky obor: W = (—o0,—ug975) U (Ug 975, ®) = (—0,—1,96) U (1,96,) . Protoze
1,907 € W, Hy, nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

Realizace testoveho kritéria: tp = = 1,907.
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| Priklad (2)

b) Testovani pomoci intervalu spolehlivosti

m(1—m) 0,016 - 0,984
d=m— Ui_q/2 = 0,016 — 1,96 = 0,0082

n 500
h=m4 |EZT _ 0016+ | X210 098, o 00238
-m n A-a/27 0 500 S
Protoze c¢islo ¢ = 0,01 lezi v intervalu 0,0082 az 0,0238, H, nezamitame na

asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.

¢) Testovani pomoci p-hodnoty
Protoze testujeme nulovou hypotézu proti oboustranné alternativé, vypoclteme p-
hodnotu podle vzorce:

p =2 min{ ®(1,907), 1-®(1,907)} =2 min { 0,97104, 1 —0,97104 } = 0,05792.

Protoze vypoctena p-hodnota je vétsi nez hladina vyznamnosti 0,05, H, nezamitame na
asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdili: r, %, priméry — OK —
vybereme Rozdil mezi dvéma poméry — do policka P 1 napiSeme 0,016, do
policka N1 napiSeme 1000, do policka P 2 napiSeme 0,01, do policka N2
napiSeme 32767 (v&tsi hodnotu systém neumozni) - Vypocet. Dostaneme p-
hodnotu 0,0626, tedy nezamitame nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti

0,05.

[T Poslat/tisknout visledky kazd, vipodtu do okna pratokolu

r:
re:

— Bozdil mezi dvéma korelacnimi koeficienty

0.00

0.o0

o =

Stormo

g MN1: |10 E i Jednostr.

. 1.0000
& wzio g a ' Oboust,

Wipocet

Prl:
Pre:

— Rozdil mezi dvéma primény [nomalni rozdéleni]

0.

0.

[ wib&row) primér v, stfedni hodnota

§5m|:|d1: 1, E N1:TE b 1.0000

gSdeE: 1. E 210 i Jednostr.
& Oboustr.

Wipocet |

F1:
F 2

— Rozdil mezi dvéma poméry

oteo0 [ wfioon [ ¢ Jednost:

p: JOGZE
01000 E N2 [32767 E & Oboustr,
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| Priklad

Novy léCebny postup povazujeme za uspésny, pokud po jeho ukonceni bude dosazeno
zlepSeni zdravotniho stavu u alespont 50% zGCastnénych pacientii. Nova terapie byla
vyzkouSena u 40 pacientti a ke zlepSeni doslo u 24 osob. Je mozné na asymptotické
hladin¢ vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu, ze tato terapie nedosahuje UspéSnosti
aspon 50%?

Reseni:

Zavedeme nahodné veli¢iny X, ..., X,,, piicemz X; = 1, kdyz terapie u i-tého pacienta
byl Gspésna a X; = 0 jinak, 1 = 1, ..., 40. Tyto nahodné veli€iny tvoii nahodny vybér
z rozlozeni A(19).

Testujeme hypotézu Hy: 9 < 0,5 proti pravostranné alternativé Hy: 9 > 0,5.
Zname:n=40,m = % = 0,6,¢=0,5,0=0,05,u;, =uggs = 1,645

Ovéreni podminky n9(1 —9) > 9:40.0,6.0,4=9,6>09.

m—-c _ 0,605

Realizace testového kritéria: t, = Jm = Tosos
=

= 1,2649.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA

ETEW rozdilic r, %, priméry: Tabulka9 i .

[ | Foslatdisknout wisledky kazd, vipodty do okna protokalu

— Rozdil mezi dvéma karelacnimi koeficienty

r1; (0,00 g M1 {10 E ¢ Jednost Wipodet |

p: 1.0000
2 [0.00 g Nz [10 E * Ohoustr,

— Rozdil mezi dvéma primém [hormalni rozdéleni]

P [ emodt[ Ewifin B ptooon vipsset |
pr2: [0, gﬁdeE: 1, E nelio B ¢ Jednost
&+ Dhboustr.

[ wib&ow primér ve. stfedni hodnota

— Rozdil mezi dvéma pomérny

P1: [6ooo0 (] wifan [ & Jednostr | Vipoget
p: 03
Pz [so000 (g wz[3z7er [E " Oboustr.

Vypoctena p-hodnota jednostranného testu je 0,1031, tedy mensSi nez
asymptoticka hladina vyznamnosti 0,05. H, nezamitdme na asymptotické
hladin€ vyznamnosti 0,05.
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| Asymptotické rozlozeni statistiky odvozené ze dvou vybérovych pruméru

Necht' X4, ..., X1, Je ndhodny vybér z alternativniho rozloZeni A(¥J;) a
X1, ., X2n, je na ném nezavisly nahodny vybér alternativniho rozloZeni
A(9,) a necht’ jsou splnény podminky iy (1-9,)> 9a M2y, (1—-19,)>09.
Oznaéme M,, M, vybérové prumery.
My —My—(91-7,)
Jt?1(1—191)  92(1-92)

+
ny na

Pak statistika U =

~ N(0,1).

Dukaz:

Analogicky jako v pifipadé jednoho nahodného vybéru z alternativniho
rozloZeni.
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Vzorec pro meze 100(1-a)2s asymptotického empirického intervalu
spolehlivosti pro parametrickou funkci 94 — 9.

Meze 100(1-a)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro 9, — 9,
jsou:

my(1-my) m,(1—my)
d=m1—m2—J 1n1 =+ 2nz zul_a/z'

mq(1—m,) mo(1—m3)
h=m1—m2+J1n1 =+ an 2u1_a/2

Dukaz:

Mi(1-M;) .

Pokud rozptyl D(M;) = M nahradime odhadem 1= 1, 2, konvergence

nahodné veli¢iny U k veli¢in€ s rozlozenim N(0,1) se neporusi. Tedy

Mq—Mz—(91—92) _
JM1(1—M1)%M2(1—M2) < ul_a/Z) o
n

Vﬁl—ﬁz EE:l—aS P(_ul_a/z <

1 ny

My (1—-M3)
np

=P(M; — M, — \/Ml(:’"” + Up—qz < V1 — Uz <

< M, — M, +\/M1(:1_M1)+M2(:M2) U —a)2)
1 2
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| Priklad (1)

Management supermarketu vyhlasil tyden slev a sledoval, zda toto vyhlaseni ma vliv na
podil vétsich nakupt (nad 500 K¢). Na zakladé nahodného vybéru 200 zakaznikt
v tydnu bez slev bylo zjisténo 97 velkych nakupt, zatimco v tydnu se slevou z 300
nahodné vybranych zakazniki ucinilo velky nakup 162 zakazniki. Sestrojte 95%
asymptoticky interval spolehlivosti pro rozdil pravdépodobnosti uskutecnéni vétsiho
nakupu v tydnu bez slevy a v tydnu se slevou.
Reseni:
Zavedeme nahodnou veli¢inu X,;, ktera bude nabyvat hodnoty 1, kdyz v tydnu bez
slevy 1-ty nahodné vybrany zakaznik uskutecni vétsi nakup a hodnoty 0 jinak, 1 =1,
200. Nahodné¢é veli¢iny X, |, ..., X9 tvofi nahodny vybér z rozlozeni A(¥;). Dale
zavedeme nahodnou veli¢inu X,;, ktera bude nabyvat hodnoty 1, kdyz v tydnu se
slevou i-ty nahodné vybrany zakaznik uskutecni vétsi nakup a hodnoty O jinak, 1 = 1,
., 300. Nahodné veli¢iny X, ;, ..., X; 300 tvori nahodny vybér z rozlozeni A(9,).
=200, n, =300, m; = 97/200 = 0,485, m, = 162/300 = 0,54.

Overem podminek n; (1 —9,) > 9 a n;, (1 —9;) > 9: Parametry ¥; a 9,
nezname, nahradime je Odhady m; am,. 97.(1- §7z’200) 49,955 >9, 162.(1-162/300) =
74,52 > 9,
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| Priklad (2)

Meze 100(1-a)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro
parametrickou funkci 9; — 9, jsou:

. my(1—my) myp(1—my) _
d=m; —m, — + Ui—q/2 =

nq np
97 162, 162
_97 162 Jap0(1— 200) 3001 ~ 300 96 = _,1443
200 300 200 300
mi(1—-my) my(l—my)
h=m; — -
my m, —+ \[ T -+ n, u1—a/’2

_ 300
=300~ 300 1,96 = 0,0343

97 97 162 162
97 162 4 2_00(1 — 200) 300 (1—35p)
200 300

Zjistilijsme tedy, ze s pravdépodobnosti ptiblizné 0,95: - 0,1443 < 9, — 9, < 0,0343.
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| Testovani hypotézy o parametricke funkci 94 — 0,

Necht' Xy4, ..., X15, je nahodny vybér z alternativniho rozlozeni A(9,) a
X321, -, X2, J& na ném nezavisly nahodny vybér alternativniho rozlozeni
A(J2) a necht’ jsou splnény podminky n, 1—9Y4) > 9 a Nz, (1-—
9,) > 9. Na asymptotické hladiné vyznamnosti o testujeme nufovou
hypotézu H,: ¥, — 9, = c¢ proti alternativé H;:9; — 9, # ¢ (resp. Hy:
Y, — Y, <cresp. H;: 9, — 9, > c). Testovym Kkritériem je statistika

M;—M,—c

M1(1—M1)+M2(1—M2)’
nq ny

asymptoticky rozlozeni N(O0,1). Kriticky obor ma tvar
W = (=0, ~Uy_q/2) U(Uy_a/z,®) (resp. W = (—o0,—u;_g) resp.
W = (ul—a' OO))

(Testovani hypotézy o parametrické funkci 9; — 9, lze provést téz
pomoci 100(1-a)% asymptotického intervalu spolehlivosti nebo pomoci
p-hodnoty.)

Ty = ktera v piipadé platnosti nulové hypotézy ma
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| Postup pri testovani hypotézy 9 — 9, =0

TllMl +n2M2

Je-li ¢ = 0, pak oznaéme M, = vazeny prumér vybérovych

M,—M;

JM (1-M. )(—+i) ’

v piipadé platnosti nulové hypotézy ma asymptoticky rozlozeni N(0,1).
Kriticky obor ma tvar W = (=0, —uUj_g/2) U(Uj_gq/2,0) (resp.
W = (=00, —uqy_g,) resp. W = (uq_,,0)). Testova statistika T, vznikne
standardizaci statistiky M; — M,, kde neznamé parametry 9;, U,
nahradime spole¢nym odhadem M.

n1+n2

prumért. Jako testova statistika slouzi T, =

ktera
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| Priklad (1)

Pro udaje z piedchoziho piikladu testujte na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05
hypotézu, zZe tyden se slevami nezvysi pravdépodobnost uskutecnéni vétsiho nakupu.

ResSeni:

Testujeme hypotézu 9, — 9, = 0 proti levostranné alternativé H;: 94 — 9, < 0 na
asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

n, =200, n, = 300, m; = 97/200, m, = 162/300, m« = (97 + 162)/500 = 0,518.

Podminky dobré aproximace byly ovéreny v ptikladu 8.10.

Testovani pomoci intervalu spolehlivosti:

Pro levostrannou alternativu pouzivame pravostranny interval spolehlivosti:

m(1l—m m-(1—m
h=m1—m2+\/ (=my) me(l=my)
ny np

07 16 J (1 162 (1 162
. 200 200 300 300 _
500 300 + 1,645 = 0,02

Protoze Cislo ¢ =0 je obsazeno v intervalu (—oo; 0,02), Hy nezamitame na asymptotické
hladiné vyznamnosti 0,05.
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| Priklad (2)

Testovani pomoci kritického oboru:

Realizace testového kritéria:

97 162
tl'} — mq—m; — 200 300 — —1.2058
11 ! ’
\lm*(l-m*)(n—l+n—2) J0,513(1-0,518}(HIO+$)

Kriticky obor je W = (—00, —uy_g) = (—0, —Ug 95) = (—0, —1,645). ProtoZe testové
kritérium nepatii do kritického oboru, H, nezamitame na asymptotické hladiné
vyznamnosti 0,05.

Testovani pomoci p-hodnoty:

Pro levostrannou alternativu se p-hodnota pocita podle vzorce p = P(T, < t,):
p = P(Ty <—-1,2058) = &(—1,2058) =1 - &(1,2058) =1 -0,8861 == 0,1139

Protoze p-hodnota je vétSi nez 0,05, H, nezamitame na asymptotické¢ hladiné
vyznamnosti 0,05.

208



| Vypocet pomoci systému STATISTICA

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdili: r, %, priméry — OK —
vybereme Rozdil mezi dvéma poméry — do policka P 1 napiSeme 0,485, do
policka N1 napiSeme 200, do policka P 2 napiSeme 0,54, do policka N2
napiSeme 300 — zaskrtneme Jednostr. - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu 0,1142,
tedy nezamitame nulovou hypotézu na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

ETEI.T‘ rozdild: r, %%, priiméry: tram_bus Flo =

[T Poslattisknout wieledky kazd! vipodtiu da okna protokalu

— Rozdil mezi dvéma kaorelacnimi koeficienty

i1: |0.00 E MN1: {10 E " Jednost YWipodet |

p: 1.0000
2 (0.0 E Nz (10 E + Oboustr.

— Rozdil mezi dvéma primeény [normalai rozdéleni]
Fit: [0, Esmum:h, E N1;|TE p: 1,0000 Vipoiet |
Pz [0, Eswmadz[. [ nefin E " Jednostr

oo o v . =
™ wWibérow) priimérn v, stfedni hodnota Oboustr.

— Rozdil mezi dvéma pomerny

P1: [4e500 [ wifeon & Jednost | Wipoget
po [se000 [ w20 @° TS g el
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| 9. Analyza rozptylu jednoduchého tridéeni

Motivace: Zajimame se o problém, zda lze urCitym faktorem (1.
nominalni nahodnou veli¢inou A) vysvétlit variabilitu pozorovanych
hodnot nahodné veliCiny X, ktera je intervalového ¢1 pomérového typu.
Napi. zkoumame, zda metoda vyuky urcitého piredmétu (faktor A)
ovliviiuje pocet bodli dosazenych studenty v zavéreCném testu (nahodna
velicina X).

Predpokladame, Ze faktor A ma r > 3 urovni a ptfitom 1-t€ urovni odpovida
n; pozorovani Xjq, ..., X, které tvofi nahodny vybér z rozlozeni N(u,
62), 1 =1, ..., r a jednotlivé ndhodné vybéry jsou stochasticky nezavislé,
tedy X;; = 1 + &, kde g; jsou stochasticky nezavislé nahodné veliiny

1)>
s rozlozenimN(0, 62),i=1, ...,r,j=1, ..., n,

1*

Vysledky lze zapsat do tabulky [TakiorA | vysiedky

troven 1 | Xqg,.., X1,

troven 2 | Xpq,...,Xop,

urovenr | Xpq, ..., Xy,
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llustrace (1)

AX

[ N
I L4

1.drovenl 2.urovenlt 3.Uroven -+ Urovné faktoru A

Na hladiné vyznamnosti a testujeme nulovou hypotézu, ktera tvrdi, ze vSechny
sttedni hodnoty jsou stejné, tj. Hy: 1, = ... = u, proti alternativni hypotéze H,,
ktera tvrdi, Ze aspon jedna dvojice stiednich hodnot se lisi.

Jedna se tedy o zobecnéni dvouvybérového t-testu a na prvni pohled se zda, ze
aes " r . . . r1 w_ o . ce . .
staCi utvorit (2) dvojic nahodnych vybérit a na kazdou dvojici aplikovat
dvouvybérovy t-test. Hypotézu o shodé vSech stfednich hodnot bychom pak
‘eqs - . oy x r ¢z z ¢ x -
zamitli, pokud aspon v jednom pripadé z (2) porovnavani se prokaze odliSnost

stfednich hodnot. Odtud je vidét, Ze k neopravnénému zamitnuti nulové hypotézy
(. k chybé 1. druhu) muze dojit s pravdépodobnosti vétsi nez a.
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| llustrace (2)

Proto ve 30. letech 20. stoleti vytvoril R. A. Fisher metodu ANOVA (analyza
rozptylu, v popsané situaci konkrétné analyza rozptylu jednoduchého tiidéni),
ktera uvedenou podminku splnuje.

Pokud na hladin¢ vyznamnosti a zamitneme nulovou hypotézu, zajima nas, které
dvojice stiednich hodnot se od sebe lisi. K feSeni tohoto problému slouzi metody

mnohonasobného porovnavani, napt. Scheffého nebo Tukeyova metoda.

Ho nezamitame

DATA

ANOVA

Hp zamitame

—1 STOP
provést
— mmnohonasobné

porovnavani
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|TeEkové notace

V analyze rozptylu jednoduchého tfidéni se pouziva tzv. teCkova notace.
n=yr_4n; ... celkovy rozsah viech r vybéra

n;
X; = Xij ... soucet hodnot v i-tém vybéru
j=1
1
M; = —X i ... vybérovy pramér v i-t¢ém vybéru

X = E Z ... soucet hodnot vSech vybéru

L= 5 ... celkovy pramér vSech r vybéra
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|Testovén|' hypotézy o shodé strednich hodnot (1)

Nahodnée veliCiny X;; se fidi modelem

MO: X; =+ oy + g5

proi=1,...,r,j=1, ..., n;, pficemz

g;; jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny s rozlozenim N(0, c?),
L je spole¢na ¢ast stfedni hodnoty zavisle proménné veliciny,

a; je efekt faktoru A na Grovni 1.

Parametry p, o; nezname.
.
Pozadujeme, aby platila tzv. reparametrizacni rovnicezz n;a; = 0. (Pokud je
i=1
tfidéni vyvazené, tj. pokud maji vSechny vybéry stejny rozsah: n; = n, = ... = n,
pak lze pouzit zjednodusenou podminku Y/, a; = 0.)

T
ng
Zavedeme soudty &tvercl Sp = E (Xij —M)?* ... celkovy soucet
z : j=1
i=1

¢tvercii (charakterizuje wvariabilitu jednotlivych pozorovani kolem celkového
prameéru), pocet stupnt volnosti fr =n — 1,
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|Testovén|' hypotézy o shodé strednich hodnot (2)

Sy = z:=1 n; (M; — M )? ... skupinovy soucet étvercii (charakterizuje variabilitu
mezi jednotlivymi nahodnymi vybéry), pocet stupii volnosti f, =r — 1.

Sc¢itanec (M; — M ) predstavuje bodovy odhad efektu o;.

T
z : n;
Sg = E Xij — M;)? ... rezidualni souéet &étverct (charakterizuje
. Jj=1
=1

variabilitu uvniti jednotlivych vybéra), pocCet stupnt volnosti fr =n - r.

Lze dokazat, ze S; =S, + Sg.

(Dukaz je proveden napr. ve skriptech Budikova, Mikolas, Osecky: Popisna
statistika v poznamce 5.20.)

Kdyby nezalezelo na faktoru A, platila by hypotéza a; = ... = o, = 0 a dostali
bychom model

MI1: Xji = 1+ g;.

Bé&hem analyzy rozptylu tedy zkoumame, zda vybérové priméry M,, ..., M; se od
sebe 1isi pouze v mezich ndhodného kolisani kolem celkového priméru M nebo
zda se projevuje vliv faktoru A.
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|Testovén|' hypotézy o shodé strednich hodnot (3)

Rozdil mezi modely M0 a M1 ovéfujeme pomoci testove statistiky

__Sa/fa
Fa = Se/fE
o nevyznamnosti faktoru A tedy zamitneme na hladiné vyznamnosti a, kdyz plati:
Fy> F_(r-1,n-1).

, ktera se tidi rozlozenim F(r-1,n-r), je-1i model M1 spravny. Hypotézu

Vysledky vypocti zapisujeme do tabulky analyzy rozptylu jednoduchého tridéni.

Zdroj variability | soucet ¢tvercu | stupné€ volnosti | podil Fa
. _ Sa/fa
skupiny Sa fa=r-1 Sp/fa ST
rezidualni Sc fe=n-r Se/fe -
celkovy St fr=n-1 - -

Silu zavislosti nahodné veliCiny X na faktoru A muzeme méfit pomoci poméru

- S r r -
determinace: P? = s_A‘ Nabyva hodnot z intervalu (0,1).
T
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Testovani hypotézy o shodé rozptylu (1)

Pred provedenim analyzy rozptylu je zapotiebi ovérit predpoklad o shodé
rozptylt v danych r vybérech.
a) Levenuv test: Polozme Z;; = |X;; — M; |. Oznacime

ng

r
ng
SZE = E Z 1(Zij — My;)?,
. 1=
=1

r

SzA = ;- ni(Mzi — Mz)? .

Sza/(r—1)
Sze/(m—1)
Hypotézu o shodé rozptyll tedy zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti
a, kdyz Fz, = F,_,(r-1, n-r).

Plati-l1 hypotéza o shodé rozptylt, pak statistika Fz, = ~ F(r-1, n-r).
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Testovani hypotézy o shodé rozptylu (2)

(Levenuv test je vlastné zalozen na analyze rozptylu absolutnich hodnot
centrovanych pozorovani. Vzhledem k tomu, Ze nahodné veliCiny Xj; — M; nejsou
stochasticky nezavislé a absolutni hodnoty téchto veli¢in nemaji normalni
rozlozeni, je Levenllv test pouze aproximativni.)

Modifikaci Levenova testu je Brownuv — Forsythetv test. Modifikace spociva
v tom, ze misto vybérového priméru i-t¢ho vybéru se pfi vypoctu veliCiny Z;
pouziva median i-tého vybéru.

b) Bartlettuv test: Plati-li hypotéza o shodé rozptylti a rozsahy vSech vybéra jsou
vEétsi nez 6, pak statistika
B=_[(n—rs>*— Y (n;— DInS;*]=x¥(r-1), kde
1
3(r—1)
H, zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz B > ¥?,_,(r-1).

C=1+

r
(Z r _ 1 ) a S:? je vazeny prumér vybérovych rozptylu.

j=gni—1 n-r

(Bartletttv test je pomérné slaby a je citlivy na poruSeni normality. Neda se pouzit
pro malé rozsahy vybéru.)
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| Post — hoc metody mnohonasobného porovnavani (1)

Zamitneme-li na hladiné vyznamnosti a hypotézu o shodé stirednich hodnot, chceme
zjistit, které dvojice stifednich hodnot se 1liSi na dané hladin€ vyznamnosti o, tj. na
hladiné vyznamnosti a testujeme Hg: 1y = . proti H;: iy # . pro vSechna L k=1, .., r,
1 #k.

a) Maji-li vSechny vybéry tyz rozsah p (fikame, ze tfidéni je vyvazené), pouzZijeme

- , . , My —M .
[ukeyovu metodu. Testova statistika ma tvar % Rovnost stfednich hodnot py a

N
. o . . My —M
1; zamitneme na hladiné vyznamnosti o, kdyz Iks—ll = q1—q(r,n — 1), kde hodnoty

VP
d;.o(r, n-r) jsou kvantily studentizovaného rozpéti a najdeme je ve statistickych
Xy —Xw )

tabulkach. (Studentizované rozpéti je nahodna veli¢ina Q = .

Existuje modifikace Tukeyovy metody pro nestejné rozsahy vybéri, nazyva se
| Mg —My|

1.1 1.
S’Jg(ﬂ*’n—z)
Rovnost stiednich hodnot p, a p; zamitneme na hladiné vyznamnosti o, kdyz

|My —M |
1 1 1 2 ql—a(r’ n _ r)'

Tukeyova HSD metoda. V tomto pfipadé ma testova statistika tvar

219



| Post — hoc metody mnohonasobného porovnavani (2)

b) Nemaji-li vSechny vybéry stejny rozsah, pouzijeme Scheflcho metodu: rovnost
stfednich hodnot p a py zamitneme na hladiné vyznamnosti o, kdyz

1 1
|Myj, — M; | = S*\/(r— 1) (n_k+n—z) Fi_o(r—1,n—r71).

Vyhodou Scheffého testu je, ze k jeho provedeni nepotifebujeme specialni
statistické tabulky s hodnotami kvantili studentizovaného rozpéti, ale staci bézné
statistické tabulky s kvantila Fisherova — Snedecorova rozlozeni.

V piipadé vyvazeného tridéni, kdy lze aplikovat Tukeyovu 1 Scheffého metodu,
pouzijeme tu, ktera je citlivéjsi. Tukeyova metoda tedy bude vyhodnéjsi, kdyz

Q1o (1, n-1) < 2(r-1)F_4(r-1, n-1).

Metody mnohonasobného porovnavani maji obecné€ mensi silu nez ANOVA.
Miize nastat situace, kdy pii1 zamitnuti H, nenajdeme metodami mnohonasobného
porovnavani vyznamny rozdil u zadné dvojice stfednich hodnot. K tomu dochazi
zvlasté tehdy, kdyz p-hodnota pro ANOVU je jen o malo nizSi nez zvolena
hladina vyznamnosti. Pak slabsi test patfici do skupiny metod mnohonasobného
porovnavani nemusi odhalit zadny rozdil.

Tukeyova metoda je citlivé)si pii stejném rozsahu.
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| Planované porovnavani - testovani vyznamnosti kontrastu

Planované  porovnavani je navrzeno pied provadénim
ANOVY. Provadi se pomoci kontrastu, tj. pomoci linearnich
kombinaci stfednich hodnot. Kontrast q = )7_; c;u;, kde

21, =0a Z; 1Ci2 > 0. Odhadem kontrastu je veli€ina

g =2Xi—1¢iM;. Testovani Hy: q = 0 proti H;: q # 0 je
(’iz

r 2
2 Ci
S. ——
L
i=1

platnosti H, fidi rozlozenim F(1, n-r). Nulovou hypotézu
zamitame na hladiné vyznamnosti a, kdyz plati

F, . Fi_o(1,n—r).

zalozeno na statistice F,; = , ktera se v pripadé
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| Porovnavani s kontrolou

V tomto pfiipadé neporovnavame jednotlivé skupiny mezi
sebou, ale kazdou skupinu porovname s kontrolni skupinou.
Na hladiné vyznamnosti a testujeme Hy: 1, = Wy onirora PYOt1 Hy:

W # Weonwola- PTOVEdeme tedy celkem r-1 porovnani. Pouziva

|Mi._Mkontrola|
S. '

Nulovou hypotézu zamitame na hladin€ vyznamnosti a, kdyz

|Mi._Mkontrola|
ponrlel > g (r,n = 7).

se Dunettuv test, jehoz testové kritérium je
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| Priklad (1)

U ¢tyf odrid brambor (oznacenych symboly A, B, C, D) se zjistovala celkova hmotnost
brambor vyrostlych vzdy z jednoho trsu. Vysledky (v kg):

odruda hmotnost
A 0,9 0,8 0,6 0,9
B 1,310 1,3
C 131516 11 15
D 1,112 1,0

Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze stiedni hodnota hmotnosti trsu brambor
nezavisi na odriidé. Zamitnete-li nulovou hypotézu, zjistéte, které¢ dvojice odrud se lisi na
hladin€ vyznamnosti 0,05.

ReSeni:
Data povazujeme za realizace ¢tyt nezavislych nahodnych vybért ze ¢tyf normalnich rozlozeni
se stejnym rozptylem. Testujeme hypotézu, Ze vSechny ¢tyfi stfedni hodnoty jsou stejné.
Vypocitame vybérove priiméry V jednotlivych vybérech:

M, =08, M, =12, M; =14, M, =11,

celkovy primér M = 1,14,

vybérové rozptyly:

S,2=0,02, S,2=0,03, S;2=0,04, S,2= 0,01,
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| Priklad (2)

vazeny prumér vybérovych rozptyll:
T

2 Z (M=DS*  3.00242.0,0344-0,04+2:0,01 3 ——
S, === = — ’ ’ — = = 0,027, rezidualni
n-r 11 2 110
' o o 2
soucet Ctverct: Sp = (n—1r)S8,"  =11-—= 10,3,
E 110
.

skupinovy soucet &tverci: Sy = ), n;(M; —M )* = 4-(0,8 —1,14)* +
3-(1.2—-1,14)? +5- (1,4 —1,14)?+3 - (1,1 — 1,14)>= 0,816
celkovy soucet ¢tvercu: St =S, +Sg=0,816+ 0,3 =1,116,

Sal/fa . 0,816/3
SE/fE - 0,3/11 B 9’97’
Kriticky obor W = (Fj 95(3,11), @) = (3,59, ). Protoze testova statistika se
realizuje v kritickém oboru, H, zamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.

S 0,816
4 — =0,7312
St 1,116

testova statistika Fy =

Vypocteme pomér determinace: pP? =
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| Priklad (3)

Vysledky zapiSeme do tabulky ANOVA:

Zdroj variability | Soucet ¢tverct | Stupné volnosti podil Fa
skupiny S,=0,816 3 SA/3= 0,272 %ﬂf; =997
rezidualni Se=0,3 11 Sg/11 =0,02727 -
celkovy S;=1,116 14 . -

Nyni pomoci Scheffeho metody zjistime, které dvojice odrud se 1iSi na hladiné

vyznamnosti 0,05.

Srovnavané odrady

Rozdily |[M, — M, |

Prava strana vzorce

A B 0,4 0,41
A C 0,6 0,36
A D 0,3 0,41
B,C 0,2 0,40
B,D 0,1 0,44
C,D 0,3 0,40

Na hladiné vyznamnosti 0,05 se 11Si odrudy A a C.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (1)

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych X a odriida a 15 pripadech.
Do proménné X zapiSeme zjiSténé hmotnosti, do proménné odriida kody pro
dané odrudy (1 pro A, 2 pro B, 3pro C a4 pro D).

1 2
X odruda

1 0,9 A

2 0,8 A

3 0,6 A

4 0,9 A

5 1,3 B

6 1B

7 1,3 B

8 1,3C

9 1,5C

10 1,6 C

11 1,1C

12 1,5C

13 1,1 D

14 1,2 D

15 1D
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (2)

Vypocteme vybérové prumeéry a vybérové rozptyly:

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Rozklad & jednofakt. ANOVA —
OK — Proménné — Zavislé — X, Grupovaci - odrida — OK — Skupiny tabulek -
zaskrtneme Rozptyly - Vypocet.

RozKadova tabulka popisnych statistik (priklad83
N=15 (V seznamu zav. prom. nejsou ChD)

odruda X X X X
pramér | N |Sm.odch. | Rozptyl
A 0,80000° 4 0,14142 0,02000
B 1,200000 3 0,17320' 0,03000
C 1,400000 5 0,20000¢ 0,04000
D 1,100000 3 0,10000¢ 0,01000
VS.skup. 1,14000 15 0,28233 0,07971.

Nyni ovéfime piredpoklad shody rozptyli.
Na zalozce Skupiny tabulek zaskrtneme Levenuv test — Vypocet.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (3)

Levenelv test homogenity rozpylt (priklad8301)
Oznac. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC SV PC sC SV PC F P
Proménna| efek |efekt | efek chyba |chyba | chyba
X 0,01866 3 0,00622: 0,06533 11 0,00593' 1,04761' 0,41002

Vidime, ze p-hodnota Levenova testu je 0,41, tedy vétsi nez hladina
vyznamnosti 0,05. Hypotézu 0 shod¢ rozptyli nezamitame na hladiné
vyznamnosti 0,05.

Ptistoupime K testu hypotézy 0 shod¢ stiednich hodnot.
Na zalozce Skupiny tabulek zaskrtneme Analyza rozptylu — Vypocet.

Analyza rozptylu (prikad8301)
Oznac. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC SV PC sC SV PC F p
Proménna| efekt |efek | efek chyba |chyba | chyba
X 0,81600:! 3/ 0,27200' 0,30000:! 11 0,02727: 9,97333: 0,00180:

Jelikoz p-hodnota = 0,001805 je mensi nez hladina vyznamnosti 0,05,

hypotézu 0 shodé¢ strednich hodnot zamitame na hladin¢€ vyznamnosti 0,05.
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Vypocet pomoci systému STATISTICA (4)

Vypocet doplnime krabicovymi diagramy:

1,8

16¢

14¢

1,2¢

10}

0,8t

0,6

0,4

H-H

odruda

O Pramér
[0 PramértSmcCh
T Pramér+1,96*SmCr
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (5)

Nyni aplikujeme Scheffého metodu mnohonasobného porovnavani, abychom

zjistili, které dvojice odrid se lisi na hladiné¢ vyznamnosti 0,05. Na zalozce
Post — hoc zvolime Scheffétv test.

Scheffeho test; promén.: X (prikad8301)
Oznac. rozdily jsou vyznamné na hlad. p < ,0¢

{1} {2} {3} {4}
M=,8000(|M=1,200(/M=1,400(/M=1,100¢

odruda

A {1}
B {2}
C {3}
D {4}

0,05916. 0,00195¢ 0,19046.
0,05916 0,46453 0,90550.
0,00195' 0,46453 0,16349
0,19046. 0,90550. 0,16349

Tabulka obsahuje p-hodnoty pro vzajemné porovnani stfednich hodnot
hmotnosti vSech Ctyf odrad. Vidime, Ze na hladiné vyznamnosti 0,05 se lisi

odriidy A, C.
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|V\'/znam predpokladti v analyze rozptylu

a) Nezavislost jednotlivych nahodnych vybéri — velmi
dalezity predpoklad, musi byt splnén, jinak dostaneme
nesmysine vysledky.

b) Normalita — ANOVA neni pfili§ citliva na poruseni
normality, zvlast’ pokud maji vSechny vybéry rozsah nad 20
(dusledek centralni limitni véty). Pf1 vyrazn€jSim poruSeni
normality se doporucuje Kruskaltiv — Wallistv test.

c) Shoda rozptyli — mirné poruSeni nevadi, pii vétSim se

doporucuje Kruskaliv — Wallistiv test. Test shody rozptyla
ma smysl provadét az po ovéreni piredpokladu normality.
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| 10. Neparametrické testy o medianech

Motivace: Pii aplikaci t-testd ¢i analyzy rozptylu by mély byt splnény

urcite predpoklady:

- normalita dat (pro vybéry vétSich rozsaht (n > 30) nema mirné
poruseni normality zavazny dopad na vysledky)

- homogenita rozptyla

- intervalovy ¢i pomérovy charakter dat

Pokud nejsou tyto predpoklady splnény, pouzijeme tzv. neparametrické
testy, které nevyzaduji predpoklad 0 konkrétnim typu rozlozeni (napf.
normalnim), stac¢i napi. piedpokladat, ze distribucni funkce rozlozeni,
Z n¢hoz ndhodny vybér pochazi, je spojita.

Nevyhoda — ve srovnani S klasickymi parametrickymi testy jsou

neparametrick¢ testy slabsi, tzn., ze nepravdivou hypotézu zamitaji
s menSi pravdépodobnosti nez testy parametricke.

V této kapitole se omezime na ty neparametrické testy, které jsou
zaloZeny na poradi a tykaji se medianu. Nazyvaji se poradove testy.



|Pojem poradi a primeérného poradi

Necht’ X, ..., X, je nahodny vybér.

V'ektor (X(l)-, oo X)), kde Xy S < X(n) se nazyyé .us['n_;)f‘{ldam}_'--' nahodny
vyber a statistika X;) se nazyva i-ta poradkova statistika,1=1, ..., n.
Poradim R; statistiky X; rozumime pocet téch nahodnych veli¢in X, ...,
X,, které nabyvaji hodnoty mensi nebo rovné X, tj.

R; = card{j; X; < X;}.

V praxi se muze stat, ze n€ktera pozorovani jsou si rovna a vytvareji
skupiny shodnych cisel. Pak témto shodnym Cislim piitadime primérné
poradi odpovidajici takové skuping.
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| Priklad

Mame ¢isla2 1,8 2,1 2,4 1,9 2,1 2 1,8 2,3 2,2 Stanovte jejich poradi.

Resent:

usp.hodnoty 18118 (19| 2 | 2 (21]21]|22(23|24
poradi 1 2 31456 |7|8]9]10
primérné potadi | 1,5 15| 3 [45|45(65|65| 8 | 9 | 10
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| Jednovybérovy znaménkovy test a jeho asymptoticka varianta (1)

Necht X, ..., X, Je ndhodny vybér ze spojit¢ho rozlozeni se Spojitou
distribu¢ni funkci ®(x). Necht' X5, e medidnem tohoto rozloZeni, t].
O(xg50) = 0,5. Necht’ ¢ Je redlna konstanta. Testujeme hypotézu Hy: Xg 50 =
C proti oboustranné¢ alternativé Hi: X5y # C (resp. proti levostranné
alternativé Hy: X, 55 < C resp. proti pravostranné alternativé H,: X, 5o > C).

Postup provedeni testu:

a) Utvofime rozdily Y; = X, — ¢, 1 = 1, ..., n. (Jsou-li nekteré rozdily
nulové, pak za n bereme jen pocet nenulovych hodnot.)

b) Zavedeme statistiku S.,*, ktera udava pocet téch rozdilt, které¢ jsou
kladné. Plati-li H,, pak S,* ~ Bi(n,1/2), tedy E(S,*) = n/2, D(S,*) = n/4.

c) Stanovime kriticky obor.
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| Jednovybérovy znaménkovy test a jeho asymptoticka varianta (2)

Pro oboustrannou alternativu ho budou tvofit ty hodnoty testové statistiky
S,*, které jsou blizké 0 nebo n, tedy W =(0,k,)VU (k,,n), kde
nezaporna cela ¢&isla k,, k,, spliiuji podminky P(S," < k;) < % ,
P(S;* 2 ky) <+

Pro levostrannou alternativu: W = (0, k4), kde nezaporné celé cislo k,
splituje podminku P(S,™ < k) < «

Pro pravostrannou alternativu: W = (k,,n), kde nezaporne celé Cislo k,
splituje podminku P(S,™ > k,) < «

(Cisla k;, k, pro oboustranny test i pro jednostranné testy lze najit ve
statistickych tabulkach.)

d) H, zamitame na hladiné vyznamnosti a, kdyz S," € W.
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| Jednovybérovy znaménkovy test a jeho asymptoticka varianta (3)

Asymptoticka varianta testu:

Pro velka n (prakticky n > 20) lze vyuzit asymptotické normality statistiky S;*.
_ Sz'-E(Sz") _ SZ+_§

Testova statistika Uy = \[7 = = ma za platnosti H, asymptoticky
D(Sz ™) \/;

rozlozeni N(0,1).

Kriticky obor

— pro oboustrannou alternativu: W = (—00, —uq_g/2) U (U1_g/2, ),

— pro levostrannou alternativu: W = (—oo, —uq_,),

— pro pravostrannou alternativu: W = (uq_,, ).

H, zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz Uy € W.

Aproximace rozlozenim N(0,1) se zlepsi, kdyz pouzijeme tzv. korckci na

1
. r - - r SZ+_Ei_ W w W
nespojitost. Testova statistika pak ma tvar U, = f pifi¢emz 1/2 pfiéteme,
4

kdyz S;7 <n/2 a odeCteme v opacném piipadé.
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| Priklad

U 10 nahodné vybranych vzorki benzinu byly zjiS§tény nasledujici hodnoty
oktanového ¢isla: 98,2 96,8 96,3 99,8 96,9 98,6 95,6 97,1 97,7
98,0. Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze median oktanového
Cisla je 98 proti oboustranné alternative.

Re$eni:

Testujeme Hy: X 59 = 98 proti oboustranné alternativé H;: X, 50 # 98, kde X 5, je median
rozlozeni, z néhoz pochazi nahodny vybér X, ..., X,.

rozdily x; - 98: 0,2 -1,2 -1,7 1,8 -1,1 0,6 -2.4 -0,9 -0,3 0,0

S,;” = 3, nenulovych rozdila je 9. Ve statistickych tabulkach najdeme pron =9 a a =
0,05 kritické hodnoty k; = 1, k, = 8. Protoze kriticky obor W = (0,1) U (8,9)
neobsahuje hodnotu 3, nemizeme H, zamitnout na hladiné vyznamnosti 0,05.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA

Vytvofime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 10 piipady. Do proménné X napiSeme
hodnoty oktanového cisla a do proménné konst ulozime ¢islo 98.

Statistiky —Neparametricka statistika — Porovnani dvou zavislych vzorki — OK — 1. seznam
proménnych X, Druhy seznam proménnych konst — OK — Znaménkovy test.

Znaménkovy test (oktanove cislo)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,0¢

Pod&et | procent Z Uroven p
Dvojice proménnyc|ridznych v<V
X & konst 9 66,6666 0,66666 0,50498.

Vidime, Ze nenulovych hodnot n = 9. Z nich zapornych je 66,7%, tj. 6. Hodnota testové statistiky
S;7 =9 — 6 = 3. Asymptoticka testova statistika U, (zde oznacena jako Z) se realizuje hodnotou
0,6667. Odpovidajici asymptoticka p-hodnota je 0,505, tedy na asymptotické hladiné vyznamnosti
0,05 nezamitame hypotézu, ze median oktanového cisla je 98.

Upozornéni: 'V tomto pfipadé neni splnéna podminka pro vyuziti asymptotické normality
statistiky S;*, tj. n> 20. Je tedy vhodnéj$i najit v tabulkach kritické hodnoty pro znaménkovy test.
Pron=9 a a= 0,05 jsou kritické hodnoty k; = 1, k, = 8. Protoze kriticky obor W = (0,1) U (8,9)
neobsahuje hodnotu 3, nezamitame H, na hladin€ vyznamnosti 0,05. Dostavame tyz vysledek jako
pi1 pouziti asymptotickeého testu.
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| Parovy znaménkovy test

Necht (X, Y,), ..., (X, Y,) Je ndhodny vybér ze spojitého
dvourozmérného rozlozeni. Testujeme Hgy: Xp50 — Yos0 = C
proti Hy: Xo50 - Yoso # C (resp. proti jednostrannym
alternativdm). Utvotfime rozdily Z, = X; — Y, 1 =1, .., n a
testujeme hypotézu 0 medianu z, 5, t]. Hy: Zg 59 = € proti Hy:
Zo,50 7 C.



| Priklad

U osmi osob byl zmé&fen systolicky krevni tlak pfed pokusem a po ném.
¢. osoby 1 2 3 4 5 6 7 8

tlak pred 130 185 162 136 147 181 138 139

tlak po 139 190 175 135 155 175 158 149

Na hladiné¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze pokus neovlivni systolicky krevni
tlak

Reseni:

Testujeme Hy: 7,50 = 0 proti oboustranné alternativé H,: z, 5, # 0, kde 7,5, je median
rozlozeni, z n€hoz pochazi rozdilovy nahodny vybér Z, =X, - Y, ... Zg = X3 — Y.
Vypocteme rozdily mezi tlakem pied pokusem a po pokusu, ¢imz ﬁlohu prevedeme na
jednovybérovy test.

rozdily x;, —y: -9 -5 -13 1 -8 6 -30 -10

Testova statistika S,© = 2.Ve statistickych tabulkach najdeme pro n = 8 a a = 0,05
kritick¢é hodnoty k; = 0, k, = 8. Protoze kriticky obor W = 0 U 8 neobsahuje hodnotu 2,
nemuzeme HO zamitnout na hladin¢ vyznamnosti 0,05. Znamena to, Ze s rizikem omylu
nejvyse 0,05 je zvySeni krevniho tlaku stejné pravdépodobné jako jeho pokles.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA

Vytvoiime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 8 pripady. Do proménné X
napiseme hodnoty tlaku pied pokusem, do proménné Y hodnoty tlaku po pokusu.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou zavislych vzorki — OK — 1.
seznam proménnych X, 2. seznam proménnych Y — OK — Znaménkovy test.

Znaménkovy test (tlaksta)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,0¢

Po&et | procent Z Uroven p
Dvojice proménnyc|riiznych v<V
X &Y 8 75,0000' 1,06066' 0,28884.

Vidime, ze nenulovych hodnot n = 8. Z nich zapornych je 75%, tj. 6. Hodnota testové
statistiky S,* = 8 — 6 = 2. Asymptotickd testova statistika U, (zde oznacena jako Z) se
realizuje hodnotou 1,06066. Odpovidajici asymptoticka p-hodnota je 0,2888, tedy na
asymptotick¢é hladiné¢ vyznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu, ze zvySeni krevniho
tlaku stejné pravdépodobné jako jeho pokles.

Upozornéni: Stejné jako u piikladu na str. 237 (jednovybérovy test) neni splnéna
podminka pro pouziti asymptotického testu. Spravny postup je tedy ten, ktery je
uveden na predchozi str. 240.
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| Jednovybérovy Wilcoxontv test a jeho asymptoticka varianta (1)

yyt :
g :
! k\"
-_

Frank Wilcoxon (1892 — 1965): Americky statistik a chemik

Necht’ X, ..., X, Je ndhodny vybér ze spojitého rozlozeni s hustotou ¢(x),
ktera je symetrickd kolem medidnu Xy, ). @(Xg50 + X) = @(Xgp50 - X)-
Necht’ c je realna konstanta.

Testujeme hypotézu Hy: Xq50=C
proti oboustranné alternativé H: X, 5o # C nebo
proti levostranné alternativé H,: Xq 50 < € nebo

proti pravostrann¢ alternativé Hy: X 50 > C.
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| Jednovybérovy Wilcoxontv test a jeho asymptoticka varianta (2)

Postup provedeni testu:

a) Utvorime rozdily Y; = X; — ¢, 1 =1, ..., n. (Jsou-li nékteré rozdily nulové, pak za
n bereme jen pocet nenulovych hodnot.)

b) Absolutni hodnoty | Y; | usporadame vzestupné podle velikosti a spoCteme
poradi R;.

c) Zavedeme statistiky

Swt =D, V>0 R; ™, coz je soucet poradi pies kladné hodnoty Y;,

Sw = Xy;<oRi , coz je soucet poradi pfes zaporné hodnoty Y;.
Pritom plati, Zze souCet Sy~ + Syw =n(n+1)/2.
Je-li H, pravdiva, pak E(Sy ") = n(n+1)/4 a D(Syw ") = n(n+1)(2n+1)/24.
d) Testova statistika = min(Sy ", Syw) pro oboustrannou alternativu,

= Sw  pro levostrannou alternativu,

= Sw pro pravostrannou alternativu.

e) H, zamitame na hladiné¢ vyznamnosti a, kdyz testova statistika je mensi nebo
rovna tabelované kritické hodnoté¢.
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Jednovybérovy Wilcoxontiv test a jeho asymptoticka varianta (3)

Asymptoticka varianta jednovybérového Wilcoxonova testu:
Pro n = 30 lze vyuzit asymptotické normality statistiky Sy ".

+ mn(n+1)
Swr—EGSw™) _ Sw —

’D(SW"') o \/n(n+12)£2n+1)

pro oboustrannou alternativu W = (—o0, —uUq_g/2) U {(U1_q/2, ),

Plati-li Hy, pak U, = ~ N(0,1).

Kriticky obor:

pro levostrannou alternativu W = (—oo, —uq_4),
pro pravostrannou alternativu W = (u4 _,, o°)
H, zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz U, € W.

Predpoklady pouziti jednovybérového Wilcoxonova testu:

— rozlozeni, z néhoz dany nahodny vybér pochazi, je spojité
— hustota tohoto rozlozeni je symetricka kolem medianu

— sledovana veli¢ina X ma aspon ordinalni charakter

(Neni-li spIlnén predpoklad o symetrii hustoty kolem medianu, lze pouzit napr.
znameénkovy test.)
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| Priklad

Pro zadani prikladu 0 oktanovém cislu benzinu, proved’te jednovybérovy
Wilcoxonuv test.

ReSeni:
Testujeme hypotézu Hy: Xq 50 = 98 proti oboustranné alternativé H,: X, 50 # 98.

Absolutni hodnoty rozdilti x; — 98 setfidime vzestupné podle velikosti (ptfitom
vynechame nulovy rozdil a kladne rozdily znaCime tu¢né):

abs (x,—98) 0,2 0306 0911121718 24

pofadiR, 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Soucet poradi ptes kladné hodnoty rozdili: S,,* = 12

Soucet poradi ptes zaporné hodnoty rozdilu: S, = 33

Testova statistika = min(12,33) = 12, tabelovana kriticka hodnota pro a = 0,05
an=9 jeb5. Protoze 12 > 5, H, nezamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA

Utvofime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 10 ptipady. Do proménné oktan napiseme
zjisténé hodnoty a do proménné konst ulozime c¢islo 98.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou zavislych vzorki — OK — 1. seznam
proménnych oktan, 2. seznam proménnych konst — OK — Wilcoxontliv parovy test.

Dvojice proménnyc

Wilcoxonlv parovy test (oktan.sta)

Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,0¢f

Poget T z Uroveri p
platnych

oktan & konst

10 12,0000 1,24393: 0,21352

Vystupni tabulka poskytne hodnotu testové statistiky SW* (zde oznacena T), hodnotu
asymptotické testové statistiky U, a p-hodnotu pro U,. V tomto piipadé je p-hodnota 0,213525,
tedy nulova hypotéza se nezamita na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

Upozornéni: | v tomto piipadé neni splnéna podminka pro pouziti asymptotického testu. Spravny
postup je tedy ten, ktery je uveden na predchozi str. 245.

247



| Parovy Wilcoxonuv test

Necht (X, Yy), ..., (X, Y,) Je nahodny vybér ze spojitého
dvourozmérného rozlozeni. Testujeme Hgy: Xp50 — Yos0 = C
proti Hy: Xo50 - Yoso # C (resp. proti jednostrannym
alternativdm). Utvotfime rozdily Z, = X; — Y, 1 =1, .., n a
testujeme hypotézu 0 medianu z, g, tJ. Hy: 7 5o = C proti

H: Zy 50 + C.



| Priklad

Pro data z prikladu 0 krevnim tlaku proved’te parovy Wilcoxontv test.

Reseni:

Testujeme Hg: zy5, = 0 proti oboustranné alternativé H,: 7,5, # 0, kde 7, ¢, Je
medidn rozloZeni, z néhoz pochazi rozdilovy ndhodny vybér Z; = X; - Yy, ...
Zg=Xg—Yg.

Absolutni hodnoty rozdili x; — y; setfidime vzestupné podle velikosti (kladné
rozdily znaCime tu¢né):

abs(x;—y;) 1 5 6 8 9 10 13 20

pofadiR, 1 2 3 4 5 6 7 8

Soucet poradi pres kladné hodnoty rozdili: S\,* = 4

Soucet poradi ptes zaporné hodnoty rozdilu: S, = 32

Testova statistika = min(4,32) = 4, tabelovana kriticka hodnota pro o = 0,05
an =8 je 3. Protoze 4 > 3, H, nezamitame na hladin¢€ vyznamnosti 0,05.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA

Pouzijeme datovy soubor, ktery jsme jiz vytvofili pro aplikaci znaménkového testu.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou zavislych vzorkti — OK — 1.

seznam proménnych X, 2. seznam proménnych Y — OK — Wilcoxoniiv parovy test.

WilcoxonUv parovy test (tlak sta)
OznacCené testy jsou vyznamné na hladiné p <,0¢

Pocdet

Dvojice proménnyc|platnych

T z Urovenr p

X &Y

8 4,00000' 1,96039.. 0,04995

Testova statistika (zde oznacena jako T) nabyva hodnoty 4, asymptoticka testova
statistika (oznaCena jako Z) nabyva hodnoty 1,960392, odpovidajici asymptoticka p-
hodnota je 0,049951, tedy na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 nulovou hypotézu
zamitame. To je v rozporu s vysledkem, k némuz jsme dospéli pti ru¢nim vypoctu. Je to
zpuisobeno tim, Ze neni dodrzena podminka pro pouziti asymptotické varianty
Wilcoxonova testu — rozsah vybéru ma byt aspon 30.
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| Priklad
(Asymptoticka varianta Wilcoxonova testu)
30 nahodn¢ vybranych osob mélo nezavisle na sobé bez pfedchoziho nacviku odhadnout, kdy od

dan¢ho signalu uplyne 1 minuta. Byly ziskany nasledujici vysledky (v sekundach): 53 48 45 55
63 51 66 56 50 58 61 51 64 63 59 47 46 58 52 56 61 5748 62 54 49 51 46 53 58.

Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze median rozlozeni, z néhoZz dany
nahodny vybér pochazi, je 60 sekund proti oboustranné alternativé (nulova hypotéza vlastné tvrdi,
ze polovina osob délku jedné minuty podhodnoti a druha nadhodnoti).

ReSeni:

Testujeme Hy: x50 = 60 proti oboustranné alternativé H;: X, 5o # 60.
Obvyklym zplisobem stanovime statistiku Sy = 55.

Asymptoticka testova statistika:

+_n(n+1) _30(30+1)

Ug =W ZEGw?) _ Swio 4 _ S5 4 _ 345
ID(SW") Jn(n+12)izn+1) J30(30+;):2.30+1)

Kriticky obor:
W= (—OO, _ul—a'/2> U (ul—a/ZDOO) = (—OO, _u0,975) U (u0,975!oo) = (—OO, —1,96) U (11961' OG)

Testova statistika se realizuje v kritickém oboru, tedy H, zamitame na asymptotické hladiné
vyznamnosti 0,05.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA

Utvofime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 30 pfipady. Do
proménné odhad napiSeme zjisténé hodnoty a do proménné konst ulozime
Cislo 60.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou zavislych vzorka —
OK — 1. seznam proménnych odhad, Druhy seznam proménnych konst — OK —
Wilcoxoniiv parovy test.

Wilcoxonuv parovy test (odhad minuty)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,0¢f

Pod&et T Z Uroven p
Dvojice proménnyc|platnych
odhad& konst 30/ 55,0000 3,65088!/| 0,00026

Testova statistika (zde oznacena jako T) nabyva hodnoty 55, asymptoticka
testova statistika (oznacena jako Z) nabyva hodnoty 3,65088, odpovidajici
asymptoticka p-hodnota je 0,000261, tedy na asymptotické hlading
vyznamnosti 0,05 nulovou hypotézu zamitame.
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| Dvouvybérovy Wilcoxonlv test a jeho asymptoticka varianta (1)

Necht' X, ..., X a Y, ..., Y, Jsou dva nezavislé ndhodné vybéry ze dvou
spojitych rozlozeni, jejichz distribu¢ni funkce se mohou lisit pouze posunutim.
OznaCme X,5, medidn prvniho rozloZeni a Yy,5, medidn druh¢ho rozlozeni.
Testujeme hypotézu, ze distribu¢ni funkce téchto rozlozeni jsou shodné neboli
mediany jsou shodné proti alternative, ze jSou rozdilné, tj.

Ho: Xo50 = Yos0 = 0 Proti Hy: Xg 50 - Yos0 # 0-

Postup provedenti testu:

a) Vsech n + m hodnot X,, ..., X a Yy, ..., Y., uspofddame vzestupné¢ podle
velikosti.

b) Zjistime soucet potradi hodnot X,, ..., X, a ozna¢ime ho T,. Soucet poradi
hodnot Yy, ..., Y, oznacime T,.

C) Vypocteme statistiky U; = mn + n(n+1)/2 — T, , U, = mn + m(m+1)/2 - T,.
Piitom plati U; + U, = mn.

d) Pokud min(U,,U,) < tabelovana kriticka hodnota (pro dané rozsahy vybéra m,
n a dané a), pak nulovou hypotézu 0 totoznosti obou distribu¢nich funkci
zamitame na hladiné vyznamnosti o. V tabulkach: n = min{m,n} a

m = max{m,n}.
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Dvouvybérovy Wilcoxonlv test a jeho asymptoticka varianta (2)

Asymptoticka varianta dvouvybérového Wilcoxonova testu:

Pro velka n, m (n, m > 30) lze vyuzit asymptotické normality statistiky U,.

u,_mn
Plati-li Hy, pak Uy = ——=— =~ N(0,1), kde U; = min(U,,U,).

mn(m+n+1)
12

pro oboustrannou alternativu W = (—00, —uy_4/2) U (U1 _q 2, ©),

Kriticky obor:

pro levostrannou alternativu W = (—o0, —uq_g),
pro pravostrannou alternativu W = (uq_4, o)
H, zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti o, kdyz Uy € W.

Predpoklady pouziti dvouvybérového Wilcoxonova testu:

— dané dva nahodné vybéry jsou nezavislé

— rozloZeni, z nichZ dané dva nahodné vybéry pochazeji, jsou spojita
— distribu¢ni funkce téchto rozlozeni se mohou lisit pouze posunutim
— sledovana veli¢ina ma aspon ordinalni charakter

(Neni-li splnén piedpoklad, Ze distribu¢ni funkce se mohou lisit pouze posunutim, lze pouzit napf.
dvouvybérovy Kolmogoroviv — Smirnovav test.)
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| Priklad

Vyrobce uréitého vyrobku se ma rozhodnout mezi dvéma dodavateli polotovar vyrabgjicich je
raznymi technologiemi. Rozhodujici je procentni obsah ur¢ité latky.

1. technologie: 1,52 1,57 1,71 1,34 1,68
2. technologie: 1,75 1,67 156 166 1,72 1,79 1,64 1,55

Na hladiné vyznamnosti 0,05 posudte pomoci dvouvyb&rového Wilcoxonova testu, zda je
opravnény predpoklad, ze ob¢ technologie poskytuji stejné procento ucinné latky:.

ReSeni:
Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujeme Hy: X, 50 - Yo 50 = 0 proti oboustranné alternativé Hy: Xg 54 -

Yoso # 0.
usp.h.1,34 152 155 156 157 164 166 1,67 168 1,71 1,72 1,75 1,79

pofadil 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
T,=1+2+5+9+10=27,T,=3+4+6+7+8+11+12+13=64
U, =5.8+56/2-27=28U,=58+8.9/2-64=12

Kriticka hodnota pro a = 0,05, min(5,8) = 5, max(5,8) = 8 je 6. Protoze min(28,12) = 12 > 6,
nemuizeme Na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu, Ze ob¢ technologie poskytuji stejné
procento ucinne latky. 255



| Vypocet pomoci systému STATISTICA (1)

Utvorime novy datovy soubor se dvéma proménnymi a 13 piipady. Do proménné X
napisSeme zjisténé hodnoty a do proménné ID napiSeme 5x ¢islo 1 pro prvni technologii
a 8x cislo 2 pro stary druhou technologii.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani dvou nezavislych vzorki — OK —

Proménné — Seznam zavislych proménnych X, Nezav. (grupov.) proménna ID — OK —
M-W U test.

Upozornéni: Ve STATISTICE je dvouvybérovy Wilcoxontv test uveden pod nazvem
Mannlv — Whitneyuv test.

Mann-Whitneylv U test (dve technologie.sta)
Dle promén. ID
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000

Sé&t pof. | S&t pof. u z Uroven p z Uroven p |N platn. |N platn. | 2*1str.
Proménné| skup. 1 | skup. 2 upravené skup. 1 | skup. 2 |pfesné p
X 27,0000 64,0000 12,0000" -1,1710¢{ 0,24156 -1,1710¢ 0,24156 5 8 0,28438.

Ve vystupni tabulce jsou soucty poradi T,, T,, hodnota testové statistiky min(U,, U,)
oznacena U, hodnota asymptotické testové statistiky U, (oznacend Z), asymptoticka p-
hodnota pro U,a ptfesna p-hodnota (ozn. 2*1str. ptesné p — ta se pouziva pro rozsahy
vybért pod 30). V nasem piipad¢ piesna p-hodnota = 0,284382, tedy H, nezamitame na

hladin¢€ vyznamnosti 0,05. 256



| Vypocet pomoci systému STATISTICA (2)

Vypocet je vhodné doplnit krabicovym diagramem.

19 .

18}

15¢t

14+

o Median
13 ' : [ 25%-75%
T Min-Max

ID

Je ziteym¢, Ze prvni technologie poskytuje vesmés nizsi procento uc€inné latky

nez druha technologie a take vykazuje ponékud vétsi variabilitu.
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| Kruskaluv - Wallistuiv test (1)

William Kruskal (1919 — 2005): Wilson Allen Wallis (1912 — 1988):
Americky matematik Americky matematik
Necht' je dano r > 3 nezdvislych ndhodnych vybéra o rozsazich n;, ... , n.

Predpokladame, Ze tyto vybeéry pochazeji ze spojitych rozlozeni. Ozna¢me
n=n; + ..+ n. Na asymptotické hladin¢ vyznamnosti o chceme testovat
hypotézu, zZe vSechny tyto vybéry pochazeji z t¢hoz rozloZeni.

258



| Kruskaltv - Wallistv test (2)

Postup testu:

a) VsSech n hodnot sefadime do rostouci posloupnosti.

b) Urcime poradi kazdé hodnoty v tomto sdruzeném vybéru.

c¢) Oznac¢me Tj soucet pofadi téch hodnot, které patii do j-tého vybéru, j=1, .., r
(kontrola: musi platit T, + ... + T, = n(n+1)/2).

. , T - .
d) Testova statisttka ma tvar: Q = #21) - —3(n+1). Plati-i Hy,, ma
j

j=1
statistika Q asymptoticky rozlozeni ¥*(r-1).
e) Kriticky obor: W = (y4,_,(r — 1), ).
f) H, zamitneme na asymptotické hladiné vyznamnosti a, kdyz Q >y, *(r-1).
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| Priklad

V roce 1980 byly ziskany tii nezavislé vybéry obsahujici idaje o praimérnych ro¢nich piijmech (v
tisicich dolartl) ¢tyt socialnich skupin ve tiech riznych oblastech USA.

jizni oblast: 6 10 15 29

pacificka oblast: 11 13 17 131

severovychodni oblast: 7 14 28 25

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze piijmy v téchto oblastech se nelisi.

ResSeni:

Vypoity uspoiadame do tabulky | _USp.hodnoty [6]7]10]11)13/14/15]17]25)28)29|131
Potadi 1.vybéru |1 3 7 11
Poradi 2.vybéru 415 8 12
Poradi 3.vybéru 2 6 9110

T,=1+3+7+11=22,T,=4+5+8+12=29T;=2+6+9+ 10=27,

-
12 T _ 12 222 292 272\ .
Q= n(n+1) E n; 3(n+1) = 12-13( s Tt ) 3-13 =05,

j=1
W = (x%,_u(r — 1),0) = (4% 45(2), ) = (5,991, o)

Protoze Q < 5,991, H; nezamitame na asymptotické hladin€¢ vyznamnosti 0,05.

Rozdily mezi primérnymi ro¢nimi piijmy v uvedenych tfech oblastech se neprokazaly.
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| Medianovy test

Vychozi situace je stejna jako u K-W testu

Postup testu:

a) Vsech n hodnot uspoifadame do rostouci posloupnosti.

b) Najdeme median x5, t€chto n hodnot.

¢) Oznatme P; poCet hodnot v j-tém vybéru, kter¢ jsou vetsi nebo rovny medianu X so.

nj

T
, .. , § P;* . , ..
d) Testova statistika ma tvarQ,, = 4 4 — n. Plati-li Hy, ma statistika Qyy
J=1

asymptoticky rozlozeni y2(r-1).
e) Kriticky obor: W = (x2,_,(r — 1),00).

f) H, zamitneme na asymptotické hladiné vyznamnosti o, kdyz Qy > x4 2(r-1).
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| Priklad

Pro data o primérnych rocnich pfijmech provedte medianovy test. Hladinu
vyznamnosti volte 0,05.

ReSeni:
Usp. hodnoty 6 7101113 14 1517 2528 29 131
14+15

Median je pramér 6. a 7. uspofdadané hodnoty: x50 = = 14,5.

V prvnim vybéru existuji 2 hodnoty, které jsou vétsi nebo rovny 14,5, stejné tak 1 ve
druhém a tfetim vybéru, tedy P, =P, = P; = 2.

r
2
Testova statistika: Qp = 4 E L _n=4z@2+2?+29)]|-12=0
J
j=1

Kriticky obor: W = (x*,_,(r — 1),00) = (¥ 45(2), %) = (5,991, )
Protoze Qy; <5,991, H, nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.
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Metody mnohonasobného porovnavani

Zamitneme-li hypotézu, ze vSechny nahodné vybéry pochazeji z téhoz rozlozeni, zajima

nas, které dvojice nahodnych vybérta se 1lisi na zvolené hladin€ vyznamnosti. Testujeme Hy:

k-ty a 1-ty nahodny vybér pochazeji z téhoz rozlozeni, k, 1 = 1, .., r, k # | proti H,: aspon

jedna dvojice vybéru pochazi z raznych rozlozeni.

a) Neményiho metoda (Peter Neményi 1927 — 2002: Americky matematik mad’arského

puvodu)

— VSechny vybéry maji tyz rozsah p (tfidéni je vyvazené).

—  Vypocteme | T, - Ty | .

— V tabulkach najdeme kritickou hodnotu (pro dané p, r, a ).

— Pokud I T, - Tk | > tabelovana kriticka hodnota, pak na hladin€ vyznamnosti o zamitame
hypotézu, ze lI-ty a k-ty vybér pochazeji z téhoz rozlozeni.

b) Obecna metoda mnohonasobného porovnavani

“ T T
—  Vypoéteme|— — —"l

ng ng
— Ve specialnich statistickych tabulkach najdeme kritickou hodnotu hgw(oa ). Pri1 vétSich
rozsazich vybéri je mozno ji nahradit kvantilem y;_, 2(r-1).

_&l

Jestlize |Z;—‘l — = L(l-l-n—lk)n(n+ Dhgw (a) ., pak na hladiné vyznamnosti o

12 "ny
zamitame hypotézu, ze 1-ty a k-ty vybér pochazeji z téhoz rozlozeni.
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| Priklad

Ctyti laboranti provedli analytické stanoveni procenta niklu v oceli. Kazdy hodnotil p&t vzorka.
Laborant A: 4,15 4,26 4,10 4,30 4,25
Laborant B: 4,38 4,40 4,29 4,39 4,45
Laborant C: 4,23 4,16 4,20 4,24 4,27
Laborant D: 4,41 4,31 4,42 4,37 4,43

Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vSechny ¢Ctyi1 ndhodné vybéry
pochazeji ze stejne¢ho rozlozeni. Pokud nulovou hypotézu zamitnete, zjistéte, kter¢ dvojice vybéri
se lisi.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (1)

Vytvorime novy datovy soubor o dvou proménnych a 20 pripadech. Do
proménné Nikl napiSeme zmérené hodnoty, do proménné laborant napisSeme

5x1 pro 1. laboranta atd. az 5x4 pro 4. laboranta.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnani vice nezavislych vzorku -
OK — Seznam zavislych proménnych nikl, Nezav. (grupovaci) proménna
laborant — OK — Summary: Kruskal-Wallis ANOVA & Median test. Ve dvou

vystupnich tabulkach se objevi vysledky K-W testu a medidnoveho testu.

Kruskal-Wallisova ANOVA zaloZ. na poiik (nik v ocel

Kruskal-Wallisiv test: H (3, N=20) =13,77714 p =,003

Nezavisla (grupovaci) proménn&borant
Zavida:[Kod | Pocet Soucet
niki platnych | pofadi
1 1 5 29,0000t
2 2 5 75,0000
3 3 5 27,0000
4 4 5 79,0000
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Vypocet pomoci systému STATISTICA (2)

Medianovy test, celk. median = 4,29500; nikl (nikl v oceli]
Mezavisla (grupovaci) proménna - laborant
Zavisla: Chi-Kvadr. = 13,60000 sv= 3 p=,0035
nikl 1 | 2 | 3 | 4 |Celkem
<= Median: pozorov. 4,00000 1,00000 5,00000 0,00000 10,00000
ofekav.| 250000 250000 250000 250000
poz-o&. [ 150000 -1,50000 250000 -250000
> Median: pozorov. 1,00000 4,00000 0,00000 5,00000 10,00000
ofekav.| 250000 250000 250000 250000
poz-of.[ -1.50000 1,50000 -250000 250000
Celkem: ofek. [ 500000 500000 5,00000 500000 2000000

Oba testy zamitaji hypotézu 0 shod¢ mediant v danych ¢tyfech skupinach, ale K-W test je ponékud silnéjsi (p-
hodnota = 0,0032, zatimco p-hodnota pro medianovy test je 0,0035).

Nyni provedeme mnohonasobné porovnavani, abychom zjistili, které dvojice laborantt se lisi. Zvolime Vicenas.
porovnani primérného potadi pro vs. skupiny.

Vicenasobné porovnani p hodnot (oboustmikl (nik v ocel
Nezavisla (grupovaci) proménn&borant
Kruskal-Wallisav test: H ( 3, N=20) =13,77714 p =,0032

Zavida: 1 2 3 4

nik R:5,800C| R:15,00(C| R:5,400(C| R:15,80C

1 | 0,08364 | 1,00000! 0,04515!

2 1 0,08364 0,06177' 1,00000!

3 | 1,00000! 0,06177 0,03266.

4 0,04515: 1,00000' 0,03266.

Tabulka obsahuje p-hodnoty pro porovnani dvojic skupin. Vidime, Zze na hladin¢ vyznamnosti 0,05 se lisi
laboranti A, D a laboranti C, D.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (3)

Graficke znazornéni vysledki

Krabicowvy graf dle skupin
Proménna:nikl
450
445 ¢
w0 (o]
435
430
=
-
425 u]
420
415
410
405 : :
1 2
laborant

0 Median
[] 25%-75%
1 Min-Max
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| 11. Testovani nezavislosti nahodnych velic¢in

Motivace: Pri zpracovani dat se velmi Casto setkame s ukolem zjistit, zda
dvé nahodné veli¢iny jsou stochasticky nezavislé. Testovani hypotézy 0
nezavislosti se provadi riznymi zpasoby podle toho, jakého typu jsou
dané nahodné veli¢iny — zda jsou nomindlni, ordinalni, intervalové ¢i
pomérové. Nominalni nahodné veli¢iny umoziiuji obsahovou interpretaci
pouze u relace rovnosti, ordindlni navic jest¢ u relace usporadani,
intervalové pak navic u operace rozdilu a pomérové I U operace podilu.

Napf. nds miize zajimat, zda ve sledované populaci je barva oc¢i a barva
vlasti nezavisla nebo zda pocet dnti absence a vék pracovnika jsou
nezavisle.

Zpravidla chceme také zjistit intenzitu pripadné zavislosti sledovanych
dvou velic¢in. K tomuto tucelu byly zkonstruovany rtizné koeficienty, které
nabyvaji hodnot od 0 do 1 (resp. od -1 do 1). Cim je takovy koeficient
blizsi 1 (resp. -1), tim je zavislost mezi danymi dvéma veliCinami silngjsi
a ¢im je blizsi 0, tim je slabsi.



| Definice kontingencni tabulky (1)

Necht X.,Y jsou dv€ nominalni nahodné veli¢iny (tj. obsahova
interpretace je mozna jenom u relace rovnosti). Necht' X nabyva variant
X[l]ﬂ cens X[r] ayY nab)’f\/é variant y[l]? cees y[s]

Oznacme:

M = P(X = x(jj AY = ypg) ... simultanni  pravdépodobnost dvojice
variant (XD]’ y[k])

m; = P(X = xpj)... marginalni pravd€épodobnost varianty x,
mx = P(Y = y[)... marginalni pravdépodobnost varianty yy,

Simultanni a marginalni pravdépodobnosti zapiSeme do kontingen¢ni
tabulky:

Y y y T
[ - [s] ).
X T[jk
X[1] Ty e T | T
X[r] U e Tys T,
Tk T Ts 269




| Definice kontingencni tabulky (2)

Nyni poridime dvourozmérny nahodny vybér rozsahu n z rozlozeni,
kterym se fidi dvourozmérny diskrétni nahodny vektor (X, Y). Zjisténe
absolutni simultanni Cetnosti ny dvojice variant (X, V) usporadame do

kontingenc¢ni tabulky: y
x | n, | Y Yer |
Xgp Ny oo |
n, [n;, .. n.ln
n; = n; + ...+ n; je marginalni absolutni Cetnost varianty xg;

ny = np + ... + ny je marginalni absolutni ¢etnost varianty yp

Simultanni pravdépodobnost m; odhadneme pomoci simultanni relativni

W . n k . r r W -

Cetnosti pjr = %, marginalni pravdépodobnosti w; a 7w, odhadneme
r - r r . r ol r nj- n.k

pomoci marginalnich relativnich Cetnosti p; = — APk =
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| Véta o testoveé statistice K

Testuyjeme nulovou hypotézu H,: X, Y jsou stochasticky nezavislé nahodné
veli€iny proti alternativé H;: X, Y nejsou stochasticky nezavislé ndhodné veliCiny.
Kdyby nahodné veli¢iny X, Y byly stochasticky nezavislé, pak by platil
multiplikativni vztah
- - n. n.. ..n- r
Vj=1,..,r Vk=1,..,5: m =m m, neboli %k = BE 4.y = ’n LK Cislo
n;n . L .. :
];1 X se nazyva teoreticka cetnost dvojice variant (x[j], YiK)-

2
n k_
Testova statistika: K = E E ( n,nk ) :
j=1 k=1

Plati-li Hy, pak K se asymptoticky tidi rozlozenim ¥?((r-1)(s-1)).
Kriticky obor: W = (le_a (r—=1)(s —1)),00).

Hypotézu o nezavislosti veli¢in X, Y tedy zamitame na asymptotické hladiné
vyznamnosti o, kdyz K > ¥?,_,((r-1)(s-1)).

mjk =
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| Podminky dobré aproximace

RozloZeni statistiky K Ize aproximovat rozloZenim
le_n_k

v?((r-1)(s-1)), pokud teoretické Cetnosti aspoit v 80 %

n
piipadi nabyvaji hodnoty vétsi nebo rovné 5 a ve zbylych
20 % neklesnou pod 2. Neni-li splnéna podminka dobré
aproximace, doporucuje se slu¢ovani nékterych variant.
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| Definice Cramérova koeficientu, vyznam jeho hodnot

K
n(m-1)’
hodnot mezi 0 a 1. Cim blize je 1, tim je t&sn&jsi zavislost mezi X a Y, ¢im blize
je 0, tim je tato zavislost volné;si.

Craméruv koeficient: V = kde m = min{r,s}. Tento koeficient nabyva

Vyznam hodnot Cramérova koeficientu:
mezi 0 az 0,1 ... zanedbatelna zavislost,
mezi 0,1 az 0,3 ... slaba zavislost,

mezi 0,3 az 0,7 ... stfedni zavislost,
mezi 0,7 az 1 ... silna zavislost.
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| Priklad (1)

V sociologickém priuzkumu byl z uchazect o studium na vysokych Skolach potizen
nahodny vybér rozsahu 360. Mimo jiné se zjistovala socialni skupina, ze které uchazec
pochazi a typ skoly, na kterou se hlasi. Vysledky jsou zaznamenany VvV kontingenéni
tabulce:

Socialni skupina
Typ skoly n;
I I Il v
univerzitni 50 30 10 50 140
technicky 30 50 20 10 110
ekonomicky 10 20 30 50 110
Ny 90 100 60 110 360

Na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu 0 nezavislosti typu skoly
a socialni skupiny. Vypoctéte Cramériv koeficient.
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Priklad (2)

Reseni:
Nejprve vypocteme vSech 12 teoretickych Cetnosti:

ning _ 14090 _ = 35, ninp _ 140-100 _ — 389 nins _ 140-60 _ — 233 ning _ 140-110 _ 42 8

n 360 360 360 360 e
No N 110-90 N, 110-100 No N 110-60 nangs _ 110-110

2'.;1 == 360 =275=== 360 =30,6,—= == 360 =183,=== 360 33,6,
nzmn, _ 110-90 = 27, 5 nzyns _ 110-100 30 6, nzgnsz _ 110-60 18 3 nzmny _ 110-110 __ 336

n 360 360 T 360 360 @ T

Vidime, ze podmmky dobr¢ aproximace jsou splnény, vsechny teoretické cCetnosti
prevysuji Cislo 5.
Nyni dosadime do vzorce pro testovou statistiku K:

__(50-35)? | (30-38,9)? _, (50-33,6)% _ B o ) B
K = 3E + 389 + - +—33’6 =7684, r = 3, s = 4, %5s5(6) = 12,6.

Protoze K > 12,6, hypotézu o nezavislosti typu $koly a socialni skupiny zamitame na

76,4
= 0,3267.

360-2

Hodnota Cramérova koeficientu svéd¢i o tom, Ze mezi veli¢inami X a Y existuje

stiedné silna zavislost.

asymptotické hladiné¢ vyznamnosti 0,05. Craméruv koeficient: V =
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (1)

Vytvorime novy datovy soubor o tfech proménnych (X - socialni skupina, Y —

\ W N4 .
typ Skoly, Cetnost) a 12 ptipadech: 1 2 3

X Y cetnost

1l univerzitni 50

2(1 technicky 30

3|1 ekonomicky 10

4111 univerzitni 30

5111 technicky 50

6|11 ekonomicky 20

7111 univerzitni 10

LS technicky 20

Ol ekonomicky 30

10(1vVv univerzitni 50

11(IvVv technicky 10

12(1v ekonomicky 50

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — OK — Specif. Tabulky — List 1 X, List
2 Y — OK, zapneme proménnou vah cetnost — OK, Vypocet — na zalozce
Moznosti zaskrtneme Ocekavané Cetnosti. Dostaneme kontingencni tabulku

teOrCtiCk},’Ch Cetnosti: |Souhmna tab.: Otekavané Eetnosti (typ skoly)

Cetnost oznagenych buné&k> 10

Pearsonlv chi-kv. : 76,8359, sv=6, p=,000000

X Y Y

univerzitni |[technicky |ekonomicky | souclty

Y Radk.

| 35,000t 27,500
I 38,888! 30,555!
Il 23,333: 18,333:
[\ 42,777 33,611

27,5001 90,000t
30,5551 100,000:!
18,333 60,000t
33,6117(110,000!

VS.skup. 140,000 110,000:!

110,000([ 360,000!
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (2)

Vsechny teoretické Cetnosti jSou vétsi nez 5, podminky dobré aproximace jsou
splnény. V zahlavi tabulky je uvedena hodnota testové statistiky K = 76,8359,
pocet stupnt volnosti 6 a odpovidajici p-hodnota. Je velmi blizka 0, tedy na
asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitdme hypotézu 0 nezavislosti typu

Skoly a socialni skupiny.

Hodnotu testové statistiky a Cramérav koeficient dostaneme také tak, ze na na
zalozce Moznosti zaskrtneme Pearsontiv & M-V chi kvadrat a Cramérovo V a
na zalozce Detailni vysledky vybereme Detailni 2 rozm. tabulky.

Statist. : X(4) x Y(3) (typ skoly.stg

Statist. Chi-kvadr. | sv p
Pearsonuv chi-kv. 76,8358 df=€ p=,0000!
M-V chi-kvadr. 84,5352 df=€ p=,0000(
Fi , 461988

Kontingenc€ni koeficient , 419394

Crameér. V ,326674'

277



| Cuproviv koeficient kontingence

Mezi dalsi pouzivané miry zavislosti patii nasledujici:

Primérna ¢tvercova kontingence: D? = Y

¢ — koeficient:

Pearsonuv koeficient kontingence:

ENS
2
o[ K@
K+n d° +1

O < P < 1 , pricemzZ hodnoty jedna nem(ze nikdy dosahnout.

(DZ
Jr=1)(s-)

Cuprovoviv koeficient kontingence: \/

0<T<1 Vhodny zejména pokud se vyznamneé |isi r a s (obdélnikové tabulky).

Pro Ctvercové tabulky (r=s) plati: V=T




| Definice ctyrpolni kontingencni tabulky

Necht’ r = s = 2. Pak hovofime o c¢tyipolni kontingencni tabulce a pouzivame

oznaceni: n;; =a,n;; = b, ny,; =c¢, Ny, =d.

X Y n;
Y | Yz d
X1 a b a+h
Xjo1 C d c+d
N, at+c | b+d n

Testova statistika K pro ¢tyfpolni kontingencni tabulku se da zjednodusit do

tvaru:

K

n(ad — bc)*

Kriticky obor: W = (x?,__ (1), )

“(@a+b)(ct+d)(atc)b+d)
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| Véta o testové statistice K pro ctyrpolni tabulky

Testova statistika K pro ¢tyfpolni kontingen¢ni tabulku se da zjednodusit
do tvaru:

n(ad — bc)?
(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)
Kriticky obor: W = ( )(21_ (1), 90). Hypotézu o nezavislosti nahodnych
velicin X, Y tedy zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti o, kdyz
K e W.

K =

Poznamka: U c¢tyifpolni KT lze rovnéz pouzit nasledujici podminky
dobré aproximace: a+b>5,c+d>(a+c)/3.

Poznamka: Pro Ctyfpolni tabulku navrhl R. A. Fisher presny (exaktni)
test nezavislosti znamy jako Fishertiv faktorialovy test. (Je popsan napf.
v knize K. Zvara: Biostatistika, Karolinum, Praha 1998.) Jestlize p-
hodnota pro tento test < a, pak hypotézu o nezavislosti zamitame na
hladin€ vyznamnosti a.
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| Priklad

U 125 uchazech o studium na jistou fakultu byl hodnocen dojem, jakym zaptsobili na
komisi u ustni piijimaci zkouSky. Na asymptotické hladiné¢ vyznamnosti 0,05 testujte
hypotézu, ze piijeti na fakultu nezavisi na dojmu u piijimaci zkousky.

e dojem
prijeti — - n;
dobry | Spatny
ano 17 11 28
ne 39 58 97
Reseni: Nk o6 69 125

Ovérime splnéni podminek dobré aproximace:
a+b=28>5,c+d=97>(a+c)/3=56/3=18,66—v poradku
Dosadime do zjednoduSeného vzorce pro testovou statistiku K:

n(ad — bc)? 125-(17-58 — 11 - 39)?
(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)= 28-97-56 - 69
Kriticky obor: W = (% 45 (1), ) = (3,841, o).
Protoze testova statistika se nerealizuje k kritickém oboru, nulovou hypotézu
nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

K =

= 3,6953
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| Definice podilu sanci
ad

Ve Ctyfpolnich tabulkach pouzivame charakteristiku OR = Do ktera se

nazyva podil Sanci (odds ratio). Mizeme si piedstavit, Ze pokus se
provadi za dvojich riznych okolnosti a mize skonc¢it bud’ uspéchem nebo
neuspéchem.

okolnosti
Vysledek pokusu | 0 n;
uspéch a b a+b
neuspéch C d c+d
Ny a+c b+d n

e o r hd o o L4 ot Q w r = a
Pomér poctu uspéchu k poctu netspéchu (tzv. Sance) za 1. okolnosti je p
ad

za druhych okolnosti je g. Podil Sanci je OR = P
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Asymptoticky interval spolehlivosti pro podil Sanci a jeho vyuziti k
testovani hypotézy o nezavislosti

Asymptoticky 100(1-a)% interval spolehlivosti pro skute¢ny podil Sanci
ma meze:

B 1 1 1 1

d = exp anR_VE-FZ-I- +du1__
B 1 1 1 1

h = exp anR+VE+E+E+Eu1_%

Jestlize interval spolehlivosti neobsahuje 1, pak hypotézu o nezavislosti
zamitneme na asymptotické hladin€ vyznamnosti o.
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| Priklad

Pro udaje z minulého piikladu vypoctéte a interpretujte podil Sanci, sestrojte 95% asymptoticky interval
spolehlivosti pro podil Sanci a s jeho pomoci testujte hypotézu, Ze prijeti na fakultu nezavisi na dojmu u
piijimaci zkousky.

ad _ 17-58

Reseni: OR = e = 1139 = 2,298. Podil sanci nam fika, ze uchazec¢, ktery zapusobil na komisi dobrym

dojmem, ma asi 2,3 x vétsi Sanci na pfijeti nez uchaze¢, ktery zapusobil Spatnym dojmem. Provedeme
dalsi pomocné vypocty:

1 1 1 1 1 1 1 1
InOR =0,832, |_ , _ 4 — 4+~ — |_ 4 4+~ o+~ _ =
Ja+b+c+d \/17+11+39+58 0,439,110’975 1,96

Dosadime do vzorct pro meze asymptotického intervalu spolehlivosti pro podil Sanci:

1 1 1 1

Ind = INOR — =+ +—+—_q/ = 0,832 — 0,439 - 1,96 = —0,028
1 1 1 1

Inh = InOR + |=+ 54— +~u_q/ = 0,832 + 0,439 - 1,96 = 1,692

Po odlogaritmovani dostaneme: d = e~%°2% = 0,972, h = 1,092 — 5,433

Protoze interval (0,972; 5,433) obsahuje ¢islo 1, na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitame
hypotézu o nezavislosti dojmu u pfijimaci zkousky a pfijeti na fakultu.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA

Dolni a horni mez intervalu spolehlivosti pro OR zjistime pomoci
STATISTIKY. Vytvotfime datovy soubor o dvou proménnych DM a HM a

jednom piipadu. Do Dlouhého jména proménné DM napiSeme vzorec pro
dolni mez:

=exp(log(2,298)-sqrt(1/17+1/11+1/39+1/58)*VNormal(0,975;0;1))

a analogicky do Do Dlouhého jména proménné HM napiSeme vzorec pro
horni mez:

=exp(log(2,298)+sqrt(1/17+1/11+1/39+1/58)*VNormal(0,975;0;1))

1 2
DM HM
11 0,97224. 5,43156.
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| Definice Spearmanova koeficientu poradové korelace, vyznam jeho hodnot

Necht XY jsou nahodné wveli¢iny aspon ordinalniho typu. Potidime
dvourozmérny nahodny vybér (X, Y,), ..., (X, Y,) z rozlozeni, jimz se fidi
nahodny vektor (X, Y). OznaCime R; pofadi nahodné veli¢iny X, a Q; poradi
nahodné veli¢iny Y, 1= 1,

Spearmantv koeficient poradové korelace: rg = 1 —ﬁ Z?=1(Ri — Q).
Tento koeficient nabyva hodnot mezi —1 a 1. Cim je bliz$i 1, tim je siln&jsi pfima
pofadova zavislost mezi veli¢inami X a Y, ¢im je bliz§i —1, tim Je sﬂnej $i nepiima
poradova zavislost mezi veliCinami X a Y. Eyae
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| Véta o testovani hypotézy o poradové nezavislosti velicin X, Y

Na hlading vyznamnosti a testujeme hypotézu H,: X, Y jsou poradové nezéavislé
nahodné veliCiny proti

— oboustranné alternativé Hy: X, Y jsou potadové zavislé ndhodné veliCiny

— levostranné alternativé H,: mezi X a Y existuje nepiima poradova zavislost

— pravostranné alternativé H,: mezi X a'Y existuje ptfimé potradova zavislost).
Jako testova statistika slouzi Spearmantiv koeficient poradové korelace re.

Nulovou hypotézu zamitame na hladiné vyznamnosti a Ve prospéch
— oboustranné alternativy, kdyz | rg |>rs;.,(n)

— levostranné alternativy, kdyz rg <-rg.,,(n)

— pravostranné alternativy, kdyz rg > rg 1 (1),

kde rg,_,(n) je kriticka hodnota, kterou pro o = 0,05 nebo 0,01 a n < 30 najdeme
v tabulkach. Pozor — kritické hodnoty pro jednostranné alternativy se v bézné
dostupnych tabulkach nenajdou.
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| Asymptoticka varianta testu

rsvn—2
v/ 1—7‘52,

nulové hypotézy asymptoticky fidi rozlozenim t(n-2).

Pro n > 20 lze pouzit testovou statistiku 7y = ktera se v pripadé platnosti

Kriticky obor pro oboustrannou alternativu: W = (—o0, —t1_g/2(n — 2)) U
(ti—q/2(n — 2), )

Kriticky obor pro levostrannou alternativu: W = (—oo, —t;_,(n — 2))

Kriticky obor pro pravostrannou alternativu: W = (t; _,(n — 2), o0).

Hypotézu o poradové nezavislosti nahodnych veli¢in X, Y zamitame na
asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz t, € W.

Upozormeni: Systém STATISTICA pouziva tuto variantu testu potradove
nezavislosti bez ohledu na rozsah nahodného vybéru.

Pro n > 30 lze pouZit testovou statistiku r;v/n — 1 Plati-li H,, pak rn.vn—1 =
N(O, 1). Nulovou hypotézu tedy zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti
o ve prospéch oboustranné alternativy, kdyz rgvVn— 1 € (—0, —uUj_g/2) U
(U1—_@/2, ) , levostranné alternativy, kdyz rsvn—1 € (—o0, —uy_g) ,
pravostranné alternativy, kdyz rsvn — 1 € (uq_g4, )

288



| Priklad

Dva 1ékai1 hodnotili stav sedmi pacientli po témz chirurgickém zakroku. Postupovali tak, Ze

N W F

Cislo pacienta 1(2|13[4|5|6/|7
Hodnoceni 1.1¢kate | 4 [ 1 |6 |53 |2 |7

Hodnoceni2.1ékafre [ 4 |2 | 5|16 | 1|3 |7

Vypoctéte Spearmaniv koeficient rg¢ a na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zze
hodnoceni obou lékait jsou poradové nezavisla.
Reseni:

6

e (G — D1 =22 +(6 - 5)*+(5 - 6)*+(B — D*+(2 - 3)*+(7 - 7)°] =

Kriticka hodnota: rg g 95(7) = 0,745. Protoze 0,857 > 0,745, nulovou hypotézu zamitdime na hladiné
vyznamnosti 0,05.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA

Vytvotime datovy soubor o dvou proménnych X (hodnoceni 1. 1ékaie), Y (hodnoceni 2. Iékaie) a

sedmi pripadech. Do proménnych X a 'Y zapiSeme zjisténa hodnoceni.

1
X

2
Y

N|O|OAWIN|EP

~NNWOao R D

NWEOOND

Statistiky — Neparametrické statistiky — Korelace — OK — vybereme Vytvorit detailni report -
Proménné X, Y — OK — Spearmanyv koef. R. Dostaneme tabulku

Oznac. korelace jsou vyznamné na hl.
Podet|Spearman | t(N-2) |Urover p
Dvojice proménnyc| plat. R

Spearmanovy korelace (dva lekari.sta)
ChD vynechany parové

<,05

X &Y

7

0,85714: 3,72104. 0,01369

Spearmantv koeficient potradové korelace nabyva hodnoty 0,857, testova statistika se realizuje
hodnotou 3,721, odpovidajici p-hodnota je 0,0137, tedy na asymptotické hladiné vyznamnosti
0,05 zamitame hypotézu 0 potadové nezavislosti hodnoceni dvou Iékatti ve prospéch oboustranné

alternativy.
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| Definice Pearsonova koeficientu korelace

Necht' (X, Y) je nahodny vektor, pfi¢emz nahodné veli¢iny X, Y jsou aspon
intervalového typu. Cislo
X—EX) Y- E(Y)) C(X,Y)

R(X,Y) = (JD(X JD() JD(X)/D(Y)

0 jmak
se nazyva Pearsonuv koeficient korelace.

pro /D(X)/D(Y) >0

(Pro vypocet Pearsonova koeficentu korelace musime znat simultanni distribuc¢ni
funkci @(x,y) v obecném piipadé resp. simultanni hustotu pravdépodobnosti
¢(x,y) ve spojitém piipadé resp. simultanni pravdépodobnostni funkci m(X,y)
v diskrétnim ptipadé.)
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| Véta o vlastnostech koeficientu korelace

a) R(a;,Y)=R(X,a,)=R(a;,a,)=0

R(X,Y) probyb, >0

b) R(a; +b;X, a, +b,Y)=sgn(b,b,) R(X,Y) = {—R(X, Y) proby by < 0

¢) R(X, X)=1 proD(X) # 0, R(X, X) =0 jinak

d) R(X,Y)=R(Y, X)

e) |R(X,Y)| <1 arovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyZz mezi veli¢inami X, Y
existuje s pravdépodobnosti 1 uplna linearni zavislost, tj. existuji konstanty a,
b tak, ze pravdépodobnost P(Y = a + bX) = 1. Pfitom R(X, Y)=1,kdyzb >0
a R(X, Y) = -1, kdyz b < 0. (Uvedena nerovnost se nazyva Cauchyova —
Schwarzova — Bunakovského nerovnost.)

(Z vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace vyplyva, ze se hodi pouze k méieni

Wt w

k paradoxni situaci, ze Pearsontiv koeficient korelace je nulovy.)
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| llustrace

0 T T T T 2+

a1t oo

q2f o o
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a5t o o

a8t o o

07 o o
- S o

48F @ [V

_1—{'1; —[I.IB —[I.Iﬁ —[I.I4 -[I.I2 IJI IJ.I2 IJT4 IJTE& IJTB {'i}
Je-li R(X, Y) = 0, pak fekneme, Ze nahodné veli¢iny jsou neckorelované.
(Znamena to, ze mezi X a Y neexistuje zadna linearni zavislost.)

Je-li R(X, Y) > 0, pak fekneme, ze nahodné veliCiny jsou kladné korelovane.
(Znamena to, ze S ristem hodnot veli¢iny X rostou hodnoty veli¢iny Y a
s poklesem hodnot veliciny X klesaji hodnoty veliCiny Y.)

Je-li R(X, Y) < 0, pak fekneme, ze nahodné veliCiny |sou zaporné korelovane.
(Znamena to, ze S rustem hodnot veliciny X klesaji hodnoty veli¢iny Y a
s poklesem hodnot veli¢iny X rostou hodnoty veli¢iny Y.)
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| Definice vybérového koeficientu korelace

Necht (X;, Y;), ..., (X,, Y,) ndhodny vybér rozsahu n z dvourozmérného
rozlozeni dané¢ho distribuc¢ni funkci ®(x,y). Z tohoto dvourozmérného nahodného

vybéru mizeme stanovit:

r ot L4 o 4 1
vybérové priméry M; = ; T Xi, My, ==Y,

o 1
vyb&rové rozptyly S, = E Zizl(Xi — Ml)z, S,% = — 2o 1(Y M,)?,

vybérovou kovarianci §;, = ﬁ Z:;l(Xi — M) (Y; — M,) a s jejich pomoci
zavedeme vybérovy koeficient korelace
1 " x-M, Y-M, _ S;,
Ri, = {n—-1 Zi=1 S1 . Sz 515 pro Slsz = O
0 jinak

Poznamka: Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace se prenasSeji 1 na
vybérovy koeficient korelace.
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| Véta o koeficientu korelace dvourozmeérného normalniho rozlozeni

Necht nahodny vektor (X, Y) ma dvourozmérné normalni rozlozeni s hustotou

1 e (S R ] E(X
— agq a =
d(x,v) P e piicemz p,; = E(X),
1, = E(Y), 6,2 = D(X), c,2=D(Y), p=R(X,Y).

Marginalni hustoty jsou:

. 1 _Ce—py)?
P1() = [, y)dy =...=_—=e 207,

o 1 _(y—u2)?
P20 = [ o(x,Y)dx =...= —e 202

Je-li p = 0, pak pro V(x,y) € R?: p(x,y) = ¢, (x)@»(V), tedy nahodné veli¢iny

X, Y jsou stochasticky nezavislé. Jinymi slovy: stochasticka nezavislost slozek X,

Y normalné rozlozeného nahodného vektoru je ekvivalentni jejich

nekorelovanosti. Pro jina dvourozmérna rozloZeni to neplati!

Upozornéni: nadale budeme predpokladat, ze (X, Y,), ..., (X,, Y,) je nahodny

vybér rozsahu n z dvourozmérného normalniho rozlozeni N, (.u1) ( 0,° P0102>
W)’ \poo,  0,°

295



| Testovani hypotézy o nezavislosti

Na hladiné vyznamnosti o testujeme Hjy: X, Y jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny
(. p=0) proti

— oboustranné alternativé H;: X, Y nejsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny (tj. p # 0)
— levostranné¢ alternativé H;: X, Y jsou zaporn¢ korelovan¢ nahodn¢ veliCiny (t). p <0)

— pravostranné alternativé H,: X, Y jsou kladné korelované nahodné¢ veli¢iny (tj. p > 0).

’ - . ’ R VTI—Z
Testova statistika ma tvar: T, = —= .
’1—}?122

Plati-li nulova hypotéza, pak T, ~ t(n-2).

Kriticky obor pro test H,, proti

— oboustranné alternativé: W = (=0, —t;_4/2(n — 2)) U (t1_q/2(n — 2), ),
— levostranné alternativé: W = (—oo, —t;_,(n — 2)),

— pravostranné alternativé: W = (t;_,(n — 2), ).

H, zamitame na hladiné vyznamnosti o, kdyz t, € W.
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| Priklad (1)

Mame k dispozici vysledky testii ze dvou predméti zjisténé u 0smi nahodné vybranych
studentd urcitého oboru.

Cislo studenta 112(3|4|5|6|7]8
Pocet bodiiv 1.testu |80 |50 (36(58|42|60]|56 |68
Pocetboduve 2.testu |65|160(35139(48|44 48|61

Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vysledky obou testd nejsou kladné
korelovane.

ReSeni:

Nejprve se musime piesveédcCit, ze uvedené vysledky lze povazovat za realizace
nahodného vybéru z dvourozmérného normalniho rozlozeni. Lze tak ucinit orienta¢né

pomoci dvourozmérného teCkového diagramu. Tecky by mély vytvofit elipsovity
obrazec, protoze vrstevnice hustoty dvourozmérného normalniho rozlozeni jsou elipsy.
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| Priklad (2)

Obrazek svéd¢i o tom, ze predpoklad dvourozmérne normality je opravnény a ze mezi
poCty bodu z 1. a 2. testu bude existovat ur€ity stupen piimé linearni zavislosti.

Testujeme Hy: p = 0 proti pravostranné alternativé H;: p > 0.

Vypoltem zjistime: Ry, = 0,6668, T = 2,1917. V tabulkiach najdeme t,o5(6) = 1,9432.
Kriticky obor: W = (1,9432;0). Protoze T € W, hypotézu o neexistenci kladné
korelace vysledkt z 1. a 2. testu zamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.
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Vypocet pomoci systému STATISTICA

a) Vytvorime datovy soubor o dvou proménnych X, Y a 8 ptipadech. Dvourozmérnou normalitu
dat ovétime pomoci dvourozmérného teckového diagramu — viz vyse.

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Korelacni matice — OK — 1 seznam promén. — X, Y — OK
— na zalozce Moznosti vybereme Zobrazit detailni tabulku vysledki — Vypocet.

Korelace (dva testy.sta)

Oznac€. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000

(Celé pfipady vynechany u ChD)
Prom. X &| Primér |Sm.Odch.| r(X,Y) r2 t 0] N | Konst. Smeér. Konst. |Smémic
prom. Y zav..Y | zav:Y | zav.: X | zav.: X
X 56,2500 13,9974
X 56,25001 13,9974 1,00000' 1,00000! 8/ 0,0000( 1,00000! 0,0000¢ 1,00000:
X 56,2500! 13,9974
Y 50,0000! 10,9283{0,66680. 0,44462 2,19169. 0,07090' 8/ 20,7163 0,52059. 13,5466:. 0,85406
Y 50,0000/ 10,9283.
X 56,25001 13,9974 0,66680. 0,44462: 2,19169: 0,07090'| 8 13,5466 0,85406 20,7163 0,52059
Y 50,0000/ 10,9283.
Y 50,0000/ 10,9283/ 1,00000' 1,00000! 8/ 0,0000( 1,00000! 0,0000( 1,00000

Vybérovy koeficient korelace se realizoval hodnotou 0,6668, testova statistika nabyla hodnoty
2,1917, odpovidajici p-hodnota pro oboustranny test je 0,0709, tedy pro jednostranny test je
0,035045. Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu 0 nezévislosti veli¢in X, Y ve
prospéch pravostranné alternativy.

b) Mizeme vyuzit toho, ze jiz zname r,,. Statistiky — Pravdépodobnostni kalkulator — Korelace —
vyplnime n = 8, r = 0,6668, odSkrtneme Dvojité, zaskrtneme Vypocet p z r — Vypocet. V okénku p
se objevi hodnota 0,035455, tedy na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu 0 nezavislosti
veli¢in X a Y ve prospéch pravostranné alternativy. 299



| Test o porovnani koeficientu korelace s danou konstantou

Necht’ c je realna konstanta. Testujeme H,: p = ¢ proti H;: p # c. (Tento test
se provadi napt. tehdy, kdyz experimentator porovnava vlastnosti svych
dat s vlastnostmi uvadénymi v literatuie.) Test je zaloZen na statistice

U= (Z — %ln iiz - 2(nc—1))\/n — 3, ktera ma za platnosti H, pro n > 10
asymptoticky rozlozeni N(0,1), pfiemz Z = %ln i+§12 je tzv. Fisherova Z-
—a12

transformace. Kriticky obor pro test H, proti oboustrann¢ alternativé tedy
je W =(=,—Uj_g/2)U(Uj_q/2, ). Hy zamitime na asymptotické
hladin€ vyznamnosti a, kdyz U € W
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| Priklad

U 600 vzorkii rudy byl stanoven obsah Zeleza dvéma analytickymi metodami
s vybérovym koeficientem korelace 0,85. V literature se uvadi, Ze koeficient korelace
téchto dvou metod ma byt 0,9. Na asymptotick¢ hladiné¢ vyznamnosti 0,05 testujte
hypotézu Hy: p = 0,9 protit Hy: p #0,9.

ReSent:

1 1+0,85 _1 1+0,9 _ 0,9 N
Z=In "0 = 12562, U(1,2562 —;In 700 — 80— ) V600 — 3 = —5,2976,

Upors = 1,96, W = (—,—-1,96) U (1,96,0). Protoze U € W, H, zamitame na
asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (pouze pfiblizny)

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdild: r, %, priméry — OK — vybereme
Rozdil mezi dvéma korelacnimi koeficienty. Do policka rl napiseme 0,85, do policka N1
napiSeme 600, do policka r2 napiseme 0,9, do policka N2 napiseme 32767 (vétsi hodnotu
systétm neumozni) - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu 0,0000, tedy zamitame nulovou

AN %)

o Storno

Fozdil mezi dvéma korelacnimi koeficienty

. | 85 @ N1:|&00 @ _ " Jednostr.
12 1.A0 El M2 | 327ET El p: 0000 (* Oboustr.

Fozdil mezi dvéma primery [normalni rozdéleni)
P [0, Esmoa:[t. F wifio & pv.oo00 Vipotet
P[0, [Esmodz[t. [ nzfio [§ ¢ Jednost

o
[ Wiobérovid primér vs. stfedni hodnata * Dboustr.

Fozdil mezi dvéma pormény

P1: |.50000 M1:110 —
I—@ lilgl p: 10000 " Jednostr. ﬂ
i IWEI NE:ITEI (* Oboustr.

Upozornéni: Pokud bychom chtéli pomoci systému STATISTICA provést piesnéjsi test
S vyuzitim statistiky U, mlzeme vypocitat Fisherovu Z- transformaci pomoci
Pravdépodobnostniho kalkulatoru — Korelace, kde zadame realizaci vybérového

koeficientu korelace, rozsah vybéru. Zajima nas Fisher z. 200




| Test o porovnani dvou koeficientu korelace

Necht' jsou dany dva nezavislé nahodné vybéry o rozsazich n a n
z dvourozmérnych normalnich rozloZeni s korelaénimi koeficienty p a p”.
Testujeme Hy: p = p” proti H;: p # p". Oznaéme R,, vybérovy korelaéni
koeficient 1. vybéru a R;," vybérovy korelacni koeficient 2. vybéru.

. 1, 1+R 1, 1+Rqy" , s ,
Polozme Z =-In——= a Z*=-In——= . Plati-li H,, pak testova
2 1-Ry, 2 1-Ry,
z-7*

statistika U = Jﬁ ma asymptoticky rozlozeni N(0,1). Kriticky obor
n-3 ' n*-3

pro test H, proti oboustranné alternativé tedy je W = (=00, —u;_g4/2) U
(U1_q/2, ). Hy zamitame na asymptoticke hladin¢ vyznamnosti a, kdyz
Uew.
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| Priklad

Lékaisky vyzkum se zabyval sledovanim koncentraci laitek A a B v moci pacientl
trpicich urcitou ledvinovou chorobou. U 100 zdravych jedinct Cinil vybérovy korelacni
koeficient mezi koncentracemi obou latek 0,65 a u 142 osob trpicich zminénou
chorobou byl 0,37. Na asymptotické hladiné¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze
korela¢ni koeficienty v obou skupinach se nelisi.

ReSent:
0,7753—0,3884
=0,3884 , U= = =
J100—3+142—3

Upors = 1,96, W = (—o,—-1,96) U (1,96,00). Protoze U € W, H;, zamitame na
asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

140,65 1, 140,37
— =0(0,7753,Z* = =In :
1-0,65 ! ! 2 1-0,37

=2,9242 .

Z=lln
2
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdili: r, %, priméry — OK —
vybereme Rozdil mezi dvéma korela¢nimi koeficienty. Do policka rl napiSeme
0,65, do policka N1 napiseme 100, do policka r2 napiseme 0,37, do policka N2
napiSeme 142 - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu 0,0038, tedy zamitame
nulovou hypotézu na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.
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| Véta o asymptotickém intervalu spolehlivosti pro koeficient korelace

Necht’ dvourozmeérny nahodny vybér rozsahu n pochazi z dvourozmérného
normalniho rozlozeni s koeficientem korelace p. Meze 100(1-0)%
asymptotického intervalu spolehlivosti pro p jsou:

Ui—q Ui—-a
d = tgh(Z - —=2£), h = tgh(Z + ——==)

eX_e—x 1, 1+Rqs
X N Z = _ln .
Cr+e X 2 1—R12

pricemz tgh x =
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| Priklad (1)

Pracovnik personalniho oddéleni urcité firmy zkouma, zda existuje vztah mezi poctem
dni absence za rok (veli¢ina Y) a vékem pracovnika (veli¢ina X). Proto nahodn¢ vybral
udaje 0 10 pracovnicich.

Cprac. | 1 | 2| 3|4 |56 | 78] 9]10
X |27 |61|37|23|46|58|29]|36]64]|40
Y |15| 6 |10|18| 9 | 7 |14|11| 5| 8

Za predpokladu, Zze uvedené udaje tvori ¢iselné realizace nahodného vybéru rozsahu 10
Z dvourozmérného normalniho rozlozeni, vypoctéte vybérovy korelacni koeficient a na
hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jsou nezavislé ndhodné veli¢iny.
Sestrojte 95% asymptoticky interval spolehlivosti pro skutecny korela¢ni koeficient p.

ReSeni:
Ptedpoklad 0 dvourozmérné normalité dat ovéfime orientacné pomoci dvourozméerného
teCkového diagramu.
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| Priklad (2)

Vzhled diagramu svéd¢i o tom, Ze predpoklad je opravnény.

Testujeme Hy: p = 0 proti H;: p # 0. Vypocitame R,, = -0,9325, tedy mezi vékem
pracovnika a poc¢tem dnt pracovni neschopnosti existuje silnd nepifima linearni
zavislost. Testova statistika: T = -7,3053, kvantil t,4,5(8) = 2,306, kriticky obor
W = (—o0,—2,306) U (2,306,00). Jelikoz T € W, zamitame na hladiné¢ vyznamnosti
0,05 hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y.

_ 1, 1+Ry; _ 1, 1-0,9325 _ 0 .
Vypocitame Z = l 1Ry, 2ln 1709325 — 1,6772. Meze 95% asymptotického
1,96

intervalu spolehlwostl pro p jsou tgh (—1,6772 + —) tedy -0,9842 < p < -0,7336
s pravdépodobnosti pfiblizné 0,95.
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| 12. Jednoducha linearni regrese

Motivace: Cil regresni analyzy - popsat zavislost hodnot veli¢iny Y na
hodnotach veliCiny X.

Nutnost vyfeseni dvou problém:
a) jaky typ funkce se pouzije k popisu dané zavislosti;
b) jak se stanovi konkrétni parametry daného typu funkce?
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| Specifikace klasického modelu linearni regrese

Y = m(x; Bo, B, -, Bp) + €, kde
m(x; Bo, B1, -, Bp) — teoreticka regresni funkce, ktera linearné zavisi na neznamych
regresnich parametrech By, By, ...,5p, a znamych funkcich f(x),..., fp(x), které jiz

p
neobsahuji neznamé parametry, tj. m(x; Bo, B1, .-, Bp) = Z Bjfi(x), pricemz f,(x) = 1.
j=0

Slozka & — nahodna odchylka .

VeliCina Y — zavisle proménna (téz vysvétlovana) veliCina.

Veli¢ina X — nezavisle proménna (téz vysvétlujici) velicina.

Pofidime n dvojic pozorovani (xq,V;), ..., (X5, ¥, ). proi =1, ..., n plati:

i = m(x; Bo, B, -, Bp) + &

O nahodnych odchylkach predpokladame, ze

a) E(g;) = 0 (odchylky nejsou systematické)

b) D(g;) = 62 > 0 (vSechna pozorovani jsou provadéna s touz presnosti)

c) C(gj, &) = 0proi # j (mezi nahodnymi odchylkami neexistuje zadny linearni vztah)
d) & ~N(0,0?).

V tomto piipadé hovoiime o klasickém modelu linearni regrese.
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Oznaceni

by, by, ..., bp— odhady regresnich parametra By, By, ..., Bp (nejCasteji je ziskame metodou
n

2
D
nejmensich ¢tvercu, tj. z podminky, ze vyraz (yl- — E ﬁjjj,-(xi)) nabyva svého
: j=0
i=1
minima pro ;=b;, j=0,1, ..., p)

m(x; bg, ..., bp) — empiricka regresni funkce

7]
Vi = m(x;; by, ..., bp) = E o b;fj(x;) — regresni odhad i-t¢ hodnoty veli¢iny Y (i-ta

predikovana hodnota veli€iny Y)

e; = y; — ¥; — 1-té reziduum

n —~ . r P a ~ :
Sg = ZL.:l(yi — 9;)% — rezidualni soucet &tvercili
2 _ _SE . >
sc = r—r— odhad rozptylu o~
S, = L 1t 2 -ecoreeni < ot Stvares 1 n
R = Zi=1(yi — m,)“ — regresni soucet ¢tverci (m, = ;Zi=1 Vi

Sr = Z?=1(Yi — my)? — celkovy soucet &tvercli (S = Sg + Sg)

S S . :
ID? =22 =1 —2E _ index determinace (0 < ID? < 1)
St St ’
1—ID? : " .
IDade = ID? — %— adjustovany index determinace
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| Maticovy zapis klasického modelu linearni regrese (1)

y=XB + ¢&,kdey = (yq, ..., ¥n)' — vektor pozorovani zavisle proménné veli¢iny Y,

1 fi(xy) - fp(xl)

X=1. — regresni matice (predpokladame, Ze h(X) = p+1 <n)
1 fl (xn) fp(xn)

B = (Bo, B, -, Bp)" — vektor regresnich parametr,

€= (&, ..., Ep)' — vektor nahodnych odchylek.

Podminky (a) az (d) lze zkracené zapsat ve tvaru € ~ N (0, ¢ I).
Maticové zapsana metoda nejmensich ¢tvercii vede na rovnice

X’Xp = X’y — systém normalnich rovnic

b = (X’X)! X’ y — odhad vektoru P ziskany metodou nejmensich ¢tverct
¥ = Xb - vektor regresnich odhadi (vektor predikce)

e =y — ¥ -vektor rezidui
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| Maticovy zapis klasického modelu linedarni regrese (2)

Vlastnosti odhadu b:

— odhad b je linearni, nebot’ je vytvofen linearni kombinaci pozorovani
Vi, ..., Y, S maticivah (X'X)71X";

— odhad b je nestranny, nebot’ E(b) = B;

— odhad b ma4 varian¢ni matici var b = c%(X'X)!;

—odhad b ~ Np+1(B, 6% (X'X)-1) vzhledem k platnosti podminky (d);

— pro odhad b plati Gaussova - Markovova véta: Odhad b = (X'X)! X'y je
nejlepSi nestranny linearni odhad vektoru B. (NejlepSi v tom smyslu, ze
rozdil varian¢ni matice libovolného jiného nestranného odhadu vektoru p a
varian¢ni matice odhadu b je matice pozitivné semidefinitni.)
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| Intervaly spolehlivosti pro regresni parametry

Sp; = S\/Vjj — smerodatna chyba odhadu b, kde v; je j-ty

diagonalni prvek matice (X'X).

bj—Bj
Sh;

100(1 — @)% interval spolehlivosti pro 5, ma meze:

bj £ t1—aq2(n —p — 1)sp,.

Pro j =0, 1, ..., p statistika T; = ~t(n—p—1), tedy
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| Testovani vyznamnosti modelu jako celku (celkovy F-test)

Na hladin€ vyznamnosti o testujeme

Hy: (B1, -»By)'= (0, ..., 0)" proti Hy: (By, ..., By)'# (0, ..., 0)".

(Nulova hypotéza tika, ze dostacujici je model konstanty.)

Sr/D
Sg/(n—p-1)

Testova statistika: F = ma rozlozeni F(p, n-p-1), pokud H,

plati.

Kriticky obor: W = (Fi_,(p,n —p — 1), 00).

F € W = H, zamitame na hladin€ vyznamnosti a.
Vysledky F-testu zapisujeme do tabulky analyzy rozptylu:

zdroj variability soucet ¢tvercl stupné volnosti podil statistika F
Sp/P
model S S/
: P P S/m-p- D
rezidualni Se n-p-1 Se/(n-p-1)
celkovy St n-1
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| Testovani vyznamnosti regresnich parametru (dilci t-testy)

Na hladiné€ vyznamnosti a pro j = 0,1, ..., p testujeme hypotézu
Hy: ;= 0 proti H;: 3j # 0.

Testova statistika: T; = — ma rozlozeni t(n — p — 1), pokud H, plati.

Sb}-
Kriticky obor:

W= (=,~t1_gp2(n—p = 1) U(ti_g;p(n —p — 1),).
T; € W = H, zamitame na hladin€ vyznamnosti .
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| Priklad (1)

U Sesti obchodnikil byla zjistovana poptavka po uréitém druhu zbozi loni (veli¢ina X — v kusech)
a letos (veli¢ina Y — v kusech).

Cislo.obchodnika | 1 [ 2 | 3 [ 4 | 5 6
poptavka loni (X) [ 20 | 60 [ 70 |100| 150 | 260
poptavka letos (Y) | 50 | 60 | 60 |120| 230 | 320

a) Orientacné ovéite predpoklad, Ze data pochazeji z dvourozmérného normalniho rozlozeni.
Vypoctéte vybérovy koeficient korelace mezi X a Y, interpretujte jeho hodnotu a na hladiné
vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jsou nezavislé nahodné veliciny.

b) Predpokladejte, Ze zavislost letoSni poptavky na lonské lze vystihnout regresni pifimkou.
Sestavte regresni matici, vypoctéte odhady regresnich parametri a napiSte rovnici regresni
piimky. Interpretujte parametry regresni piimky.

¢) Najdéte odhad rozptylu, vypoctéte index determinace a interpretujte ho.

d) Najdéte 95% intervaly spolehlivosti pro regresni parametry.

e) Na hladiné vyznamnosti 0,05 proved’te celkovy F-test.

f) Na hladin€ vyznamnosti 0,05 proved’te dilCi t-testy.

g) Vypoctéte regresni odhad letoSni poptavky pii lonské poptavee 110 kusi.

h) Nakreslete dvourozmérny teckovy diagram s proloZenou regresni piimkou.
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Priklad (2)

Reseni:
ad a) Orienta¢né ovéite predpoklad, ze data pochazeji z dvourozmérného normalniho rozlozeni.

Vytvotime dvourozmérny teckovy diagram s prolozenou 95% elipsou konstantni hustoty
pravdépodobnosti:

800

400

200

-200

-400
300 -200  -100 0 100 200 300 400 500 800

X

Ze vzhledu diagramu je patrné, ze predpoklad dvourozmérné normality je opravnény a ze mezi
loniskou a letosni poptavkou existuje vcelku silna pfima linearni zavislost.
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| Priklad (3)

Vypoctéte vybérovy koeficient korelace mezi X a Y, interpretujte jeho hodnotu
a na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jsou nezavisle
nahodné veliCiny.

Vypoctem zjistime: r;, = 0,972, tedy mezi poptavkou loni a letos existuje
velmi silna pfima linearni zavislost.

ri2yn—=2 _ 0,972/6-2
J1-1122  /1-0,9722

Realizace testové statistiky: t = = 8,2695.

KI']t]Ck}’f obor: W = (_OO, _tl_a/z (n — 2)) U (tl—a/Z (n — 2), 00) =
(=00, =tp975(4)) U (Lo,975(4), ) = (=0, —2,7764) U (2,7764, )

Testova statistika se realizuje v kritickém oboru, hypotézu o nezavislosti
veli¢in X a Y tedy zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.
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| Priklad (4)

ad b) Sestavime regresni matici.

/1 20

1 A@) - fol) -
X=| .. : , tedy X = 1 100
1 fl(xn) fp(xn) \1 150

1 260

Podle vzorce b = (X'X)~1X'y ziskame odhady regresnich parametra.
Nejprve vypocitame matici
6 660

660 109000

0,499084 —0,003022
’ -1 — ’ ’
(X'X) (—0,003022 0,000027 )

X’X = ( ) a k ni inverzni matici
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| Priklad (5)

Dale ziskame soucin

Xy= (138845000)

a nakonec vektor odhadu regresnich parametru:
b — ( 0,499084 —0,003022) ( 840 )

—0,003022 0,000027 /\138500
Regresni pfimka ma tedy rovnici
y=0,6868 + 1,2665 x.

B (0,6868)
~ \1,2665

Znamena to, Ze pi1 nulové lonské poptavce by letoSni poptavka Cinila 0,6868
kusl a pi1 zvySeni loniské poptavky o 10 kusti by se letosni poptavka zvedla o
12,665 kust.
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| Priklad (6)

ad c¢) Nyni vypoCteme vektor regresnich odhadli proménné Y (vektor
predikce):

1 20 26,02
1 60 76,68
9= Xb = 1 70 _(0,6868) _| 89,34
1 100 1,2665 127,34
1 150 190,66
1 260 329,97

Stanovime vektor rezidui:

50 26,02 23,98
60 76,68 —16,68
e—y_g-| 60 |_| 8934 | _| 2934
120 127,34 ~7,34
230 190,66 39,34

320 329,97 —9,97
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| Priklad (7)

Pomoci vektoru rezidui vypocteme rezidualni soucet Ctvercu:

23,98
—16,68
—29,34

-7,34

\ 39,34

—9,97

S =e’e = (23,98 —-16,68 — 29,34 — 7,34 39,34 —9,97). = 3451,11.

Sg 341511
n-p-1  6-1-1

Odhad rozptylu: s? = = 853,78.

Dale potiebujeme celkovy soucet Ctvercl

St=(y —my)’(y — my),
kde m, je sloupcovy vektor typu nxl sloZzeny z priméru m, zavisle proménné
veli¢iny Y. V naSem ptipadé je m, = 140.
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| Priklad (8)

Po dosazeni do vzorce pro celkovy soucet Ctvercu tedy dostaneme

50 — 140
60 — 140
60 — 140
120 — 140
230 — 140
320 — 140

(Celkovy souclet Ctverch lze ziskat také tak, ze vybérovy rozptyl veli¢iny Y
vynasobime n-1: S; = 5.12360 = 61800.) Regresni soucet ¢tvercu pak je:
Sg = St —Sg =61800—-3451,11 = 58348,89.

S 58348,89
R = = 0,9442.
St 61800

Sy = (50— 140,60 — 140,60 — 140,120 — 140,230 — 140,320 — — 140) = 61800.

Index determinace: ID? =

Znamena to, ze variabilita hodnot zavisle proménné veliciny je z 94,42%
vysvétlena regresni piimkou.

(V pripadé regresni pfimky plati ID? = r,2. V naSem piipadé bylo zjisténo, ze r}, =
0,972, tedy ID? = 0,9447.)
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| Priklad (9)

ad d) Vypocteme smérodatné chyby odhadu regresnich parametrii bya b, podle
VZOree Sp. = 5./ Vjj, j=0, 1, kde v;; je j-ty diagonalni prvek matice (X'X)1:
- 0,499084 —0,003022
r 1 — » ’
(XX) = (—0,003022 0,000027 )

Pitom si uvédomime, Ze vy = 0,499084, v,; = 0,000027

Sp, = S\/Too = /853,78 - 1/0,499084 = 20,6424,
Sy, = Sy/T11 = /853,78 - 1/0,000027 = 0,1532.

Stanovime meze 95% intervall spolehlivosti pro regresni parametry [, a [3;.
K tomu slouzi vzorec b; + t1_g /(N —p — 1)Sbj,j =0, 1.
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| Priklad (10)

95% interval spolehlivosti pro B,:

d = by — too75(4)sp, = 0,6868 — 2,7764 - 20,6424 = —56,63
h = by + tog75(4)sp, = 0,6868 + 2,7764 - 20,6424 = 58

Znamenato, ze -56,63 < 3, < 58 s pravdépodobnosti aspon 0,95.

95% interval spolehlivosti pro B;:

d = by — tgoy5(4)sy, = 1,2665 — 2,7764 - 0,1532 = 0,841
h = by + toor5(4)sp, = 1,2665 +2,7764 - 0,1532 = 1,692

Znamenato, ze 0,841< 3, < 1,692 s pravdépodobnosti aspon 0,95.
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| Priklad (11)

ad e) Provedeni celkového F-testu: na hladiné vyznamnosti o = 0,05 testujeme Hy: B, =
0 proti H;: B, # 0.

Sk/p  _  58348,89/1
Sg/(n-p-1)  3415,11/(6—1-1)
kriticky obor: W = (Fy_,(p,n —p — 1),00) = (Fy95(1,4),0) = (7,7086, ).

Protoze se testova statistika realizuje v kritickém oboru, hypotézu o nevyznamnosti
regresniho parametru [; (tj. smérnice regresni piimky) zamitame na hladiné

vyznamnosti 0,05. Vysledky testovani vyznamnosti modelu jako celku zapiSeme do
tabulky ANOVA:

Testova statistika F = = 68,384,

zdroj variab. | soucet ¢tvercu | stupné volnosti podil statistika F

model Sg =58348,89 p=1 Sg/p=58348,89 68,384

rezidualni | Sg=3415,11 n-p-l=4 | S./(n-p-1)=85378 -

celkovy S;=61800 n-1=5 - -
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| Priklad (12)

ad f) Provedeni dil¢ich t-testi:
Na hladin€ vyznamnosti o = 0,05 testujeme Hy: 3, = 0 proti Hy: B, # 0.

by _ 0,6868
Spy 20,6424

Testova statistika: ty = = (0,3327,

kriticky obor:
W = (—OO, —tl_%(ﬂ —pP- 1)> U (tl_%(n —pP— 1)! OO) = (_001 _t0,9?5 (4)) U
(to,075(4),0) = (—o0,—2,7764) U (2,7764, ).

Protoze se testova statistika nerealizuje v kritickém oboru, hypotézu o nevyznamnosti
regresniho parametru [, (tj. posunuti regresni pfimky) nezamitame na hladiné
vyznamnosti 0,05.

Ke stejnému vysledku dospéjeme, podivame-li se na 95% interval spolehlivosti pro f3.
Vypocitali jsme, ze -56,63 < B, < 58 s pravdépodobnosti aspon 0,95. Protoze tento
interval obsahuje 0, hypotézu H,: B, = 0 nezamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.
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| Priklad (13)

Na hladiné vyznamnosti o = 0,05 testujeme Hy: B; = 0 proti H;: B, # 0.

by _ 1,2665
== = 8,27
Sp, 01532 S

kriticky obor: W = (=00, —t;_g/p(n—p — 1)) U(t1_g/2(n—p—1),0) =
(=00, —tp,975(4)) U (to,975(4), 0) = (=0, =2,7764) U (2,7764, ).

Testova statistika: t; =

ProtoZze se testova statistika realizuje v kritickém oboru, hypotézu o nevyznamnosti

regresniho parametru 3, (tj. smérnice regresni piimky) zamitdme na hladiné
vyznamnosti 0,05.

Ke stejnému vysledku dospéjeme, podivame-li se na 95% interval spolehlivosti pro ;.
Vypocitali jsme, ze 0,841< 3, < 1,692 s pravdépodobnosti aspon 0,95. Protoze tento
interval neobsahuje 0, hypotézu H,: B; = 0 zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.

V pripadé modelu regresni pfimky je dil¢i t-test pro parametr [}, ekvivalentni
s celkovym F-testem.
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| Priklad (14)

ad g) Regresni odhad pro x = 110 dostaneme pouhym dosazenim do rovnice

regresni piimky: y = 0,6868 + 1,2665 - 110 = 140.

ad h)

00t

200 |

180

100 |

20 40 an 2 100 120 140 180 180 200 220 240 280 230
X
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (1)

Vytvorime novy datovy soubor se dvéma proménnymi X a Y a 6 piipady:

1 2

X Y
1 20 20
2 60 60
3 70 60
4 100 120
2 150 230
6 260 320

a) Orientacn¢ ovéite predpoklad, ze data pochdzeji z dvourozmérného normalniho
rozlozeni. Vypoctéte vybérovy koeficient korelace mezi X a Y, interpretujte jeho
hodnotu a na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jsou nezavislé
nahodné veli€iny.

Zobrazime dvourozmérny teckovy diagram S prolozenou elipsou 95% konstantni
hustoty pravdépodobnosti, S jehoz pomoci posoudime dvourozmérnou normalitu dat:
Grafy — Bodov¢ grafy — vypneme Typ prolozeni — Proménné X, Y - OK.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (2)

Na zalozce Detaily vybereme Elipsa Normalni — OK. Ve vzniklém dvourozmérném
teCkovém diagramu zménime rozsah zobrazenych hodnot na vodorovné a svislé ose,
abychom vid¢li celou elipsu — viz obrazek vyse.

Testovani hypotézy 0 nezavislosti: Statistika — Zakladni statistiky /Tabulky - Korela¢ni
matice — OK — 2 seznamy proménnych X, Y, OK. Na zalozce Moznosti zaskrtneme
Zobrazit detailni tabulku vysledka — Souhrn.

Korelace (Tabulka1)
Oznat. korelace jsou vyznamné na hlad. p < ,05000
(Celé pripady vynechany u ChD)

Prom. X & | Primér |Sm.Odch. r(x,Y) re t p N | Konst. Smér. Konst. | Smérnic

prom. Y Zav.:.yY Zav: Y Zav.. X Zav.. X

X 110,0000 85,3229

Y 140,0000 | 111,1755(|0,971977 | 0,944739 8269474 0,001167 | 6 0686813 1,266484 5566343 0,745955

Ve vystupni tabulce najdeme hodnotu vybérového korela¢niho koeficientu Ry,

(r = 0,971977, tzn. Ze mezi X a Y existuje velmi silna pfima linearni zavislost),
realizaci testové statistiky t = 8,269474 a p-hodnotu pro test hypotézy 0 nezavislosti

(p = 0,001167, H,tedy zamitame na hladiné vyznamnosti 0,05).
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (3)

b) Predpokladejte, ze zavislost letoSni poptavky na lonské Ize vystihnout regresni
ptfimkou. Vypoctéte odhady regresnich parametrti a napiste rovnici regresni piimky.
Interpretujte parametry regresni primky.

Statistiky — Vicerozmérna regrese — Zavisle proménna Y, nezavisle proménna X — OK
— OK — Vypocet: Vysledky regrese.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (Tabulkal)
R=,97197702 R2=,94473932 Upravené R2= ,93092415
F(1,4)=68,384 p<,00117 Smérod. chyba odhadu : 29,219

Beta Sm.chyba B Sm.chyba t(4) Uroven p
N=6 beta B
Abs.¢len 0,686813 20,64236  0,033272 0,975052
X 0,971977, 0,117538| 1,266484 0,15315/ 8,269474 0,001167

Ve vystupni tabulce najdeme koeficient b, ve sloupci B na fadku oznaceném ADbs. ¢len,
koeficient b, ve sloupci B na fadku ozna¢eném X. Rovnice regresni piimky:

y =0,686813 + 1,266484 X.
Znamena to, ze pii nulové loiiské poptavce by leto$ni poptavka cinila 0,6868 kusi a pfi

zvyseni loniské poptavky o0 10 kust by se letosni poptavka zvedla 0 12,665 kust.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (4)

c) Najdéte odhad rozptylu, vypoctéte index determinace a interpretujte ho.

Vratime se do Vysledky — vicenasobna regrese — Detailni vysledky — ANOVA.

Analyza rozptylu (Tabulka1)

Soudet |sv| Primér = Uroveri p
Efekt Ctvercl ctvercu
Regres. | 58384,89| 1| 58384,89 68,38420 0,001167
Rezid. 341511 4 853,78

Celk. 61800,00

Odhad rozptylu najdeme na fadku Rezid., ve sloupci Pramér ¢tverct, tedy s? = 853,78.

Index determinace je uveden v zahlavi pivodni vystupni tabulky pod oznacenim R2.
V naSem ptipadé 1D? = 0,9447, tedy variabilita letosni poptavky je z 94,5 % vysvétlena
regresni primkou.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (5)

d) Najdéte 95% intervaly spolehlivosti pro regresni parametry.

Ve vystupni tabulce vysledki regrese ptidame za proménnou Uroveni p dvé nové
proménné dm (pro dolni meze 95% intervala spolehlivosti pro regresni parametry) a

hm (pro horni meze 95% intervalt spolehlivosti pro regresni parametry). Do Dlouhého

jména proménné dm resp. hm napiSeme: =v3-v4*VStudent(0,975;4) resp.

=v3+v4*VStudent(0,975;4)

Vysledky regrese se zavislou promeénnou : Y (Tabulka1)
R=,97197702 R2=,94473932 Upravené R2= ,93092415
F(1,4)=68,384 p<,00117 Smérod. chyba odhadu : 29,219

Beta Sm.chyba B Sm.chyba t(4) Uroveni p dm hm
N=6 beta B =v3-vd*V | =v3+v4*
Abs.Clen 0,686813 20,64236 0,033272 0,975052 -56,6256 57,99918

X 0,971977 0,117538| 1,266484 0,15315 8,269474 0,001167| 0,841266| 1,691701

Vidime, ze -56,63 < B, < 58 s pravdépodobnosti asponn 0,95 a 0,841< B; < 1,692
s pravdépodobnosti aspon 0,95.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (6)

e) Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 proved’te celkovy F-test.

Testovou statistiku F-testu a odpovidajici p-hodnotu najdeme v zahlavi vystupni
tabulky regrese. Zde F = 68,384, p-hodnota < 0,00117, tedy na hladiné¢ vyznamnosti
0,05 zamitame hypotézu 0 nevyznamnosti modelu jako celku. (Vysledky F-testu jsou
rovnéz uvedeny v tabulce ANOVA))

f) Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 proved’te dil¢i t-testy.

Vysledky dil¢ich t-testti jsou uvedeny ve vystupni tabulce regrese. Testova statistika
pro test hypotézy H,: B, = 0 je 0,033272, p-hodnota je 0,975052. Hypotézu 0
nevyznamnosti Useku regresni piimky tedy nezamitame na hladin€¢ vyznamnosti 0,05.
Testova statistika pro test hypotézy H,: B, = O je 8,269474, p-hodnota je 0,001167.
Hypotézu 0 nevyznamnosti smérnice regresni piimky tedy zamitame na hlading
vyznamnosti 0,05.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (7)

g) Vypoctéte regresni odhad letosni poptavky pii lonské poptavce 110 kust.

Pro vypoCet predikované hodnoty zvolime Rezidua/pfedpoklady/predpoveédi
Piedpovédi zavisle proménné X: 110 OK. Ve vystupni tabulce je hledand hodnota
oznacena jako Piedpoveéd'.

Predpovézené hodnoty (Tabulka1)
promeénné: Y
B-vaz. |Hodnota | B-vai.

Proménna * Hodnot
X 1,266484 110,0000 139,3132
Abs. ¢len 0,6868
Predpovéd 140,0000
-95,0%LS 106,8803
+95,0%LS 173,1197

Pfi lonské poptavce 110 kust je predikovana hodnota letosni poptavky 140 kusu.
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| Vypocet pomoci systému STATISTICA (8)

h) Nakreslete dvourozmérny teckovy diagram s prolozenou regresni pfimkou.

Nakresleni regresni pifimky: Navrat do Vysledky: Vicendsobna

regrese

Rezidua/predpoklady/predpovédi - Rezidualni analyza — Bodové grafy — Korelace

dvou proménnych — X, Y — OK,

A s, X
b = GB681 + 12885 = X
Korelace : r= 87188
350
) o
200 #x’
280 | ,” ,’“}’
o -
- -
200 | it o
- - -
150 | foaad
- r _
100 | et
| o cn,’r
50} o o
-
-

L] 20 40 &0 80 100 120 140 180 180 200 220 240 280 2380

X | 0. 85% hladina spolehlivost
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Vypocet pomoci systému STATISTICA (9)

Jiny zptisob: Do dvourozmérného teckového diagramu nakreslime regresni primku tak,
ze V tabulce 2D Bodové grafy zvolime Typ prolozeni: Linearni, OK.

Bodowvy graf z v proti X
Tabulkal 2w G
¥ = 0,8888+1, 2085
350 T T T T

200

280

200

180

100

a 20 40 &0 &40 100 120 140 160 130 200 220 240 280 2380
X
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| 13. Statistické tabulky

The Studentized range upper quantiles(0,1)

The Studentized range upper quantiles (0,05)

The Studentized range upper quantiles (0,01)

Kritické hodnoty Dy (a) Kolmogorovova-Smirnovova testu
Modifikované kritické hodnoty D *(a) Kolmogorovova-Smirnovova testu
Koeficienty a;™ pro Shapiro — Wilk(v test

Kritické hodnoty pro Shapiro — Wilk{v test

Kritické hodnoty znaménkového testu

Kritické hodnoty jednovybérového Wilcoxonova testu
Kritické hodnoty dvouvybérového Wilcoxonova testu
Kritické hodnoty Neményiho metody

Kritické hodnoty pro Spearmaniv koeficient poradové korelace
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The S5tundentized range upper gunantiles gk, 4df; 0.10)

df k-» I 2 4 5 & 7 B 5 1D 11 1z 13 14 15 15 17 1B 15 20
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&0 Z.2B2 IT.B55 2. 21E 32.56Z 2.T7H5 2.811 4.04Z 4155 4.254 4.3427 4£.471 4.%52 &.55E 4£.6l5 4. &7 4 TZT7T 4.7T5 4.BZ1 4.B64
ED Z.352 IZ.B4c 32.Z04 2.54l 2.721 2. BES 4.014 4£.135 4.2Z3F 4.3059 4£.2E7 4.457 &.5F1 4£.5B1 4.638 4 _BET 4.735 4.TED £.EIZ
1z0 Z.244 IT._B20 2T.ZTE 2Z_SED 2.TOT 2 _BSE 2. BEE &£.006 4101 4. Z76 4£.3252 4.23ZF &.4B5 4£.542 4.557 4.6847 4.604 4. TIE £.7T7H
Z40 Z.235 IX.B1l6 32T.Z5E 2.45% 2.6E% 2 _B24 32.8B55 4. D66 4160 4£.Z44 4£.210 4 _2IE6 %.44E 4.505 4 .55E 4 .607 4.653 4.696 £.727
Inf Z2.236 2X.BDZ 2.240 2.47B 2.661 2 _BOE 2.521 4£.037 4.125 4 F11 4 ZES 4 .35l 4£.417 4 _46E 4 _51% 4 S56E 4.61F 4_654 4 604

Pro Tukeyowvu metodu (prednddka &£.9) odpovidd znadeni: ql_a(i‘,?i—}“)= q(kﬁdfcr) 341



The S5tuodentized range upper gquantiles gk, 4df; 0.035)

df k-» I 2 g 5 L] T B =] 1D 11 1z 13 14 15 15 7 1B 15 Z0
1 L7.96% I6.976 32Z ELD 27_0EZ 20.40E 42 .115 45.357 47.357 45 071 S0.58% S1.B857 52.154 54.3222 S55.361 56320 57 .Z1Z SE.D44 SE.EZ4 55 .55E
Z 6.0B5 E.3221 5 _T8E 10.BEEl 11.734 12 425 12.027 13_535 12 OEE 14.2ED 14_740 15.076& 15.2375 15 _ 650 15.B05 16.143 16_265 16.572 16_TED
2 4. 501 5S5.910 6.BZS T.50F EB.D03T E.47TE E.BESZ DB_1TT B._46F DL.T1T D_D46 1D0.155 1D.246 1D.S5ZZ 10.6E6 1D .E2E 10.9ED0 11.114 11 _Z3D
] 2.06 E5.D04D 5.757 &.2ZET &6.706 T.DE2 T.347 T_.&02 T.EZE E.0DZT E_.2ZDE E.272 E.57¢ EB_664 E.7H2 B.514 D D0IT OS.133 5 _Z33
=] 2.625 4.602 5.2Z21BE S5.672 6.022 6&.220 6.5BZ 6G.B0L &.855 T.167 T.322 T.4668 T.586 T.Tl6 T.EZE 7T7.822 E.D2D E.12Z2 E_ZDE
& 2.460 4.235 &£ _EBE S5.305 S5.62E S5.EBS 6.127 6.21% 6£.452 6.64% GH.T7EE 6.917 T.024 T.142 T.Z44 T.22E T.426 T.S0E T._SEG
T 2.244 4_165 4 _GEL S5_ 060D S5.259 5 606 S5.BE15 S5.B57 6.15B 6.202 6.421 6.550 &6.65E 6&_755 G_BSZ &6.525 T_DID T.OET T_l&5
B 2.261 4_021 <£.5Z2% 4 EES 5.167 5.280 S5.5B6 S5.767 S5.BLE &.052 6.175 6.2E7T 6.2E5% 6_4E2 &6.571 6.852 6.7IB 6G.E0L &_EEB
] 2.1855 32 _B4E 4 415 4.755 S5.02% 5. Z%44 5.43F S5.58B5 S5.T23E S.E6GT S5.BB2 6.DES 6.1B6E B_Z7TAE G.358 6_427 6510 &6.5789 6_6%2
1D 2.151 2_ETT 4_2I7 4_654 4.5l 5.174 5.30¢4 ©S5_460 S5.50E S5.722 5_B232 5.535 6.0ZE &_.114 &.154 6_3I60 &.235 6.405 6_267
11 2.112 2_BE20 4.356 4.574 4. BZ2 S5.D0ZBE 5.202 S5.353 S5.4B6 S_605 5.712 S5.B11 S5.801 S5 _BE4 &.062 6.124 &.20F 6.3I65 6_2I5
1z 2.0BL 2.772 4.185 4. SDE &.750 4. B5D0 S5.115 S_FES S5.3B5 S5.510 5.6l S.T1D S5.79T S.ETE S5.853 6.0Z3 GE.DES 6.151 6. Z05
1z 2055 2.73% 4.151 4.452 4.650 4 EE4 S5.045 5.182 5.31B S5.431 5.8532 H5.625 S5.7T11 E5_TES GS_BEZ 5.521 5.BB5 6.055 6.112
14 2.022 2.701 £.111 4407 &.628 4 EI5 4.BBD 51230 5.252 S5.26%4 S5.462 S5.554 5S5.6827 S5.7l4 S5.7ES S5.B5Z2 S5.8l5 S5.5872 &.02B
15 2014 2. 672 4.076 4_367 &.585 4 TEZX 4.540 S_ 07T S.18E S.2D06 S5.402 S5.48F S5.574 S5_645% S5.T1E 5. TES S5.B46 S5.804 5 _85E

18 2.5 32_645 2.046 4.332 £.557 4£.74l 4.EBF S.031 S5.150 S5.2568 5.352 5.43% 5.5l 5.593 oS.68682 S5.726 S.TEE S5.E42 5 _EDE
17 Z_B5E4 2.6ZE 4.0Z0 4.302 &.52% 4.705 4£.ESE 4.B881 S.LDE S5.Z1Z 5S5.306 S5.2BZ S5.4T1 S5.544 S.6lZ S5 .6TS S5.T34 S5.7BD 5 _B2Z
1B 2871 2Z_&6085 2 .BBT 4376 4.454 4 672 4. EZ4 4. BE5E 5071 S5.173 5.266 5.251 S5.4756 5 _S01L S5.567 5 _6XZ5 S5_6EE S5.742 5._To4
15 Z_5E0 2Z_5B2 2577 4.352 4.466 4 645 4.794 4.BF4 5027 S5.138 5.221 5.214 5.23081 5. 46X GS5_5ZE 5 _5ES S5_64T7 S5.701 5_TEZ
2D Z.B50 2Z.57TE 2 .85EF 4.23F &.445 4 .6I0 4£.76E 4_ESS S.DODE S.1D0E S5.1B5 5. ZEZ S5.357 S5.437 S5.482 5.553 S.61l0 S5.862 5Tl

df k-» 2 2 ] =] L] T B 5 1o 11 1z 1z 14 15 15 17 1E 15 20
21 2.541 32.565 2.942 4.212 2.43% £.557 4.743 %.ET 4.281 S.0BElL S5.170 S5.282 O5.227 5.356 OS5.460 S5.520 S.576 S5.625 S5_6T7B
2z Z.B32 2.552 2.BIT7 4.1b6 405 4577 4.7XF 4&_E47 4.857 S.056 S5.144 5. ZZI5 S5.ZBB S _36E S5.431 5.4581 S5.5468 5S5.585 5 _64E
23 2. 576 2.542 2.514 4 1EBD $.2EE 4 _55E 4.70Z 4_EIE 4.535 S5.032 S5.171 5201 S5.2I7T4 5.34F7 5._405 S5.464 £S5.518% GE_57 5_6ZD
el Z.Bls .53 2.801 4.1668 £.372 4 .54l 4.6E4 4_E0O7 4.515 S.01Z 5S5.0B8 51T S5.Z51 5.31% GS.3E1 5.425 5S5.4B8B4 5.545 5.5D4
25 2.8l 2.522 2.ESD0 4.152 4_258 4 . 5X6 +4.667 4_T7ES 4 _EST 4.8563 5. 07% S5.18EB S5.Z20 5_2B7 G5.358 5 _417 5.47T1 S5.8532 5_5TD
26 2.807 2.514 2 .BED 4.141 4£.245 4.511 4£.652 4£.772 4.BED 4.8%75 S5.06L S5.138 S5.Z11 S5.27T7 S5.338 S5.2B6 S.450 S.500 S5.54E
) Z. Gpz 2. 506 2 _ETD 4.130 2233 4456 4. 63FE 4_75E 4. E64 4.555 S5.D44 5177 5182 5 2855 5320 5377 5.430 S5.4ED 5 _5IZE
2B 2.BE®T 2.4B5 2 Bl 4.120 &£.227 4 _4E6 4.625 £.745 4. BS0 4.944 5.035 S.1D0E S5.177T S5.242 S5.302 S5.258% S.412 S.462 5._50B
5 Z_EBZ 2.452 2 _B52 4.111 4£.211 4.475 4.612 4.732 4.B27 4.920 5.014 S5.0B1 S5.18l 5.2ZZ6 S.ZEE 5 .34Z 5S5.28B5 5.445 5.5l
20 Z_EEE 2_.4B6 2 _E45 4.10F 4201 4 _464 4. 601 4.720 4 _EZ4 4.5517 5. 001 S5.077 S5.147 5211 S5.271 5 _2FT 5.27Th 5.435 5_4T75
21 Z_EE2 2.4B1 2 _.B2E 4.054 &_3F52 4 _.454 4.5081 4705 4.BlE 4.505% 4_BEE S.06B4 S5.124 S5.1BE S.2Z57 5.31l3 5.265 5.414 5 _&%6D
22 Z_ EEL 2.475% 2.B22 4. 0B6E 4.7E4 4 _445 4. 5EF1 4_65E 4 EDZ 4. ES4 4. 076 S5.085Z S5.171 E5_1ES5 5.2944 &5 .355 5_251 S5.400 5_345
22 Z.BTT 2.470 2.BZ5 4.07H &£.276 4._.426 4.572 4_.6E5 4.7l 4 EBEX 4.B865 S5.040 S5.l0B S5.172 S5.23F S5.ZBT S.23E S5.3BE 5._432
24 Z_ET4 2Z_465 2 _EID 4.07F 4. F6E 4 _4IF 4.562 4_BED 4 .TEX 4. ETZ 4.855 S5.030 S5.08E 5_161 5.2I0 5 _ITS 5.2Z6 S5.37T4 5_2ID
25 Z.BTL 2.46l 2.El4 4.066 &.26l 4£.471 4.555 4£.671 4.772 4.B6r 4.B545 S5.020 S.O0EBE S.151 S.2Z0BF S5.264 S.215 S.262 S5 _4DE
26 Z_EGBE 2X_.457 2 _E0OB 4 D60 &_ZI55 4 414 4547 4_663 4 4 4 B55 &.836 S5.010 S5.07E S5.141 51885 5 _FI53 S5.304 S5.35F S5.387
a7 Z_EBS 2.452 2 _EBD4 4.054 4.749 4 407 4.540 4_655 4. 756 4. E46 4. 87 S5.001 S.068 5.131 GS5.1EE 5 ._743 5.204 5.3241 5 _2EA6
2B Z_E&®Z 2.440 278D 4. D40 ¥ . F43 4 200 4.532F 4.64E 4 5 4 EB2F &.915% 4.9B2 oS.D6D S.1ZZ S5.1BD0 S5.Z2% S5.ZEB4 5.331 S5.3TE6
25 Z_EEL 2.445 2.755 4. 044 §.737 4 _.32054 4 53T 4 641 4 1 4. B21 4.911 4 8BS &5.082 S5.114 5_.171 &5_235% 5.275 5.32F &5_267
a0 Z_ESE 2.442 2.791 4,035 &.F32 4 . 2EE 4.5Z1 4.634 4.735 4.BZ¢4 4.B504 £.5977 oS.04% S.1D6 S.163 S5.IL6e S5.Z6E S5.313 5.35E
4E Z.BE42 2.420 2.764 4.00E 4£.15%7 4 _351 4.4Bl1 4£.582 4,650 4777 4.BSE 4.527 4£.B8BB3 S5.052 S5.1pB 5.1l S5.210 S.256 5.2BB
a0 Z_EFS Z_38B 2 TAT 2.8TT 4.163 4.214 4.441 4_550 4.6%6 472 4 EBDE 4. BETE 4.%94F S _DODL S.056 S5.10T7 S5.154 S5.185 5 _Z%1
ED Z_ El4 2. 37T 2.T1l 2.947 4. 179 4 FITT 4.40F 4. 505 4. 602 4. 6B6 4_T6EL 4 _BZ8D 4 EBZ 4. 545 5. 003 S5.05Z S5.0BE 5.147 5_1E32
1zZ0 Z.B0D0 2.356 2.6B5 3.917 4.006 4. 241 4.2362 4.46E 4.560 4.641 4.714 4.TEl 4.EB4Z 4 _ESE %.550 4.99E S.042 S.0BE S.126
ZaD Z_TE& 2.335 2.655 2T _BEET 4.D062 4. ZD5 4.2Z%4 4_437 4.517 4.506 4 _6GEE £.733 4.7BZ 4 _E47 $.B9T7 4.544 4 _DEE S5.030 5.DED
Inf Z2.77Z 2.31%4 2.623 2_ESE 4.D030 4.17T0 4. ZE6 4_3ET7 4.474 4. 552 4_6X7 4 GBS 4.742 4 .76 % _E45 4 ESl 4.5324 4.574 5._D01Z

Pro Tukeyowvu metodu (prednddka &£.9) odpovidd znadeni: ql_a(i‘,?i—}“)= q(kﬁdfcr) 342



The Stuodentized range upper quantile=s g(k, 4df; 0.01)

df k-» 2Z 2 L ] =] & T B ] 1o 11 1z 13 14 15 1a L7 1B 1o Z0

1 Go.D0Z4 135 .04 164.25 1ES.57 Z0Z .21 Z15.77 Z2Z7.17 Z36.57 Z45.54 F52_15 Z50 0B Z66.16 271 Bl ITT.00 ZEL_BO ZEG.2Z6 Z2B50.43 I04 33 ILT._00

z 14 026 15.01% 27 204 74 TI17 26620 ZE_FI0L 25.530 20.675 21 _6ED 27 _S5ED 22_30E 24.1324 34 _EDE 25436 26.000 26 _524 237.024 27.502 37 .543
] E.Z&0 10.615 12170 12.224 14.241 14.50EB 15.641 16_1055 16.651 17.130 L7.526 17_EBET 1E.2Z17 1lE.52Z lE.EDS 15.0GE 15.215 19.546 19.T76S
L ] 6.511 E.120 9.172 ©DS.95E 1D.5E2 11.101 11.542 11.935 12 264 1Z.567 1Z_EB40 12.050 12.31E 12 .530 12 .76 132 500 14.0BL 14.742 14.3204
] 5.70Z 6.976 T_BD4 E.4Z1 E.912 D _3F1 L. 665 D_OT1 1D.Z30 10.4T75 1D.6DE LD.ED4 11.076 11 .244 11 .400 11 .545 11.6EZ 11.E11 11.5332
] 5.Z42 &.3221 T.p22 T.556 7T.5972 E.2lE EB.6l2 E_ERE B5.0BT BS.200 S_4E5 S._.6§52 BS_EDE 5.B51 10.0B4 10.Z0E 1D.225 1D.424 1D0.33E
T 4.040 5.D1b 6_54F T.0DS T.372 T.ETE T.920 E.l66 E.267 E.54E E.T11 E.B6GD EBE.957 D 134 D _F4F D 3252 D456 D_552 D.635
B 4.745 ©5.635 6.204 6.6Z5 6.8585 T_FIT T.4T74 T.8ED T.B6E2 E.0DZT E.176 E.211 E.436 E.55Z E.858 E.TED E.E54 E.942 D5.D2T
L] 4 506 5.42E 5.857 6£.247 6.657 &.B15 T.1l24 T.235 7T.454 T.646 T.TE4 T.910D EB.025 E.122 E.Z27 E.2I5 E.412 E_485 BE_572
1D 4 4B 5.27T0 S5.765 6£.1236 &6.476 &_663 G ETS T.054 T7.Z132 T.356 T.4BS T.602 T.T71¥ T._ElZ T.GBDE T.BB3 E.OTS E_1532 EB.ZZ6
11 4.20 5.1468 S5_6Z1 S5.970 6.Z47 H_476 G.6TL &G.EB4l 6.99Z T.1IT T.Z50 T.2EF T.464 T._ 560D T.84E T.T721 T.EDD T.BEEZ T7.85Z
1z 4.220 5.0468 5_50F S5.B36 6. LD 6_2Z0 &.507 &.670 6.El4 6.542 T.DED T.l6E T.Z6BS T.25E6 T.44l T.5EZ0 T.5B4d T.&86% T.TID
1z 4 260 4.96% S5._4D04 S5.TE6 S.9EL 6.19F 6.37Z 6.5ZF 6.666 6.791 6.502 T.0DE T.1lDD T.1EE T.ZGS T .245 T.41T7 T_4E% T.54E
14 4 210 4_EBE 5.322F 5.624 S_BEL &_DES &.Z5E &6.4089 6£.542 6.662 6.772 &.E71 &6.86F T_D4T7 T. LI5S T.18B T_FIGE T.232 T.204
15 4. 16T 4. E26 5_.25F S5.556 S5.7hé S5.bb4 G.162 &.208 6.43F 6.555 G6.660 6.7T56 6.E45 &6.537 T.0D2 T.O74 T.14l T_.IDEd T.Z64
15 4.121 4.7B6 5.1B2 S.4ED S5.722 5.B15 &6.078% 6£.222 6.24B 6.461l 6H.56%4 G.65E 6.74%4 G6.EXZ2 G.EET 6.7 T.D2Z T.0BZ T.151
17 4.0B0 4.74F 5.140 5.430 S5.6589 5 _B4T7 &.0D7 &.147 6.Z7TD 6.2BD0 B.4BD 6.57F 6.6568 6.7F2 G.EDE E.ETZ &.53IT &.89597 T.053
1B 4.071 4.7D0F S5.0B4 5.279 S5.602 S.T7ET S5.944 E.DEL 6.Z01 6.209 6.407 B.4568 B.57 B.655 6.7TI5 6.781 &G.E5%¢ &.51F &.867
1o 4,046 4.668 5. D54 5.234 S5.552 S5.735 OS.EER &.D022 6.141 6.Z46 H.23F 6.430 6.510 6.5E5 &.6834 E.TlH &.TED &.BIT G6.ESL
2D 4.02% 4.638 S5_D1IE S5.Z282 S5.510 S.6EE S.E25 S.970 &.DE6 6.150 AB.ZES 6.270 6.449 6.5F2 6.591 E.854 6.714 &.TTD 6.EZ2
df k-» 2 2 4 ] ] T B ] 1o 11 1z 13 14 15 15 17 1B 15 20

21 4.00% 4£_.617 4 BEE S5.257 S5.470 S5.646 S5.794 S5.B24 6.02E 6.140 6.2232 6.217 6.328B5 6.467 6.524 6.386 6.635 6.TID 6.762

2z 2.9B6 4.5EBE 4.957 S5.ZE5 5.435 S.60E S5.754 S.BEZ S5.9594 6.0B5 GB.1B6 6.Z65 6.346 6.417 6©.462 E.544¢ G602 &.856 6.TODT
Zz 2.970 4.566 4.521 5.185 S.402 S5.572 S.TLE S5.E44 S5.855 6.05% 6.1%% 6.Z3Z6 6.301 6.3T1 &©.426 E_.459T7 &.553 6&.6807 6.65E
23 2.0855 4.546 4 _0Op7 S5.166 S5.2372 S5.542 GS.6B5 S_BDB 5.515 &.017 G.105 G&.1EB6 6.261 6.220 &.204 &E.452 6510 6.562 6.612
25 2.547 4. 8527 4 _ EBES S5.144 5.247 S5_.5l2 &5.655 S5.77E S5.BE6 S5.BE2 G.070 &.150 6.274 6.25F7 &E.2355 6E.414 6.460 6.522 6571
26 2.8230 4.8510 4 _ BG5S S5.1F1 S5.237 S5_4BT7 &5.6Z7 £5.7458 S5_BS6 S5.B51 G.03E &.117 6.1B0 &6.257 &.215 &E_2TE 6.4232 6.4E3F 6.532
7 2.91F 4.455 4 _EB47 5.101 S5.200 S.462 S 602 S5.7IZ S5.BEZE S5.52Z2 G.DODE AG.DET 6.158 6.ZI5 B.ZET &E.2344 &350 &.450 6.45E
2B 2.50B 4.4B1 4.B2D S.DBEZX S5.Z79 S .441 GS5.5T7E S5.6897 S5.BDZ S5.EDE 5S5.BE1L A6.D5E 6.1Z9% 6.185 6G.Z56 6E.214 G.Z6T 6G.41F 6.465
5 2.BBE 4.467 4 _Bl4 OS.DE4 S_ZE0 S5 _4I0 S5.556 S5.674 S5.TTE S5.BTL 5.8B55 6.D03F 6.102 6.16E 6.ZFE 6 _FES G.23F 6.2EE 6.435
20 2.BEb 4.455 4.7hb 5. D4E S5.247 S5_401 5.526 S5.653 5.756 S5.E4E 5.537 G.00E 6.07TE 6.142 &.Z02 &E_I5E 6.211 &.26L 6.407
21 2.BE1 4.442 4 _TEE S5.03Z S5.2Z3I5 S5_.3B2 &5.517 &5.623 5.736 S5.BZT 5.58l0 S5.8BE 6.055 &6.115% &.17E &.Z24 6.ZE6 6.235 6.2EB1
2z 2.6B72 4.422 4.772 5.0l S_Zl0 S5_267 S5.500 S.615 5.7l6 S5.EOT S.EBED S5.064 6.022 6086 E.155 &E.F11 6.F62 6.211 6&.357
22 2.B65 4.422 4_76l S5.0D5 S.185 S5_.351 G5.4B3 S5.50E S5.68F S5.7ES S5.ETD 5.944 6.012 6076 &.124 E_LES &6.740 6&.ZED 6.232%
24 2.658 4.412 4.750 4.9%8F S5.1EL 5.326 GS.46E S5.5B1 S5.8EZ S5.7T7lL S5.BSZ 5.9Z6 5.BB4 6.D5E &B.114 E.165 6. FI0D 6&.ZI6E 6.2132
25 2.B5Z 4.4D0% 4.725 4. 9ED S.168% 5 _3Z2 S5.453 S5.566 S.6866 S5.755 S5.E35 S5.90E S5.5976 6.0DFE &.096 E.LSD0 6.Z0D0 6&.Z4E 6.Z03
28 2.646 4.3b68 4 TIH 4. 568 5156 S.3210 S5.435% S5.5%2 S5.651 5.735F S.ELE S.EBE S5.B8B585 6.DF1 &6.07TE 6.12Z &.1EZ &.ZI0 6.IT7T%
a7 2.B40 4_.3BE 4.7Z0D 4.9E55 S5.145 5 _F9E 5.427 ©S5.53EF 5.637 £5.725 LS5._EBDE S5.E76E 5.B842 6004 &E.06L E.115 &.165 6&.F12 6_.IZ56
2B 2.635 4.3B1 4.711 4.945 5.124 5 _FE6 GS5.414 S5.5I6 5.622 S5.711 5.780 S5._E6F 5.8 S .BES &6.046 &E.085 G.14F &.185 6.230
28 2.B20 £.27¢ 4£.70D2 4.54D S5.124 5.275 S5.402 S5.51l2 S5.6l1 S5.EBE S5.TTE S.E4E S5.Bl4 S5.8T4 &6.021 &.0E42 6.122 6.175% 6.2232
a0 2.625 4.367 4.6 4.531 5.114 S5.ZF65 S5.382 S5.502 S5.589 S5.6B5 S5.76% S5.EB35 S5.B800 S5.B61 &.0L7 &.085% &.11E &.165 G6.Z0DE
4B 2.782 4.37%4 4 644 4 ET4 S.D05Z S.18F 5.222 5.43F §5.52% S5.6D0E S5_6B1 S5.TED S_Eled S _ET 5.5 5.5977 6.02%4 6.08% 6.111
&0 2.762 4. ZEF 4 .54 4 E1E 4.5801 5.122 5.Z53 ©S5.256 5.447 S5.52F 5.601 S5.667 S5.7ZE S5.TE4 S.B2T S _BE6E 5.531 5.574 &.0L5
ED 2.73Z 4.241 4.545 4.762 4.531 S5.065% S5.1BS S.ZB4 S5.237TZ 5.451 5S5.5Z1 S5.5EBS S5.644 S . GBE S5.745 S5 .T7BE S.E4D S.BEL 5.BZD
120 2.702 4.200 4.457 4708 4_E7Z S.D0S5S S.11E S5.714 §5.2Z805 5.375 5.442 S5.505 S5.56l S5.6l14 S5.6862 S5.T0OE S5.750 S5.78D0 S5_EZT
240 2.672 4.160 4 _ 450 4.655 4_Bl4 4 .bB43 S.052 S5.145 5.237 S5.300 5.366 5.426 S5_.4B0 S5.520 S5.577 S5.6I1 5.66L 5.685 5.T735

Inf 2.642 4,120 4.402 4£.602 4.757 4 _EEZ 4.BE7T S_OTE S5.15T7 S5.2ZT7 S5.ZB0 S5.24F S.400 S.%4F S5.48B2 5.335 S5.5974 S.6l1 S.645

Pro Tukeyowvu metodu (prednddka &£.9) odpovidd znadeni: ql_a(i‘,?i—}“)= q(kﬁdfcr) 343



Kritické hodnoty Dn(a) Kolmogorovova-Smirnovova testu n=4,...,40,
a=0,01, a=0,05, a=0,10, 2=0,15 a a=0,20

alfa alfa
n 0,20 0,15 0,10 0,05 0,01 n 0,20 0,15 0,10 0,05 0,01
4 0,4927 | 0,5221 | 0,5652 | 0,6239 | 0,7342 21 0,2263 | 0,2403 | 0,2587 | 0,2873 | 0,3443
5 0,4470 | 0,4754 | 0,5095 | 0,5633 | 0,6685 22 0,2213 | 0,2350 | 0,2529 | 0,2809 | 0,3367
6 0,4104 | 0,4334 | 0,4680 | 0,5193 | 0,6166 23 0,2166 | 0,2300 | 0,2475 | 0,2749 | 0,3296
7 0,3815 | 0,4043 | 0,4361 | 0,4834 | 0,5758 24 0,2122 | 0,2253 | 0,2425 | 0,2693 | 0,3229
8 0,3583 | 0,3801 | 0,4096 | 0,4543 | 0,5418 25 0,2080 | 0,2209 | 0,2377 | 0,2641 | 0,3166
9 0,3391 | 0,3591 | 0,3875 | 0,4300 | 0,5133 26 0,2041 | 0,2167 | 0,2333 | 0,2591 | 0,3106
10 0,3226 | 0,3416 | 0,3687 | 0,4093 | 0,4889 27 0,2004 | 0,2128 | 0,2290 | 0,2544 | 0,3050
11 0,3083 | 0,3266 | 0,3524 | 0,3912 | 0,4677 28 0,1969 | 0,2090 | 0,2250 | 0,2500 | 0,2997
12 0,2958 | 0,3134 | 0,3382 | 0,3754 | 0,4491 29 0,1936 | 0,2055 | 0,2212 | 0,2457 | 0,2947
13 0,2847 | 0,3016 | 0,3255 | 0,3614 | 0,4325 30 0,1904 | 0,2022 | 0,2176 | 0,2417 | 0,2899
14 0,2748 | 0,2911 | 0,3142 | 0,3489 | 0,4176 31 0,1874 | 0,1990 | 0,2142 | 0,2379 | 0,2853
15 0,2659 | 0,2816 | 0,3040 | 0,3376 | 0,4042 32 0,1845 | 0,1959 | 0,2109 | 0,2343 | 0,2809
16 0,2578 | 0,2731 | 0,2947 | 0,3273 | 0,3920 33 0,1818 | 0,1930 | 0,2078 | 0,2308 | 0,2768
17 0,2504 | 0,2652 | 0,2863 | 0,3180 | 0,3809 34 0,1792 | 0,1902 | 0,2048 | 0,2275 | 0,2728
18 0,2436 | 0,2580 | 0,2785 | 0,3094 | 0,3706 35 0,1767 | 0,1875 | 0,2019 | 0,2243 | 0,2690
19 0,2374 0,2514 0,2714 0,3014 0,3612 36 0,1743 0,1850 0,1991 0,2212 0,2653
20 0,2316 | 0,2452 | 0,2647 | 0,2941 | 0,3524 37 0,1719 | 0,1825 | 0,1965 | 0,2183 | 0,2618
38 0,1697 | 0,1802 | 0,1940 | 0,2155 | 0,2584
39 0,1676 | 0,1779 | 0,1915 | 0,2127 | 0,2552
40 0,1655 | 0,1757 | 0,1892 | 0,2101 | 0,2521

2

Pro n>40 |ze Dn(a) aproximovat pomoci iln "

Zdroj: kstest v MATLABuU. 344



Modifikované kritické hodnoty Dn*(a) Kolmogorovova-Smirnovova testu

n=4,...,40, a=0,01, a=0,05, a=0,10, a=0,15 a a=0,20.
alfa alfa
n 0,20 0,15 0,10 0,05 0,01 n 0,20 0,15 0,10 0,05 0,01
4 0,3028 0,3213 0,3453 0,3754 0,4131 21 0,1551 0,1626 0,1723 0,1877 0,2183
5 0,2893 0,3026 0,3189 0,3431 0,3966 22 0,1518 0,1591 0,1687 0,1837 0,2137
6 0,2688 0,2810 0,2973 0,3236 0,3703 23 0,1487 0,1558 0,1652 0,1799 0,2093
7 0,2523 0,2643 0,2802 0,3041 0,3506 24 0,1458 0,1528 0,1619 0,1764 0,2052
8 0,2387 0,2502 0,2651 0,2880 0,3326 25 0,1430 0,1499 0,1589 0,1730 0,2014
9 0,2271 0,2379 0,2520 0,2740 0,3171 26 0,1404 0,1471 0,1560 0,1699 0,1977
10 0,2171 0,2274 0,2410 0,2620 0,3034 27 0,1379 0,1445 0,1532 0,1669 0,1943
11 0,2082 0,2181 0,2312 0,2515 0,2915 28 0,1356 0,1421 0,1506 0,1641 0,1910
12 0,2002 0,2098 0,2224 0,2418 0,2808 29 0,1334 0,1398 0,1482 0,1614 0,1879
13 0,1932 0,2025 0,2145 0,2333 0,2706 30 0,1312 0,1375 0,1458 0,1588 0,1849
14 0,1868 0,1958 0,2075 0,2257 0,2619 31 0,1292 0,1354 0,1436 0,1564 0,1821
15 0,1811 0,1898 0,2012 0,2189 0,2539 32 0,1273 0,1334 0,1414 0,1541 0,1794
16 0,1759 0,1843 0,1953 0,2126 0,2472 33 0,1255 0,1315 0,1394 0,1518 0,1768
17 0,1711 0,1792 0,1900 0,2068 0,2403 34 0,1237 0,1296 0,1374 0,1497 0,1743
18 0,1666 0,1746 0,1850 0,2013 0,2341 35 0,1220 0,1279 0,1356 0,1476 0,1720
19 0,1625 0,1703 0,1806 0,1965 0,2285 36 0,1204 0,1262 0,1338 0,1457 0,1697
20 0,1587 0,1663 0,1763 0,1920 0,2232 37 0,1188 0,1245 0,1320 0,1438 0,1675
38 0,1173 0,1230 0,1304 0,1420 0,1654
39 0,1159 0,1214 0,1288 0,1402 0,1634
40 0,1145 0,1200 0,1272 0,1385 0,1614
0,741 0,775 0,819 0,895 1,035
>40
fN fN fN fN fN
. p p vy 0,83+n
Pro n>40 Ize Dn*(a) aproximovat pomoci posledniho fadku tabulky, kde f,, = —m

Zdroj: http://www.utdallas.edu/~herve/Abdi-Lillie2007-pretty.pdf +lillietest v MATLABuU.

— 0,01
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Koeficienty a; ™ pro Shapiro — Wilkiv test

n— 2 3 a4 5 6 7 8 9 10
iy
1 0.7071 0.7071 0.6872 0.6646 0.6431 0.6233 0.6052 0.5888 0.5739
2 0.0000 0.1677 0.2413 0.2806 0.3031 0.3164 0.3244 0.3291
3 0.0000 0.0875 0.1401 0.1743 0.1976 0.2141
a4 0.0000 0.0561 0.0947 0.1224
5 0.0000 0.0399
n— 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
il
1 0.5601 0.5475 0.5359 0.5251 0.5150 0.5056 0.4963 0.4886 0.4808 0.4734
2 0.3315 0.3325 0.3325 0.3318 0.3306 0.3290 0.3273 0.3253 0.3232 0.3211
3 0.2260 0.2347 0.2412 0.2460 0.2495 0.2521 0.2540 0.2553 0.2561 0.2565
a4 0.1429 0.1586 0.1707 0.1802 0.1878 0.1939 0.1988 0.2027 0.2059 0.2085
5 0.0695 0.0922 0.1099 0.1240 0.1353 0.1447 0.1524 0.1587 0.1641 0.1686
6 0.0000 0.0303 0.0539 0.0727 0.0880 0.1005 0.1109 0.1197 0.1271 0.1334
7 0.0000 0.0240 0.0433 0.0593 0.0725 0.0837 0.0932 0.1013
8 0.0000 0.0196 0.0359 0.0496 0.0612 0.0711
9 0.0000 0.0163 0.0303 0.0422
10 0.0000 0.0140
n—> 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
i
1 0.4643 0.4590 0.4542 0.4493 0.4450 0.4407 0.4366 0.4328 0.4291 0.4254
2 0.3185 0.3156 0.3126 0.3098 0.3069 0.3043 0.3018 0.2992 0.2968 0.2944
3 0.2578 0.2571 0.2563 0.2554 0.2543 0.2533 0.2522 0.2510 0.2499 0.2487
4 0.2119 0.2131 0.2139 0.2145 0.2148 0.2151 0.2152 0.2151 0.2150 0.2148
5 0.1736 0.1764 0.1787 0.1807 0.1822 0.1836 0.1848 0.1857 0.1064 0.1870
6 0.1399 0.1443 0.1480 0.1512 0.1539 0.1563 0.1584 0.1601 0.1616 0.1630
7 0.1092 0.1150 0.1201 0.1245 0.1283 0.1316 0.1346 0.1372 0.1395 0.1415
8 0.0804 0.0878 0.0941 0.0997 0.1046 0.1089 0.1128 0.1162 0.1192 0.1219
9 0.0530 0.0618 0.0696 0.0764 0.0823 0.0876 0.0923 0.0965 0.1002 0.1036
10 0.0263 0.0368 0.0459 0.0539 0.0610 0.0672 0.0728 0.0778 0.0822 0.0862
11 0.0000 0.0122 0.0228 0.0321 0.0403 0.0476 0.0540 0.0598 0.0650 0.0697
12 0.0000 0.0107 0.0200 0.0284 0.0358 0.0424 0.0483 0.0537
13 0.0000 0.0094 0.0178 0.0253 0.0320 0.0381
14 0.0000 0.0084 0.0159 0.0227
15 0.0000 0.0076

Zdroj: http://www.kmt.zcu.cz/person/Kohout/info_soubory/letnisem/ruzne/SWkoeficienty.pdf

http://www.santemaghreb.com/algerie/stat/stat 10.htm#28
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Kritické hodnoty pro Shapiro — Wilkuv test

Zdroj: http://www.kmt.zcu.cz/person/Kohout/info _soubory/letnisem/ruzne/SWkrithodnoty.pdf

n 0,01 0,02 0,05 0,1 0,5 n 0,01 0,02 0,05 0,1 0,5
3 0,753| 0,756| 0,767 0,789 0,959 26 0,897 | 0,904 0,92 0,933 | 0,965
4 0687| 0707 0748 0792 0935 27 0894 | 0906 | 0923 | 0935 | 0,965
5 0686| 0715 0762| 0806 0927 28 089 | 0908 | 0924 | 093 | 0966
6 0713| 0743 0788 0826 0927 29 0,898 0,91 0,926 | 0937 | 0966
7 0,73 076| 0803 0838 0928 30 0,9 0912 | 0927 | 0939 | 0,967
8 0749| 0778 0818| 0851| 0932 31 0,902 | 0914 | 0929 0,94 0,967
9 0764| 0791 0829 0859 0,935 32 0,904 | 0,915 0,93 0,941 | 0,968
10 0781| 0806 0842| 0869 0938 33 0,906 | 0917 | 0931 | 0942 | 0,968
11 0,792| 0,817 0,85| 0,876 0,94 34 0,908 | 0919 | 0933 | 0943 | 0,969
12 0805| 0828 0859 0883 0943 35 0,91 0,92 0934 | 0944 | 0969
13 0814| 0837 0866| 0889 0945 36 0912 | 0922 | 0935 | 0945 0,97
14 0825| 0846| 0874 0895 0947 37 0914 | 0924 | 0936 | 0946 0,97
15 0835| 0855 0,881| 0901 0,95 38 0916 | 0925 | 0938 | 0947 | 0971
16 0884| 0863 0887 0906 0952 39 0917 | 0927 | 0939 | 0948 | 0971
17 0851| 0869 0,892 091 0954 40 0,919 | 0,928 0,94 0,949 | 0,972
18 0858| 0874 0897| 0914| 0956 41 0,92 0,929 | 0,941 0,95 0,972
19 0863| 0879 0901 0917 0957 42 0,922 0,93 0942 | 0951 | 0972
20 0868| 0884 0,905 092| 0959 43 0923 | 0932 | 0943 | 0951 | 0973
21 0,873| 0,883 0,908] 0,923 0,96 44 0924 | 0933 | 0944 | 0952 | 0973
22 0878| 0892 0911 0926 0,961 45 0926 | 0934 | 0945 | 0953 | 0973
23 0881| 0895 0914 0928 0,962 46 0927 | 0935 | 0945 | 0953 | 0974
24 0884 0898 0,916 093| 0,963 47 0928 | 0936 | 0946 | 0954 | 0974
25 0888 0901 0918 0931] 0964 48 0929 | 0937 | 0947 | 0954 | 0,974

49 0929 | 0937 | 0947 | 0955 | 0974

50 0,93 0938 | 0947 | 0955 | 0974
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Kritické hodnoty znaménkového testu pron=6,7,..,20,a=0,05a a=0,01

o= 0,05 =001
" k, K, K, K,
6 0 6 i i
7 0 7 i i
8 0 8 0 8
9 1 8 0 9
10 1 9 0 10
11 1 10 0 11
12 2 10 1 11
13 2 11 1 12
14 2 12 1 13
15 3 12 2 13
16 3 13 2 14
17 4 13 2 15
18 4 14 3 15
19 4 15 3 16
20 5 15 3 17

Zdroj: Andél, J.: Matematicka statistika. (Tabulka XVII1.8).
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Kritické hodnoty jednovybérového Wilcoxonova testu pron=6, 7, ..,30,a=0,05a a=0,01

a=0,05 a=0,01

: krit. hodnota krit. hodnota
6 0 -
7 2 -
8 3 0
9 5 1
10 8 3
11 10 5
12 13 7
13 17 9
14 21 12
15 25 15
16 29 19
17 34 23
18 40 27
19 46 32
20 52 37
21 58 42
22 65 48
23 73 54
24 81 61
25 89 68
26 98 75
27 107 83
28 116 91
29 126 100
30 137 109

Zdroj: Andél, J.: Matematicka statistika. (Tabulka XVIII1.9).
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Kritické hodnoty dvouvybérového Wilcoxonova testuprom=1,2,..,30,n=1, 2, ..., 30, a = 0,05

n
m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 R
2 - -
3 R - R
a | -|-]-1o
5 - - 0 1 2
6 - - 1 2 3 5
7 - - 1 3 5 6 8
8 - 0 2 4 6 8 10 13
9 - 0 2 4 7 10 12 15 17
10 - 0 3 5 8 11 14 17 20 23
11 - |0 3 6 9 13 16 19 23 26 30
12 - 1 4 7 11 14 18 22 26 29 33 37
13 - 1 4 8 12 16 20 24 28 33 37 41 45
14 - 1 5 9 13 17 22 26 31 36 40 45 50 55
15 - 1 5 10 14 19 24 29 34 39 44 49 54 59 64
16 - 1 6 11 15 21 26 31 37 42 47 53 59 64 70 75
17 - 2 6 11 17 22 28 34 39 45 51 57 63 69 75 81 87
18 - 2 7 12 18 24 30 36 42 48 55 61 67 74 80 86 93 99
19 - 2 7 13 19 25 32 38 45 52 58 65 72 78 85 92 99 106 113
20 - 2 8 14 20 27 34 41 48 55 62 69 76 83 90 98 105 112 119 127
21 - 2 8 15 22 29 36 43 50 58 65 73 80 88 96 103 111 119 126 134
22 - 3 9 16 23 30 38 45 53 61 69 77 85 93 101 109 117 125 133 141
23 - 3 9 17 24 32 40 48 56 64 73 81 89 98 106 115 123 132 140 149
24 - 3 10 17 25 33 42 50 59 67 76 85 94 102 111 120 129 138 147 156
25 - 3 10 18 27 35 44 53 62 71 80 89 98 107 117 126 135 145 154 161
26 - 4 11 19 28 37 46 55 64 74 83 93 102 112 122 132 141 151 161 171
27 - 4 11 20 29 38 48 57 67 77 87 97 107 117 127 137 147 158 168 178
28 - 4 12 21 30 40 50 60 70 80 90 101 111 122 132 143 154 164 175 186
29 - 4 13 22 32 42 52 62 73 83 94 105 116 127 138 149 160 171 182 193
30 - 5 13 23 33 43 54 65 76 87 98 109 120 131 143 154 166 177 189 200

Zdroj: Andél, J.: Matematicka statistika. (Tabulka XVII1.10a). 350



Kritické hodnoty Neményiho metody, r=3,4,..,10,n=1, 2, ..., 25, a = 0,05

n 3 4 5 6 7 8 9 10

1 3,3 4,7 6,1 7,5 9,0 10,5 12,0 13,5

2 8,8 12,6 16,5 20,5 24,7 28,9 331 37,4
3 15,7 22,7 29,9 37,3 44,8 52,5 60,3 68,2
4 23,9 34,6 45,6 57,0 68,6 80,4 92,4 104,6
5 33,1 48,1 63,5 79,3 95,5 112,0 128,8 145,8
6 43,3 62,9 83,2 104,0 125,3 147,0 169,1 191,4
7 54,4 79,1 104,6 130,8 157,6 184,9 212,8 240,9
8 66,3 96,4 127,6 159,6 192,4 225,7 259,7 294,1
9 75,9 114,8 152,0 190,2 229,3 269,1 309,6 350,6
10 92,3 134,3 177,8 222,6 268,4 315,0 362,4 410,5
11 106,3 154,8 205,0 256,6 309,4 363,2 417,9 473,3
12 120,9 176,2 233,4 292,2 352,4 413,6 476,0 539,1
13 136,2 198,5 263,0 329,3 397,1 466,2 536,5 607,7
14 152,1 221,7 293,8 367,8 443,6 520,8 599,4 679,0
15 168,6 245,7 325,7 407,8 491,9 577,4 664,6 752,8
16 185,6 270,6 358,6 449,1 541,7 635,9 732,0 829,2
17 203,1 296,2 392,6 491,7 593,1 696,3 801,5 907,9
18 221,2 322,6 427,6 535,5 646,1 758,5 873,1 989,0
19 239,8 349,7 463,6 580,6 700,5 822,4 946,7 1072,4
20 258,8 377,6 500,5 626,9 756,4 888,1 1022,3 1158,1
21 278,4 406,1 538,4 674,4 813,7 955,4 1099,8 1245,9
22 298,4 435,3 577,2 723,0 872,3 1024,3 1179,1 1335,7
23 318,9 465,2 616,9 772,7 932,4 1094,8 1260,3 1427,7
24 339,8 495,8 657,4 823,5 993,7 1166,8 1343,2 1521,7
25 361,1 527,0 698,8 875,4 1056,3 1240,4 1427,9 1611,6

Zdroj: Blatna, Dagmar: Neparametrické metody. Tabulka T21/1.
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Kritické hodnoty pro Spearmantv koeficient poradové korelace n=5...30, a = 0,05 a a = 0,01

Pro n > 20 lze pouzit testovou statistiku

T, = IVZ2 itera se v pripadé platnosti

J1-1s2’

nulové hypotézy asymptoticky ridi

rozlozenim t(n-2).

Pro n > 30 lze pouzit testovou statistiku

revn — 1 Plati-li Hy, pak ,wvn — 1 = N(O, 1).

Two-tailed test
-l 0 o,
alfa

n 0,05 0,01
5 1,000 *

6 0,886 1,000
7 0,786 0,929
8 0,738 0,881
9 0,700 0,833
10 0,648 0,794
11 0,618 0,755
12 0,587 0,727
13 0,560 0,703
14 0,538 0,675
15 0,521 0,654
16 0,503 0,635
17 0,485 0,615
18 0,472 0,600
19 0,460 0,584
20 0,447 0,570
21 0,435 0,556
22 0,425 0,544
23 0,415 0,532
24 0,406 0,521
25 0,398 0,511
26 0,390 0,501
27 0,382 0,491
28 0,375 0,483
29 0,368 0,475
30 0,362 0,467

One-tailed test
0 o,
alfa

n 0,05 0,01

5 0,900 1,000
6 0,829 0,943
7 0,714 0,893
8 0,643 0,833
9 0,600 0,783
10 0,564 0,745
11 0,536 0,709
12 0,503 0,671
13 0,484 0,648
14 0,464 0,622
15 0,443 0,604
16 0,429 0,582
17 0,414 0,566
18 0,401 0,550
19 0,391 0,535
20 0,380 0,520
21 0,370 0,508
22 0,361 0,496
23 0,353 0,486
24 0,344 0,476
25 0,337 0,466
26 0,331 0,457
27 0,324 0,448
28 0,317 0,440
29 0,312 0,433
30 0,306 0,425

Zdroj: http://www.ace.upm.edu.my/~bas/5950/Spearman%20Rho%20Table.pdf
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Jednorozmérna analyza a testovani normality pomoci SAS, STATA a SPSS

Nasledujici text Cerpa z ¢lanku Hun Myoung Park: Univariate Analysis and Normality
Test Using SAS, Stata and SPSS (dostupny z
http://www.indiana.edu/~statmath/stat/all/normality/normality.pdf)

Introduction

Graphical Methods

Numerical Methods

Testing Normality Using SAS
Testing Normality Using Stata
Testing Normality Using SPSS
Conclusion

4 2 =

RV

1. Introduction

Descriptive statistics provide important information about variables to be analyzed. Mean,
median. and mode measure central tendency of a variable. Measures of dispersion include
variance. standard deviation, range, and interquantile range (IQR). Researchers may draw a
histogram. stem-and-leaf plot. or box plot to see how a variable is distributed.

Statistical methods are based on various underlying assumptions. One common assumption is

that a random variable is normally distributed. In many statistical analyses, normality is often

conveniently assumed without any empirical evidence or test. But normality 1s critical in many

statistical methods. When this assumption 1s violated. mterpretation and inference may not be 353
reliable or valid.



Figure 1. Comparing the Standard Normal and a Bimodal Probability Distributions
Standard Normal Distribution Bimodal Distribution

=+ =+

The t-test and ANOVA (Analysis of Variance) compare group means. assuming a variable of
interest follows a normal probability distribution. Otherwise. these methods do not make much
sense. Figure 1 illustrates the standard normal probability distribution and a bimodal
distribution. How can you compare means of these two random variables?

There are two ways of testing normality (Table 1). Graphical methods visualize the

distributions of random variables or differences between an empirical distribution and a
theoretical distribution (e.g.. the standard normal distribution). Numerical methods present
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summary statistics such as skewness and kurtosis. or conduct statistical tests of normality,
Graphical methods are intuitive and easy to interpret. while numerical methods provide
objective ways of examining normality.

Table 1. Graphical Methods versus Numerical Methods

Graphical Methods Numerical Methods
Descriptive Stem-and-leaf plot, (skeletal) box plot. Skewness
dot plot, histogram Kurtosis
Theorv-driven P-P plot Shapiro-Wilk, Shapiro- Francia test
] Q-Q plot Kolmogorov-Smirnov test (Lillefors test)

Anderson-Darling/Cramer-von Mises tests
Jarque-Bera test. Skewness-Kurtosis test

Graphical and numerical methods are either descriptive or theory-driven. A dot plot and
histogram. for instance. are descriptive graphical methods. while skewness and kurtosis are
descriptive numerical methods. The P-P and Q-Q plots are theory-driven graphical methods for
normality test, whereas the Shapiro-Wilk W and Jarque-Bera tests are theory-driven numerical
methods.
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Figure 2. Histograms of Normally and Non-normally Distributed Variables

A Normally Distributed Variable (N=500) A Non-normally Distributed Variable (N=164)
[Ty ]
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Randomly Drawm from the Standard Mormal Distribution (Seed=1,234,587) Per Capita Gross Mational Income in 2005 (51,000)

Three variables are employed here. The first variable is unemployment rate of Illinois. Indiana.
and Ohio in 2005. The second vartable includes 500 observations that were randomly drawn
from the standard normal distribution. This variable 1s supposed to be normally distributed with
mean 0 and variance 1 (left plot in Figure 2). An example of a non-normal distribution 1s per
capita gross national income (GNI) in 2005 of 164 countries in the world. GNIP 1s severely
skewed to the right and 1s least likely to be normally distributed (right plot in Figure 2). See the
Appendix for details.
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2. Graphical Methods

Graphical methods visualize the distribution of a random variable and compare the distribution
to a theoretical one using plots. These methods are either descriptive or theory-driven. The
former method is based on the empirical data. whereas the latter considers both empirical and
theoretical distributions.

2.1 Descriptive Plots

Among frequently used descriptive plots are the stem-and-leaf-plot. dot plot. (skeletal) box plot.
and histogram. When N is small. a stem-and-leaf plot and dot plot are useful to summarize
continuous or event count data. Figure 3 and 4 respectively present a stem-and-leaf plot and a

dot plot of the unemployment rate of three states.

Figure 3. Stem-and-Leaf Plot of Unemployment Rate of Illinois, Indiana, Ohio
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. th . t . th . . th
A box plot presents the minimum. 25" percentile (17 quartile). 50 percentile (median). 75
. d . ) . . . . ]

percentile (3 quartile). and maximum in a box and lines.” Outliers. if any. appear at the
outsides of (adjacent) minimum and maximum lines. As such. a box plot effectively
summarizes these major percentiles using a box and lines. If a variable 1s normally distributed.
its 25™ and 75" percentile are symmetric. and its median and mean are located at the same

. . 2
point exactly in the center of the box.

In Figure 5. you should see outliers in Illinois and Ohio that affect the shapes of corresponding
boxes. By confrast. the Indiana unemployment rate does not have outliers. and its symmetric

box implies that the rate appears to be normally distributed.

Figure 5. Box Plots of Unemplovment Rates of Illinois, Indiana, and Ohio

llingis (N=102) Indiana {N=02) Ohio (N=88)
-]
* Figure 4. Dot Plot of Unemployment Rate of Illinois, Indiana, Ohio
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Indiana Business Resaarch Center (hitp:fwww. stats indiana.edu’)

Source: Bureau of Labor Statistics
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The histogram graphically shows how each category (interval) accounts for the proportion of
total observations and 1s appropriate when N 1s large (Figure 6).

Figure 6. Histograms of Unemployment Rates of Illinois, Indiana and Ohio

Minois (N=102) Indiana (N=02) Ohic (N=88)

W)

T T T
o 3 & 12 15 I] 12 15 I] 12 15

Indlana Business Research Center (hapossaww. stats. Indlana. edur)
Source: Bureau of Labor Statistics

! The first quartile cuts off lowest 25 percent of data; the second quartile, median, cuts data set in half: and the
third quartile cuts off lowest 75 percent or lughest 25 percent of data. See http://en wikipedia org/wiky/Quartile
- SAS reports a mean as “+” between (adjacent) ninimum and maximum lines.
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2.2 Theoryv-driven Plots

P-P and Q-Q plots are considered here. The probability-probability plot (P-P plot or percent
plot) compares an empirical cumulative distribution function of a variable with a specific
theoretical cumulative distribution function (e.g.. the standard normal distribution function). In

Figure 7. Ohio appears to deviate more from the fitted line than Indiana.

Figure 7. P-P Plots of Unemployment Rates of Indiana and Ohio (Year 2005)
2005 Indiana Unemployment Rate (N=92 Counties) 2 2005 Ohio Unemployment Rate (N=68 Counties)
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Source: Bureau of Labor Statistics Sowrce: Bureaw of Labor Statistics
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Similarly, the quantile-quantile plot (Q-Q plot) compares ordered values of a variable with
quantiles of a specific theoretical distribution (1.e.. the normal distribution). If two distributions
match, the points on the plot will form a linear pattern passing through the origin with a unit
slope. P-P and Q-Q plots are used to see how well a theoretical distribution models the
empirical data. In Figure 8. Indiana appears to have a smaller variation 1n its unemployment

rate than Ohio. By contrast. Ohio appears to have a wider range of outliers in the upper extreme.

Figure 8. Q-Q Plots of Unemployment Rates of Indiana and Ohio (Year 2005)

2005 Indiana Unemployment Rate (N=92 Counties) 2005 Ohio Unemployment Rate (N=88 Counties)
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Detrended normal P-P and Q-Q plots depict the actual deviations of data points from the
straight horizontal line at zero. No specific pattern in a detrended plot indicates normality of the
variable. SPSS can generate detrended P-P and Q-Q plots.
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3. Numerical Methods

Graphical methods. although visually appealing, do not provide objective criteria to determine
normality of variables. Interpretations are thus a matter of judgments. Numerical methods use
descriptive statistics and statistical tests to examine normality.

3.1 Descriptive Statistics

Measures of dispersion such as variance reveal how observations of a random variable deviate

from their mean. The second central moment is

5 =

Skewness 15 a third standardized moment that measures the degree of symmetry of a probability

n—1

2 Z(-Tf_-“_')z

distribution. If skewness is greater than zero. the distribution is skewed to the right. having
more observations on the left.

E(x =] _ D5 =% _n-13 (-5

a

Kurtosis, based on the fourth central moment. measures the thinness of tails or “peakedness™ of

3

s (n—=1)

a probability distribution.

E[(x— )] _ > (% — ) _ (=D (x5 - x)*

[> (5 ~%°T

a

1

.5'4(?3 —1)
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Figure 9. Probability Distributions with Different Kurtosis
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It kurtosis of a random variable 1s less than three (or if kurtosis-3 1s less than zero). the
distribution has thicker tails and a lower peak compared to a normal distribution (first plot in
Figure 9).° By contrast, kurtosis larger than 3 indicates a higher peak and thin tails (last plot). A
normally distributed random variable should have skewness and kurtosis near zero and three.
respectively (second plot in Figure 9).

state | H mean median max min wvariance skewness kurtosis
_______ +________________________________________________________________________________
IL | 102 5.421565 5.35 8.8 3.7 8541837 c5370033 3.946025

IN | 2 5.e841304 5.5 8.4 3.1 1.079374 3416314 Z2.7B5585

CcH | B8 ©.3G25 g.l 13.3 3.9 2.126049 1.565322 EB.0430%57
_______ +________________________________________________________________________________
Total | 282 5.78&878 5.65 13.3 3.1 1.473955 1.4480% B.3B3285

In short, skewness and kurtosis show how the distribution of a variable deviates from a normal
distribution. These statistics are based on the empirical data.

3.2 Theory-driven Statistics

The numerical methods of normality test include the Kolmogorov-Smirnov (K-S) D test
(Lilliefors test). Shapiro-Wilk test. Anderson-Darling test. and Cramer-von Mises test (SAS
Institute 1995).* The K-S D test and Shapiro-Wilk W test are commonly used. The K-S.
Anderson-Darling. and Cramer-von Misers tests are based on the empirical distribution
function (EDF). which is defined as a set of N independent observations x;. x,. ...x, with a
common distribution function F(x) (SAS 2004).
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Table 2. Numerical Methods of Testing Normality

Test Statistic N Range  Dist. SAS Stata SPSS
Jarque-Bera 2 .2 - - -
1 V4 77 (2)

_ mess- < 2 9<N 2 - .sktest -
Skewness-Kurtosis 7 72(2) e

Shapiro-Wilk W T=N= 2,000 - YES .swilk YES
Shapiro-Francia W’ 5=N= 5.000 - - .sfrancia -
Kolmogorov-Smirnov D EDF YES ) YES
Cramer-vol Mises W- EDF YES - -
Anderson-Darling A EDF YES - -

* Stata . ksmirnov command is not used for testing normality.

The Shapiro-Wilk W 1s the ratio of the best estimator of the variance to the usual corrected sum
of squares estimator of the variance (Shapiro and Wilk 1965).” The statistic is positive and less
than or equal to one. Being close to one indicates normality.

* SAS and SPSS produce (kurtosis -3), while Stata returns the kurtosis. SAS uses 1ts weighted kurtosis formula
with the degree of freedom adjusted. So, 1f N 1s small, SAS, Stata, and SPSS may report different kurtosis.

4 The UNIVARIATE and CAPABILITY procedures have the NORMAL option to produce four statistics.

> The W statistic was constructed by considering the regression of ordered sample values on corresponding
expected normal order statistics, which for a sample from a normally distributed population is linear (Royston
1982). Shapiro and Wilk’s (1965) original W statistic 1s valid for the sample sizes between 3 and 50, but Royston
extended the test by developing a transformation of the null distribution of W to approximate normality throughout
the range between 7 and 2000.
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The W statistic requires that the sample size 1s greater than or equal to 7 and less than or equal
to 2.000 (Shapiro and Wilk 1965).°

= > ”a'-"{a':u]z
D (x—X)
where a’=(a;. az. .... a,) =F.F.F'V_I[H.F'V_IV_IP}I]_HE . m’=(my;. mp. .... my,) is the vector of expected

values of standard normal order statistics. V is the n by n covariance matrix. x'=(x;. Xz, .... Xy)
15 a random sample. and x)< X2)< ... <Xgm).

The Shapiro-Francia W' test 1s an approximate test that modifies the Shapro-Wilk W. The S-F
statistic uses b’=(by, ba, .... by) =m'(m'm)™* instead of a’. The statistic was developed by
Shapiro and Francia (1972) and Royston (1983). The recommended sample sizes for the

Stata .sfrancia command range from 35 to 5.000 (Stata 2005). SAS and SPSS do not support
this statistic. Table 3 summarizes test statistics for 2005 unemployment rates of Illinois. Indiana.

and Ohio. Since N is not large. you need to read Shapiro-Wilk. Shapiro-Francia. Jarque-Bera.
and Skewness-Kurtosis statistics.
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Table 3. Normality Test for 2005 Unemployment Rates of Illinois, Indiana, and Ohio

State Ilinois Indiana Ohio
Test P-value Test P-value Test P-value
Shapiro-Wilk = 9714 0260 9841 3266 8858 J0001
Shapiro-Wilk e 9728 0336 9855 A005 8869 J0000
Shapiro-Francia stata 9719 0292 9858 3545 8787 J0000
Kolmogorov-Smirnov {0583 1500 0919 0539 1602 0100
Cramer-von Misers = 0606 22500 1217 0582 4104 0050
AﬂdEI‘SDﬂ—DaI]jJJg = 4534 2500 6332 0969 22815 0050
Jarque-Bera 12.2928 0021 1.9458 3380 149 5495 .0000
Skewness-Kurtosis **® 10.59 0050 1.99 3705 4375 J0000

The SAS UNIVARIATE and CAPABILITY procedures perform the Kolmogorov-Smirnov D.
Anderson-Darling A”. and Cramer-von Misers W tests. which are useful especially when N is
larger than 2.000.

3.3 Jarque-Bera (Skewness-Kurtosis) Test

The test statistics mentioned in the previous section tend to reject the null hypothesis when N
becomes large. Given a large number of observations. the Jarque-Bera test and Skewness-
Kurtosis test will be alternative ways of normality test.

The Jarque-Bera test. a type of Lagrange multiplier test. was developed to test normality.
heteroscedasticy. and serial correlation (autocorrelation) of regression residuals (Jarque and
Bera 1980). The Jarque-Bera statistic 1s computed from skewness and kurtosis and
asymptotically follows the chi-squared distribution with two degrees of freedom.

S Stata . swilk command, based on Shapiro and Wilk (1965) and Royston (1992), can be used with from 4 to
2000 observations (Stata 2005). 366



skewness” (kurtosis — 3)2
bl +
6 24

. . .
} ~ ¥7(2) . where #» 1s the number of observations.

The above formula gives a penalty for increasing the number of observations and thus implies a
good asymptotic property of the Jarque-Bera test. The computation for 2005 unemployment
rates is as follows.’

For Illinois: 12.292825 = 102+ (0.66685022°2/6 + 1.0552068%2/24)
For Indiana: 1.9458304 = 92+ (0.34732004°2/6 + (-0.1583764)"2/24)
For Ohio: 149.54945 = 88*%(1.69434105°2/6 + 5.413228942/24)

The Stata Skewness-Kurtosis test is based on D’ Agostino. Belanger. and D’ Agostino. Jr. (1990)
and Royston (1991) (Stata 2005). Note that in Ohio the Jarque-Bera statistic of 150 1s quite
different from the S-K statistic of 44 (see Table 3).
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Table 4 Comparison of Methods for Testing Normality

N 10 100 500 1.000 5.000 10,000

Mean 22410 -.0711 -.0851 —. 0087 -.0153 -.0182
Standard deviation L2554 1.0701 1.0033 1.00%0 1.0107 1.00e5
Minimum —-.3e5% -2.8374 -2.8374 —-2.8374 -3.5387 —-3.49B38
17quantile ~.2372 ~.8674 ~.8052 ~.7089 ~.7034 ~.7121
Median L5411 —-.0625 -.11%& —. 0305 —.022 -.021%
3rdqumltﬂe 1.4e73 L T307 .6125 . T027 .6623 L4745
Maximuimn 1.773% 1.89g20 2.5117 3.1e31 3.5458 4_3140
Skewness °= —.1620 —.2272 —.0204 .0100 .0388 L0301
Kurtosis-3 ** -1.455% -.9133 —-.39848 —.2633 —-.00&7 -.0203
Ja[qug_Bm LEZES 1.895B0 3.3483 2.49051 1.Zel8 2.7171

(.6291) (.3757) (.1875) (.2340) (.5321) (.2570)
Skewness Stata -.1366 —-.2238 -.02032 L0100 .0388 L0391
EKurtosis &2 1.&310 2.452¢ 2.54932 2.7320 2,882 2.8751
5 K e 1.52 2.52 4.9 3.64 l1.26 2

(.4030) (.2843) (.0850) (.1ezZ0) (-5330) (
Shapﬁg_‘iﬁfﬂkw sas L2359 L2340 L8855 aa30 .B855

(.5087) (.2E5kE) ([.1&e80) (.2797) 2727)
Shapﬁg_FW'sm L2581 L8873 40ES BG83 Looes

(.725&) (.3877) (.2541) (.200%9) (.1000)
Kn]_n]ﬂgn{{ﬂ;_s D= L1382 L0708 0Zgd 0180 0076

(.1300) {.1500) (.1500) (.1500) {.1500) .
Cramer-M W= = . 0348 L0783 L0834 L0607 L0304

(.2300) (.2167) (.19435) (.2500) (.2500) (.22500)
Anderson-D A_E-sas. 25265 L4085 L5405 L2313 L1920 L4020

(-2500) [.24ckE) (.1712) (-2500) (-2500) (-2500)

* P-value 1n parentheses

Table 4 presents results of normality tests for random variables with different numbers of
observations. The data were randomly generated from the standard normal distribution with a
seed of 1.234.567 1n SAS. As N grows. the mean. median. skewness, and (kurtosis-3) approach
zero. and the standard deviation gets close to 1. The Kolmogorov-Smirnov D. Anderson-

7 Skewness and Kurtosis are computed using the SAS UNIVARIATE and CAPABILITY procedures that report

kurtosis munus 3. 368



. 3 . 2 . . . . .
Darling A°. Cramer-von Mises W™ are computed in SAS, while the Skewness-Kurtosis and
Shapiro-Francia W’ are computed in Stata.

All four statistics do not reject the null hypothesis of normality regardless of the number of
observations (Table 4). Note that the Shapiro-Wilk W 1s not reliable when N 1s larger than
2.000 and S-F W~ 1s valid up to 5.000 observations. The Jarque-Bera and Skewness-Kurtosis
tests show consistent results,

3.4 Software Issues

The UNIVARIATE procedure of SAS/BASE and CAPABILITY of SAS/QC compute various
statistics and produce P-P and Q-Q plots. These procedures provide many numerical methods

including Cramer-vol Mises and Anderson-Darling.® The P-P plot is generated only in
CAPABILITY.

By contrast. Stata has many individual commands to examine normality. In particular, Stata
provides .skt==t and .sfrancia to conduct Skewness-Kurtosis and Shapiro-Francia W' tests,
respectively.

SPSS EXAMINE provides numerical and graphical methods for normality test. The detrended
P-P and Q-Q plots can be generated in SPSS. Since SPSS has changed graph-related features
over time. you need to check menus. syntaxes, and reported bugs.
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Table 5 summarizes SAS procedures and Stata/SPSS commands that are used to test normality

of random variables.

Table 5. Comparison of Procedures and Commands Available

SAS Stata SPSS
Descriptive statistics UNIVARIATE .summarize Descriptives, Frequencies
(Skewness/Kurtosis) .tabstat Examine
Histogram. dot plot UNIVARIATE .histogram Graph, Igraph, Exanune,

CHART. PLOT .dotplot Frequencies

Stem-leaf-plot UNIVARIATE" .stem Examine
Box plot UNIVARIATE® .graph box Examine, Igraph
P-P plot CAPABILITY .pnorm Pplot
Q-Q plot UNIVARIATE . qnOoYm Pplot, Examine
Detrended Q-Q/P-P plot Pplot, Examine
Jarque-Bera (5-K) test .sktest
Shaptro-Wilk W UNIVARIATE .swilk Examine
Shapiro-Francia W~ .sfrancia
Kolmogorov-Smrnov UNIVARIATE Examine
Cramer-vol Mises UNIVARIATE
Anderson-Darling UNIVARIATE

* The UNIVARIATE procedure can provide the plot.
** The CAPABILITY procedure can provide the plot.

I MINITAB also performs the Kolmogorov-Smirnov and Anderson-Darling tests.
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4. Testing Normality in SAS

SAS has the UNIVARIATE and CAPABILITY procedures to compute descriptive statistics.,
draw various graphs. and conduct statistical tests for normality. Two procedures have similar
usage and produce similar statistics in the same format. However, UNIVARIATE produces a
stem-and-leaf plot. box plot. and normal probability plot. while CAPABILITY provides P-P

plot and CDP plot that UNIVARIATE does not,

This section illustrates how to summarize normally and non-normally distributed variables and
conduct normality tests of these varables using the two procedures (see Figure 10).

Figure 10. Histogram of Normally and Non-normally Distributed Variables
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4.1 A Normally Distributed Variable

The UNIVARIATE procedure provides a variety of descriptive statistics. Q-Q plot, leaf-and-
stem-plot, and box plot. This procedure also conducts Kolmogorov-Smirnov test. Shapiro-
Wilk” test, Anderson-Darling, and Cramer-von Misers tests.

Let us take a look at an example of the UNIVARIATE procedure. The NORMAL option
conducts normality testing: PLOT draws a leaf-and-stem plot and a box plot: finally. the
QQPLOT statement draws a Q-Q plot.

PROC UNIVARIATE DATA=masil.normality NORMAL PLOT;

Tests Tor Location: MuQ=0

VAR random: Test -Statistic- -----p Va
)
—E o —ES = = M
QAPLOT random /NORMAL (MU=EST SIGMA=EST COLOR=RED L=1); student's T t -2.11880 Pros |t
RUN ; sign M -2 Pr >= |M]|
Signed Rank s -6523 Pr >= |s|
Like UNIVARIATE. the CAPABILITY procedure also produces various descriptive statistics
N . - Tests Tor Mormality
and plots. CAPABILITY can draw a P-P plot using the PPPLOT option but does not support a
leaf-and-stem plot. a box plot. and a normal probability plot; this procedure does not have the Test --statistic--- -
PLOT option available in UNIVARIATE. Shapiro-wilk W 0.005564  Pr <
KOlmOgOrOV-SmirnO\l’ 1] 0.026891 Pr =
4.1.1 SAS Output of Descriptive Statistics Cramer-von Mises W-sq 0.083351  Pr >
Anderson-Darling A-Sq 0.540804  Pr >
The following is an example of the CAPABILITY procedure. QQPLOT, PPPLOT. and
HISTOGRAM statements respectively draw a Q-Q plot, P-P plot. and histogram. Note that the ) o
INSET statement adds summary statistics to graphs such as histogram and Q-Q plot. Quantiles (Definition 5)
PROC CAPABILITY DATA=masil.normality NORMAL; a til Estimat
VAR random; uantile sTimate
QOPLOT random [NORMAL (MU=EST SIGMA=EST COLOR=RED L=1);
PPPLOT random [NORMAL (MU=EST SIGMA=EST COLOR=RED L=1); 100% Max 2.511894336
HISTOGRAM /NORMAL (COLOR=MAROON W=4) CFILL = BLUE CFRAME = LIGR; Q0% 2.0554644090
INSET MEAN STD [CFILL=BLANK FORMAT=S.2 ; a5% {.530450307
RUN; a0% 1.215210586
75% 03 0.612538405
The CAPABILITY Procedure . .
Variaple:  random 50% Median  -0.119502165
25% ot -0.805101028
Moments 10% -1.413548051
5% -1.704057126
N 500 sum Weights 500 1% -2.219470314
Mean ) ) -0.0950725 Sum.ODservations -47.53624 0% Min -2.83T7417522
5Td Deviation 1.00330171 variance 1.00661432
Skewness -0.0203724 Kurtosis -0.3958108 .
uncorrected g8 506.810032  Corrected SS 502.300544 Extreme Observations
CoefT variation -1055.3019 5td Error Mean 0.04486002
------- Lowest------- -------Hignhest------
Basic Statistical Measures value obs value obs
Locatton variapiuity -2.83741752 20 2.14807641 119
Mean -0.09507 8td Deviation 1.00330 -2.59039285 204 2.21100340 340
Median  -0.11959 variance 1.00661 -2.47820630 73 2.424113802 325
Mode . Range 534911 -2.30126554 301 2.42171307 130
Interquartile Range 1.41773 -2.24047386 303 2.51160434 332

0.0346
0.0138
0.0435

-p value-----

0.168

>0.150
g 0.105
g 0.171

»=0=
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4.1.2 Graphical Methods

The stem-and-leaf plot and box plot. produced by the UNIVARIATE produre. illustrate that the
variable 1s normally distributed (Figure 11). The locations of first quantile, mean, median, and
third quintile indicate a bell-shaped distribution. Note that the mean -.0951 and median -.1196
are very close.

Figure 11. Stem-and-Leaf Plot and Box Plot of a Normally Distributed Variable
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* may represent up to 3 counts

The normal probability plot available in UNIVARIATE shows a straight line, implying the
normality of the randomly drawn variable (Figure 12).
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Figure 12. Normal Probability Plot of a Normally Distributed Variable
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The P-P and Q-Q plots below show that the data points are not seriously deviated from the
fitted line. They consistently indicate that the variable 1s normally distributed.

Figure 13. P-P plot and Q-Q Plot of a Normally Distributed Variable
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4.1.3 Numerical Methods

The mean of -.0951 1s very close to 0 and varanece 1s almost 1. The skewness and kurtosis-3 are
respectively -.0204 and -.3988. indicating an almost normal distribution. However, these
descriptive statistics do not provide conclusive information about normality.

SAS provides four different statistics for testing normality. Shapiro-Wilk W of .9956 does not
reject the null hypothesis that the variable is normally distributed (p<.168). Similarly.
Kolmogorov-Smirnov. Cramer-von Mises. and Anderson-Darling tests do not reject the null

hypothesis. Since the number of observations 1s less than 2.000. however. Shapiro-Wilk W test
will be appropriate for this case.

The Jarque-Bera test also indicates the normality of the randomly drawn varable (p=.1875).
Note that -.3988 1s kurtosis -3.

-0.0203721° -0.3 .
5{}{]{ 0.0203721" _-0.3988198

24

} - 3.3482776(2)

Consequently. we can safely conclude that the randomly drawn variable 1s normally distributed.

4.2 A Non-normally Distributed Variable

Let us examine the per capita gross national income as an example of non-normally distributed
variables. See the appendix for details about this variable.
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4.2.1 SAS Output of Descriptive Statistics

This section employs the UNIVARIATE procedure to compute descriptive statistics and
perform normality tests. The variable has mean 8.9646 and median 2.0495, where are
substantially different. Variance 184.0577 is extremely large.

PROC UNIVARIATE DATA=masil.gnip NORMAL PLOT;

RUN;

VAR gnip;

GOPLOT gnip /NORMAL (MU=EST SIGMA=EST COLOR=RED L=1);
HISTOGRAM [ NORMAL (COLOR=MARODON W=4) CFILL = BLUE CFRAME = LIGR;

The UNIVARIATE Procedure
Variable: GNIP

Obs

L ]

Moments
N 164 sum Weights 164 guantiles (DeTinition 5)
Mean 8.0645732 Sum Observations 1470.19001 ) )
sta Deviation 13.5667877  variance 184.057728 Quantile Estimate
Skewness 2.04047460 Kurtosis 3.60816725
uncorrected 83 43181.0356 corrected 83 30001 .4096 ;gsz Max ::'gzg
CoeTT variation 151.337798 5Td Error Mean 1.05938813 05 38080
00% 32.600
) o 75% Q3 8.680
Basic Statistical Measures 50% Median 2.765
25% 01 0.055
Location Variability 10% 0.450
5% 0.370
Mean B8.064573 3td Deviation 13.56679 1% 0.290
Median 2.765000 variance 184.05773 0% Min 0.290
Mode 1.010000 Range 65.34000
Interquartile Range 7.72500
Extreme Observations
Tests Tor Location: MuO=0 - --LOWesTt---- ----Highest----
Test -gtatistic-  ----- p value------ value obs value
student's t T 8.462029 Pr > |t <.0001
sign M 82 Pr M| <. 0001 0.29 164 46.32
signed Rank s 6765 Pr 151 <.0001 0.20 163 47.39
0.34 162 54.93
0.33 161 50.50
Tests Tor Normality 0.34 160 65.63
Test --5tatistic---  ----- p vValug------
snapiro-wilk W 0.663114 Pr o< W <0.0001
Kolmogorov-smirnov D 0.284426 Pr = D <0.0100
cramer-von Mises W-5q 4.346066 Pr = W-5q <0.0050
Anderson-Darling A-50 22.23115 Pr = A-50 <0.0050
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4.2.2 Graphical Methods

The stem-and-leaf plot. box plot. and normal probability plots all indicate that the variable 1s
not normally distributed (Figure 14). Most observations are highly concentrated on the left side
ot the distribution. See the stem-and-leaf plot and box plot in Figure 14,

Figure 14. Stem-and-Leaf Plot, Box Plot, and Normally Probability Plot
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The following P-P and Q-Q plots show that the data points are seriously deviated from the

fitted line (Figure 15).

Figure 15. P-P plot and Q-Q Plot of a Non-normally Distributed Variable
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4.2.3 Numerical Methods

Per capita gross national income has a mean of 8.9646 and a large variance of 184.0557. Its
skewness and kurtosis-3 are 2.0495 and 3.6082, respectively. indicating that the variable 1s
highly skewed to the right with a high peak and thin tails.

It 1s not surprising that the Shapiro-Wilk test rejected the null hypothesis; W 1s .6631 and p-
value 1s less than .0001. Kolmogorov-Smirnov, Cramer-von Mises, and Anderson-Darling tests

also report similar results.

Finally. the Jarque-Bera test returns 203.7717, which rejects the null hypothesis of normality at
the .05 level (p<.0000).

2.04947469%  3.60816725°
154{

+ > }huzﬂa.??17ﬁ(1)

To sum. we can conclude that the per capita gross national income 1s not normally distributed.
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5. Testing Normality Using Stata

In Stata. you have to use individual commands to get specific statistics or draw various plots.
This section contrasts normally distributed and non-normally distributed variables using
graphical and numerical methods.

3.1 Graphical Methods

A histogram 1s the most widely used graphical method. The histograms of normally and non-
normally distributed variables are presented in the introduction. The Stata .histogram
command 1s followed by a variable name and options. The normal option adds a normal
density curve to the histogram.

. histogram normal , normal
. histogram gnip, normal

Let us draw a stem-and-leaf plot using the . stem command. The stem-and-leaf plot of the
randomly drawn normal shows a bell-shaped distribution (Figure 16).

. stem normal
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Figure 16. Stem-and-Leaf Plot of a Normally Distributed Variable

Stem—and-leaf plot for normal
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By contrast, per capita gross national income 1s highly skewed to the right. having most
observations within $10.000 (Figure 17).

stem gnip
Figure 17. Stem-and-Leaf Plot of a Non-normally Distributed Variable
Stem—and-leaf plot for gnip

gnip rounded to nearsst multiple of .1
plot in units of .1

o*% | 03,03,03,03,03,03,03,03,04,04,04,04,04,04,04,04,04,04,05,05, ... (64)
o** | 21,22,23,23,23,24,24,24,24,25,25,25,26,26,26,27,28,28,28,28, ... (34)
O** | 44,45,45,46,46,47,48,48,50,50,50,52,53, 55,59
o** | §2,68,71,71,73,76,79

o** | B81,82,83,91,91

1** | 00,04,07,09,18

1%% | 36

1%* | 44,58

1** | §2,65,74

1** | 86,97

Ej.- |

2%% | 38

2%% | 40,54

2%* | §0,75,77,78

Ej.- |

%% | 00

%% | 22,26

3%% | 4§,48,57

3%+ | §§,70,73,7¢

%% | @)

a** | 02,11

4x* | 37

4% |

4** | §3,74

4% |

R

51.- |

Sax | 49

5J|.- |

S5%% | 96

E.i.- |

gyE | 382

gE* 36



The .dotplot command generates a dot plot. very similar to the stem-and leaf plot. in a
descending order (Figure 18).

. dotplot normal
. dotplot gnip

Figure 18. Dotplots of Normally and Non-normally Distributed Variables

A Mormally Distributed YVarable {(N=500) & Mon-normally Distributed Yarable (N=164)
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The .graph box command draws a box plot. In the left plot of Figure 19, the shaded box
represents the 25 percentile, median, and 75 percentile, which are symmetrically arranged.
The right plot has an asymmetric box with many outliers beyond the adjacent maximum line.

. graph box normal
. graph box gnip

Figure 19. Box plots of Normally and Non-normally Distributed Variables

A Normally Distributed Variable (N=500) A Mon-nomally Distributed Varable (N=164)

G- _
=
) ?

The . pnorm command produces standardized normal P-P plot. The left plot shows almost no
deviation from the line, while the right depicts an s-shaped curve that 1s largely deviated from
the fitted line. In Stata, a P-P plot has the cumulative distribution of an empirical variable on
the x axis and the theoretical normal distribution on the v axis.”

ag

i G b & @

phorm normal
phorm gnip

In SAS. these distributions are located reversely.
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Figure 20. P-P plots of Normally and Non-normally Distributed Variables

A Normally Distributed Variable (N=500)
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The . gnorm command produces a standardized normal Q-Q plot. The following Q-Q plots

A Mon-normally Distributed YVarable (N=164)
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show a similar pattern that P-P plots do (Figure 21). In the right plot. data points are
systematically deviated from the straight fitted line.

LONorm normal
LONOrm gnip

Figure 21. Q-Q plots of Normally and Non-normally Distributed Variables
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5.2 Numerical Methods

Let us first get summary statistics using the . summarize= command. The detail option lists
various statistics imncluding mean, standard deviation. minimum. and maximum. Skewness and
kurtosis of a randomly drawn variable are respectively close to 0 and 3. implying normality.

Per capital gross national income has large skewness of 2.03 and kurtosis of 6.46. being skewed
to the right with a high peak and flat tails.

summarize normal, detail

normal
Percentiles Smallest
1% -2.219479 -2.83741%8
5% =-1.7940357 -2.590393
10% -1.413548 -2.473296 Obs 00
25% -.805191 -2.391266 sum of Wgt. 00
S0g -, 1185622 Mzan -, 0850725
Largest Std. Dew. 1.003302
T5% LBl25385 2.211083
40% 1.215211 2.42113% Variance 1.006614
45% 1.53045 2.421713 Skewness -, 0203109
959% 2.055464 2.511694 Kurtocsis 2.393161
sum gnip, detaiz gpip
Percentiles Smallest
1% .28 .28
T .37 .28
10% .45 .31 Obs 164
5% LBE5 .33 Sum of Wgt. 164
50% 2,765 Mean §.964573
Largest Std. Dewv. 13.56879
75% 8.68 47.39
a0% 32.6 54,93 Variance 154.0577
95% 38.98 559.59 Skewness 2.030682
98% 59.59 65.63 Kurtosis 6.462734

The .tabstat command is vary useful to produce deseriptive statistics in a table form. The
column (variable) option lists statistics vertically (in table rows). The command for the 336
variable normal is skipped.



tabstat gnip, stats({n mean sum max min range sd var semean skewness kurtosis /f//

median pl pd pl0 p25 p50 p75 p90 p95 p99% igr g) column(variable)

stats | normal stats gnip
_________ + —— ot . ot N —
H | SO0 H licd

mean | -.0950725 mean 8.964573
sum | -47.53c24 Sum 1470.18

max | 2.51lcs4d max E5.63

min | -2.837418 min 29
range | 5.348112 range B5.24

sd | 1.003302 sd 13.56874
variance | l.00ecld variance 184.0577
se (mean) | LO044BE9 g2 (mean) 1.059388
gkewnsss | - 0202109 gkewness 2.030682
kurtosis | 2.5893131 kurtosis B.402724
psd | -.11859:22 Bs0 2.785

pl | -2.215%476 pl L2G

ps | -1.7840357 D5 )

pld | -1.413548 pld .45

p23 | -.8051481 P25 .95

psd | -.11859:22 Bs0 2.785

B75 | 6125385 P75 g.68

ped | 1.215211 Pe0 32.6

pit | 1.53045 Pe5 3B.58

p9% | 2.0554&4 P29 59.59

igr | 1.41773 igr T.725

p23 | -.805181 P25 . 955

pal | -.1185922 Pl 2.785

B75 | .6125385 P75 B.&8

Now let us conduct statistical tests of normality. Stata provide three testing methods: Shapiro-
Wilk test. Shapiro-Francia test. and Skewness-Kurtosis test. The .swilkand .sfrancia

commands respectively conduct the Shapiro-Wilk and Shapiro-Francia tests. Both tests do not
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reject normality of the randomly drawn variable and reject normality of per capita gross
national income.

swilk normal

Shapiro-Wilk W test for normal data
Variable Cbs W W Z Prob>=

Shapiro-Francia W' test for normal data

Variable Obs W' 5! £ Prob:=
""" normal | 500 0.898645  1.273  0.541 0.28412
swilk gnip
Shapiro-Wilk W test for normal data
Variable Obs W L' Z Prob>=
"""" gnip | 164  0.66322  42.309  B.530 0.00000

Shapirc-Francia W' test for normal data
i

Variable Obs W' . Z Prob>=

Stata’s .sktest command conducts the Skewness-Kurtosis test that 1s conceptually sumilar to
the Jarque-Bera test. The noadjust option suppresses the empirical adjustment made by
Royston (1991). The following S-K tests do not reject normality of a randomly drawn variable
at the .05 level but surprisingly reject the null hypothesis at the .1 level.
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sktest normal

Skewness/Eurtosis tests for Normality

——————— joint -————-

Variable Pr(Skewness) Pr{Eurtosis) adj chizZ(z) Praob>chil
normal 0.851 0.027 4,93 0.0850

sktest normal, ncocadjust
Skewness/Kurtosis tests for Normality

——————— joint --——-——-

Variable Pr(Skewness) Pr{Eurtosis) chiZ (2) Prob>chil
normal 0D.851 0.027 4,93 0.0850

Like the Shapiro-Wilk and Shapiro-Francia tests. both S-K tests below reject the null
hypothesis that per capita gross national income 1s normally distributed at the .01 significance

level.

sktest gnip

Skewness/Kurtosis tests for NHormality

——————— joint -————-
Variable Pr(Skewness) Pr{Eurtosis) adj chiZ(z) Praob>chilZ
gnip 0.00a0 0. 000 55.33 0.0000
sktest gnip, noadjust
Skewness/Eurtosis tests for NHormality
————— - joint -————-
WVariable Pr{Skewness) Pr(Kurtosis) chi2 (2) Prob>chil
gnip o.0200 Qo0 75.3%9 0.0200

The Jarque-Bera statistic of normal 1s 3.4823 = 500%(-.0203109"2/6+(2.593181-3)"2/24).
which is not large enough to reject the null hypothesis (p<.1753). The Jarque-Bera statistic of
the per capita gross national income 1s 194.6489 = 164%(2.030682"2/6+(6.462734-3)"2/24).
This large chi-squared rejects the null hypothesis (p<.0000). The Jarque-Bera test appears to be
more reliable than the Stata S-K test (see Table 4).

In conclusion. graphical methods and numerical methods provide sutficient evidence that per 280
capita gross national income 1s not normally distributed.



6. Testing Normality Using SPSS

SPSS has the DESCRIPTIVES and FREQUENCIES commands to produce descriptive
statistics. DESCRIPTIVES 1s usually applied to continuous variables. but FREQUENCIES 1s
also able to produce various descriptive statistics in addition to frequency tables. The IGRAPH
command draws histogram and box plots. The PPLOT command produces (detrended) P-P and

Q-Q plots.

The EXAMINE command can produce both descriptive statistics and various plots, such as a
stem-leaf-plot, histogram. box plot, (detrended) P-P plot. and (detrended) Q-Q plot. EXAMINE
also performs the Kolmogorov-Smirnov and Shapiro-Wilk tests for normality.

6.1 A Normally Distributed Variable

DESCRIPTIVES summarizes mterval or continuous variables and FREQUENCIES reports
frequency tables of discrete variables and summary statistics. The /STATISTICS subcommand
i both commands specify statistics to be produced.
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The following DESCRIPTIVES command reports the number of observations, sum. mean.

. .. 10 . .. . .
variance. standard deviation of normal.” The mean of -.10 and standard dewviation 1 implies
that the variable 1s normally distributed.

DESCRIPTIVES VARIABLES=normal
[STATISTICS=MEAN SUM STDDEV VARIAMNCE.

Descriptive Statistics

N Sum Mean Sta. Deviation| Variance
normal 500 -47 .54 - . 0951 1.00330 1.007
valid M 500
(listwise)

The following FREQUENCIES produces various statistics of normal. a frequency table. and a
hiamgrmn.u Since normal 15 continuous, its frequency table 1s long and thus skipped here. The
HISTOGRAM subcommand draws a histogram, which 1s the same as what the GRAPH
command in the next page produces.

FREQUENMCIES VARIABLES=normal fNTILES= 4
JSTATISTICS=STDDEV VARIANCE RANGE MINIMUM MAXIMUM SEMEAN MEAN MEDIAN MODE
SUM SEEWNESS SESKEW KURTOSIS SEKURT
JHISTOGRAM
JORDER= ANALYSIS.

Statistics

'° In order to execute this command. open a syntax window . copy and paste the syntax into the window, and then
click Run menu. Alternatively, click Analysis= Descriptive Statistics=Descriptives and provide a variable of
interest.

" Click Analysis= Descriptive Statistics— Frequencies and then specify statistics using the Statistics option.
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normal

M Valid 500.000

Missing . 000
Mean -.0a5
5td. Error oT Mean 045
Median -.120
Mode -2.83r"
Std. Deviation 1.003
variance 1.007
SKewness -.020
Std. Error oT 3SKewness .100
Kurtosis -.300
Std. Error oT Kurtosis .218
Range 5.3490
Minimum -2.837
Maximum 2.512
sum -47 . 530
Percentiles 25 -.807

50 - 120

b= 013

d. Multiple modes exist. The smallest value is shown

The variable has a mean -.10 and a unit variance. The median -.120 1s very close to the mean.

The kurtosis-3 1s -.399 and skewness 15 -.020.
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6.1.1 Graphical Methods

Like the 'HISTOGRAM subcommand of FREQUENC IES. the GRAPH command draws a
histogram of the variable normal (left plot in Figure 2 S

GRAPH /HISTOGRAM=NnoOrmal.

The IGRAPH command can produce a similar histogram (right plot in Figure 22) but its syntax
appears to be messy * Two histograms report mean -.1 and standard deviation 1 on the right
top corner and suggest that the variable 1s normally distributed.

IGRAPH /VIEWNAME='Histogram'
/X1 = VAR(normal) TYPE = SCALE
/Y = $count /COORDINATE = VERTICAL
/X1LENGTH=3.0 /YLENGTH=3.0
/X2LENGTH=3.0
/CHARTLOOK= ' NONE *
/Histogram SHAPE = HISTOGRAM CURVE = OFF X1INTERVAL AUTO X1START = 0.

2 Click Graphs=Legacy Dialogs= Histogram.
13 Click Graphs=>Legacy Dialogs=> Interactive=> Histogram.
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Figure 22. Histogram of a Normally Distributed Variable

A

Friguancy
J

=%
i

marmal

Count

500

4007

300

20.0

1000

0=

-3.00

_F

-2.00

| -1.00 1.00

o0

normal

2.00

3.00

hiloar =- 0851
Sl Doare. =1
CEIAS
B =500

The EXAMINE command can produce descriptive statistics as well as a stem-and-leaf plot and
a box plot (Figure 23 and 24).}* The /PLOT subcommand with STEMLEAF and BOXPLOT
draws two plots that 1s very similar to the histogram i Figure 22.

EXAMINE VARIABLES=normal
fPLOT BOXPLOT STEMLEAF
fCOMPARE GROUP
[STATISTICS DESCRIPTIVES
fCINTERVAL 95
[MISSING LISTWISE
fHOTOTAL.

1 Click Analyze=*Descriptive Statistics=>Explore. and then include the variable you want to examine.
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Figure 23, Stem-and-Leaf Plot of a Normally Distributed Variable
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AR Figure 24. Box Plot of a Normallv Distributed Variable
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EXAMINE also produces a histogram and normal Q-Q plot and detrended normal Q-Q plot

using HISTOGRAM and NPPLOT option (Figure 25)."” NPPLOT conducts normality test and
draw the two Q-Q plots.

EXAMINE VARIABLES=normal
fPLOT HISTOGRAM NPPLOT
fCOMPARE GROUP [STATISTICS DESCRIPTIVES
fCINTERVAL 95 [MISSIMNG LISTWISE fNOTOTAL.

Figure 25. Q-Q and Detrended Q-Q Plots of a Normally Distributed Variable
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1 In the Explore dialog box. choose Plots option and then check Normality plots with tests option.
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The PPLOT command produces P-P and Q-Q plots as well. ' The /TYPE subcommand
chooses either P-P or Q-Q plot and /DIST specifies a probability distribution (e.g., the standard
normal distribution). The following PPLOT command draws normal P-P and detrended normal
P-P plots (Figure 26); the output of other descriptive statistics 1s skipped here.

PPLOT (VARIABLES=normal
fHOLOG JNOSTANDARDIZE
fTYPE=Q-0 (FRACTION=BLOM [TIES=MEAN [DIST=NORMAL.

Figure 26. P-P and Detrended P-P Plots of a Normallv Distributed Variable
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The following PPLOT command draws normal Q-Q and detrended normal Q-Q plots of the
variable (see Figure 25).

PPLOT [VARIABLES=nOrmal
fNOLOG /MNOSTANDARDIZE
[TYPE=0-0 /FRACTION=BELOM /[TIES=MEAN [DIST=MORMAL.

Both P-P and Q-Q plots show no significant deviation from the fitted line. As in Stata, the
normal Q-Q plot and detrended Q-Q plot has observed quantiles on the X axis and normal
quantiles on the Y axis.

6.1.2 Numerical Methods

EXAMINE has the /PLOT NPPLOT subcommand to test normality of a variable. This
command produces descriptive statistics (/STATISTICS DESCRIPTIVES). outhiers
(EXTREME). draws a normal Q-Q plot (/PLOT NPPLOT). and performs the Kolmogorov-
Smirnov and Shapiro-Wilk tests,

EXAMINE VARIABLES=normal
fPLOT NPPLOT
fSTATISTICS DESCRIPTIVES EXTREME
fCINTERVAL 95 [MISSING LISTWISE /JNOTOTAL.

case Processing Summary

1% In SPSS 16.0, you may not see P-P and Q-Q under the Graphs menu. which were available in previous versions.
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cases

Valid Missing Total

Percent Percent Percent

normal 100 .0% 0% 100.0%

Descriptives

I Statistic |Std. Error
normal Mean - .0951 04487

05% ConTidence Interval Lower Bound -.1832

Tor Mean Upper Bound -.GDGQ|

5% Trimmed Mean -.t:ugaa|

Median -.119:‘3|

variance 1.DD?|

sta. Deviation 1.I}CISBCI|

Minimum -2.84|

Max imum 2.51|

Range 5.35|

Interguartile Range 1.42|

Skewness - .ch:-| .109

Kurtosis -.399 218




EXtreme values

l

case Number value

Normal  Highest 1 332 2.51
2 139 2.42

3 325 2.42

4 340 2.21

5 119 2.15

Lowest 1 29 -2.84
2 204 -2.59

3 73 -2.48

B 391 -2.39

5 393 -2.24

Simce N 15 less than 2.000. we have to read the Shapiro-Wilk statistic and do not reject the null

hypothesis of normality (p<.168). Like SAS. SPSS reports the same Kolmogorov-Smirnov

statistic of .027. but 1t provides an adjusted p-value of .200. a bit larger than the .150 that SAS

reports.
Tests of Normality
Kolmogorov-Smirnov® Shapiro-Wilk
Statistic df Sig. Statistic df Sig.
iNDﬂhal 027 500 200 996 500 168

a. Lilliefors Significance Comection

*. This is a lower bound of the true significance.
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6.2 A Non-normally Distributed Variable

Let us consider per capita national gross income that 1s not normally distributed.
6.2.1 Graphical Methods

The following EXAMINE command produce the histogram. stem-and-leaf plot. and box plot of
a non-normally distributed variable gnip. The stem-and-leaf plot 1s skipped here.

EXAMINE VARIABLES=gnip
fPLOT BOXPLOT STEMLEAF HISTOGRAM NPPLOT
JETATISTICS DESCRIPTIVES EXTREME
JCINTERVAL 95 [MISSING LISTWISE fNOTOTAL.

Figure 27 illustrates that the distribution 1s heavily skewed to the right and there EH.].E’[ many
outliers beyond the extreme line i the box plot (right plot). The median and the 25" percentile
are close to each other.

Figure 27. Histogram and Box Plot a Non-normally Distributed Variable
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Figure 28 presents the P-P and detrended P-P plots where data points are sigmificantly deviated
from the straight fitted line.

PPLOT [VARIABLES=gnip
fHOLOG /MOSTANDARDIZE
[TYPE=P-P [FRACTION=ELOM
fTIES=MEAN
JDIST=NORMAL .

Figure 28. P-P and Detrended P-P Plots of a Non-normally Distributed Variable
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The Q-Q and detrended Q-Q plots also show a significant deviation from the fitted line (Figure
26).

402



PPLOT /VARIABLES=gnip
fHOLOG /NOSTANDARDIZE
[TYPE=0Q-0Q JFRACTION=BLOM
f TIES=MEAN
fDIST=NORMAL.

Figure 29. Q- and Detrended Q-Q Plots of a Non-normally Distributed Variable
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6.2.2 Numerical Methods

The descriptive statistics of gnip indicates that the variable 1s not normally distributed. There 1s
a large gap between the mean of 8.9646 and the median of 2.7650. The skewness and kurtosis -
3 are 2.049 and 3.608, respectively. The variable appears severely skewed to the right with a
higher peak and flat tails. The following tables are the output of the above EXAMINE

command. case Processing summary
cases
Valia Missing Total
M Percent M Percent M Percent
ignip 164 100.0% 0 .0% 164 100.0%
Descriptives

Statistic |std. Error

gnip Mean 8.06840 1.05939
05% conTidence Interval Lower Bound 6.8727
Tor Mean Upper Bound 11.0565
5% Trimmed Mean 7.1877
Median 2.7650
Variance 184.058
8td. Deviation 13.56670
Minimum .20
Maximum 65.63
Range 65.34
Interquartile Range 7.92

SKewness 2.049 .160

Kurtosis 3.608 L3TT
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EXTtreme Values

Case Number Value

gnip Hignest A 1 65.63
2 2| 50.50

3 3| 54.08

4 4| 47 .30

5 5| 45.30

Lowest 1 154| .20
P 153| .20

3 152| .34

4 151| .33

5 150| .34°

a. Only a partial list of cases with the wvalue .34

are shown in the table oT lower extremes.

Tests oT Normality

Kolmogorov-smirnov® Shapiro-wilk I
Statistic dar sig. Statistic dar sig. I
lgnip . 284 164 000 . BE3 164 .DOEII

4. LillieTors signiticance Correction

The Shapiro-Wilk test rejects the null hypothesis of normality at the .05 level. The Jarque-Bera
test also rejects the null hypothesis with a large statistic of 204, Its computation 1s skipped (see
section 4.2.3). Based on a consistent result from both graphical and numerical methods. we can
conclude the variable gnip 1s not normally distributed.
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7. Conclusion

Univariate analysis 1s the first step of data analysis once a data set 1s ready. Various descriptive
statistics provide valuable basic information about variables that 1s used to determine
appropriate analysis methods to be employed.

Normality 1s commonly assumed in many statistical and economic methods, although often
conveniently assumed n reality without any empirical test. Violation of this assumption will
result in unreliable inferences and nusleading mterpretations.

There are graphical and numerical methods for conducting univariate analysis and normality
tests (Table 1). Graphical methods produce various plots such as a stem-and-leaf plot,
histogram. and a P-P plot that are intuitive and easy to interpret. Some are descriptive and
others are theory-driven.

Numerical methods compute a variety of measures of central tendency and dispersion such as
mean, median. quantile. variance, and standard deviation. Skewness and kurtosis provide clues
to the normality of a variable. If skewness and kurtosis-3 are close to zero. the variable may be
normally distributed. Keep in mind that SAS and SPSS report kurtosis-3. while Stata returns
kurtosis itself.

If the skewness of a varialbe 1s larger than 0, the variable 1s skewed to the right with many
observations on the left of the distribution: a negative skewness indicates many observations on
the right. If kurtosis-3 1s greater than 0 (or kurtosis 1s greater than 3). the distribution has a high
peak and flat tails (third plot in Figure 8). If kurtosis 1s smaller than 3, the variable has a low

peak and thick tails (first plot in Figure 9). Joe



In addition to these descriptive statistics. there are formal ways to perform normality tests. The
Shapiro-Wilk and Shapiro-Francia tests are proper when N 1s less than 2.000 and 5.000.
respectively. The Kolmogorov-Smirnov, Cramer-vol Mises, and Anderson-Darling tests are
recommended when N i1s large. The Jarque-Bera test, although not supported by most statistical
software packages. 1s a consistent method of normality testing.

The SAS UNIVARIATE and CONTENTS procedures provide a variety of descriptive statistics
and normality testing methods mncluding Kolmogorov-Smirnov, Cramer-vol Mises, and
Anderson-Darling tests (Table 5). These procedures produce stem-and-leaf. box plot, histogram.
P-P plot. and Q-Q plot as well. Stata has various commands for univariate analysis and
graphics. In particular, Stata supports the Shapiro-Francia test. a modification of the Shapiro-
Wilk test, and the skewness-kurtosis test. But there 1s no command to conduct the Kolmogorov-
Smirnov test for normality in Stata. SPSS can produce detrended P-P and Q-Q plots, and
perform the Shapiro-Wilk and Kolmogorov-Smirnov tests with Lilliefors significance
correction.
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Appendix A: Data Sets

This document uses the following three variables.

1. Unemployment Rate of Illinois. Indiana. and Ohio in 2005

This unemployment rate 1s provided by Bureau of Labor Statistics. Actual data were
downloaded from http://www stats.indiana.edw/, Indiana Business Research Center of the
Kelley School of Business. Indiana University.

tabstat rate, stat(mean sd p25 median p75 skewness kurtosis) by(state)

Summary for wvariables: rate

P——

by categories of: state
state Mearn sd p25 Bs0 p75% skewness kurtosis
IL 5.421569 .924220& 4.7 5.35 & Le570033 3.94g029
IN 5.641304 1.03805249 4.9 5.5 .35 .341e314 2.7BS5BS
OH £.3625 1.453098 5.5 6.1 €.95 1.665322 B8.043097
Total 5.786879 1.214066 S 5.65 £ 1.4480% @B.38B3285

408



2. A Randomly Drawn Variable

This variable includes 500 observations that were randomly drawn from the standard normal
distribution with a seed of 1.234,567. The RANNOR() of SAS was used as a random number
generator.

%ELET n=800; %LET dataset=ns00;

DATA masil.&daTaset;
Seed=1234567 ,
DO 1=1 TO &n;
normal=RANNOR (seed); OUTPUT;
EMD;
RUMN ;

tabstat normal, stat(mean sd p25 median p75 skewness kurtosis)
variable mean sd P25 Pl P75 skewness kurtosis

normal -.0850725 1.003302 -.B05191 -.11%5%22 .6125385 -.020310% 2.5%523181

3. Per Capita Gross National Income 1in 2005,

This data set includes per capita gross national incomes of 164 countries in the world that are
provided by World Bank (http://web.worldbank.org/).

tabstat gnip, stat(mean sd p23 median p75 skewness kurtosis)

variable mean sd P25 pol P75 skewness kurtosis
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