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Masarykova univerzita

ESF MU (Brno) Modely volatility 24.10.2013 1 / 66



Content

1 Volatilita a jej́ı využit́ı ve finančńı ekonomii
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Ćıle

Motivovat použitelnost model̊u volatility.
Ukázat běžně použ́ıvané modely volatility.
Prezentace použ́ıvaných odhadových technik a test̊u.
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Predikce a hodnoceńı kvality
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Volatilita a jej́ı využit́ı ve finančńı ekonomii

Definice volatility

Výnosy aktiva – náhodná veličina.
Rozptýlenost výnos̊u – volatilita aktiva.
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Volatilita a jej́ı využit́ı ve finančńı ekonomii

Využit́ı ukazatel̊u volatility

Primárńı použit́ı k odhadu tržńıho rizika.
Kĺıčový parametr k oceňováńı finančńıch derivát̊u.
Techniky oceňováńı općı – parametr volatility k jejich oceněńı.
Portfolio management (nap̌r. skládáńı portfolia s minimálńım
rozptylem).
Poťreba znát nejen aktualńı hodnotu volatility (pohled realizované
volatility), ale i jej́ı budoućı hodnotu (predikováńı volatility).
Predikce volatility → obchodováńı općı, ř́ızeńı portfolia.
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Volatilita a jej́ı využit́ı ve finančńı ekonomii

VaR metodologie

Value at Risk.
Odhad náchylnosti finančńı instituce k tržńımu riziku → kĺıčová role
volatility.
Parametry VaR (ročńı, měśıčńı, týdenńı báze atd.) → nejvhodněǰśı
denńı báze (rychlé změny situace na trhu).
Poťreba korektńıho odhadu historické volatility krátkodobé p̌redpovědi
(odhady podḿıněné volatility).
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Volatilita a jej́ı využit́ı ve finančńı ekonomii Realizovaná volatilita

Mě̌reńı tržńıho rizika

Rizikové aktivum a jeho cena (denńı): St .
Pozitivńı cena → výnos

rt = log St
St−1

.

Výnos jako náhodná veličina: očekávaná (sťredńı) hodnota µ a
volatilita σ.
Obvykle µ = 0 ⇒ σ nejdůležitěǰśı charakteristika.

σ̂ =

√√√√ 1
T − 1

T∑
t=1

(rt − µ)2.

σ2 méně často použ́ıvané.
Volatilita vztažena k riziku (neńı to totéž): riziko je nejistota negativńı
realizace nějakého jevu × volatilita zahrnuje pozitivńı i negativńı
realizace události.
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Volatilita a jej́ı využit́ı ve finančńı ekonomii Realizovaná volatilita

Value at Risk (VaR)

Ztrátová funkce spojená s negativńı realizaćı výnos̊u.
Vt je hodnota nějaké pozice (index, měna, akciový titul) ve dne t →
logaritmický výnos daľśı den rt+1 → ztráta daľśı den
Lt+1 = l(rt+1) = −Vtrt+1 (pro jednoduchost Vt = 1).
Portfolio rizikových aktiv → FL(l) = P(L ≤ l) (kumulativńı
distribučńı funkce rozděleńı ztrát).
VaR jako maximálńı ztráta daného portfolia která s danou vysokou
pravděpodobnost́ı neńı p̌rekročena.
Poč́ıtáno pro danou úroveň spolehlivosti a ∈ (0, 1).

VaRa = inf(l ∈ R : P(L > l) ≤ 1− a) = inf(FL(l) ≥ a).
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Volatilita a jej́ı využit́ı ve finančńı ekonomii Realizovaná volatilita

Expected Shortfall (ES)

Nevýhoda VaR: neznáme velikost ztráty p̌resahuj́ıćı danou mez.
Expected shortfall:

ESa =
1

1− a

∫ 1

a
VaRu(L)du.

Alternativně jako očekávaná ztráta L realizována v p̌ŕıpadě, pokud je
VaR p̌rekročeno:

ESa = E (L|L ≥ VaRa).
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Volatilita a jej́ı využit́ı ve finančńı ekonomii Realizovaná volatilita

Conditional risk management

Přepoč́ıtáváńı kĺıčových mě̌ŕıtek rizikovosti (VaR, ES) na denńı bázi
p̌ri dané situaci na trhu.
Podḿıněný proces ztrát pro den t:

Lt = µt + σtZt ,

Zt náhodná rezidua s nulovou sťredńı hodnotou a rozptylem 1 +
p̌redpoklad kumulativńı distribučńı funkce G pro rezidua → obecné
rovnice pro VaR a ES:

VaRt
a = µt+1 + σt+1qa(Z )

ESt
a = µt+1 + σt+1ESa(Z )

qa(Z ) jako kvantil rozděleńı rezidúı, ESa(Z ) odpov́ıdaj́ıćı ES a
a ∈ (0, 1) jako hladina spolehlivosti.
Poťreba odhadu podḿıněné sťredńı hodnoty µt+1 (prakticky brána
jako nulová), podḿıněné volatility σt+1 a modelu rozděleńı rezidúı Z
(pro odhad kvantil̊u a ES).
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Modely volatility

Motivace

Zájem o predikováńı volatility resp odhad podḿıněné volatility
σt+1(nebo σ2

t+1).
Poťreba zachytit fakta o vývoji cen aktiv na finančńıch trźıch: tvorba
shluk̊u, možná nenormalita rozděleńı výnos̊u, asymetrie ve vývoji
volatility.
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Modely volatility Základńı modely volatility

Historická volatilita

Nejjednoduš̌śı model: historická volatilita.
Výpočet rozptylu nebo směrodatné odchylky za určité obdob́ı.
Tato hodnota jako predikce pro daľśı obdob́ı.
Stále užitečné jako benchmark pro porovnáńı predikčńıch schopnost́ı
model̊u.
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Modely volatility Základńı modely volatility

Implikovaná volatilita

Modely oceňováńı aktiv: využit́ı parametru volatility.
Pro danou cenu obchodované opce (z dat obchodů) lze determinovat
predikci volatility na celou dobu trváńı opce danou oceněńım opce.
Př́ıklad Black-Scholesova modelu: cena opce, čas do splatnosti,
bezriziková úroková ḿıra, opčńı cena (strike price), spotová cena
podkladového aktiva.
Vše známo nebo źıskatelné z tržńıch dat → numerické metody k
odvozeńı volatility implikované Black-Scholesovým modelem.
Implikovaná volatility = tržńı predikce volatility podkladového aktiva
po dobu trváńı opce.
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Modely volatility Základńı modely volatility

EWMA modely volatility

Exponentially weighted moving average.
Rozš́ı̌reńı historické volatility (vážeńı dat dle stá̌ŕı).

σ2
t+1 = (1− λ)

n∑
j=1

λj−1(rt+1−j − r)2,

kde σ2 je odhad rozptylu pro čas t (zároveň i predikce na daľśı
obdob́ı), r je pr̊uměrný výnos v rámci pozorováńı (často bráno jako 0)
a λ je tzv. ”decay factor“ (koeficient zapoḿınáńı).
λ odhadnutelná z dat (optimálně na základě minimalizace chyb
predikce nebo maximalizace věrohodnostńı funkce) nebo kalibrovaná
nap̌r. na 0.94.
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Modely volatility Základńı modely volatility

EWMA modely volatility (doplněńı)

Problém p̌ri omezeńı dat (součet vah nejedničkový) a konstantnost
predikćı, které se nevracej́ı k nepodḿıněnému rozptylu.
Obvykle vážený pr̊uměr:

r = (1− λ)
n∑

i=1
λi−1rt+1−i .

Rekurzivńı zápis:

σ̂t+1 =
√
λσ̂2

t + (1− λ)r2
t .
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Modely volatility Základńı modely volatility

Autoregresńı modely volatility

Jednoduchý p̌ŕıklad ťŕıdy model̊u stochastické volatility (v rovnici
volatility je náhodná složka).
Myšlenka: źıskáńı proxy proměnných pro volatilitu.
Aplikace procedur Box-Jenkinsova typu pro odhad autoregresńıch
nebo ARMA model̊u pro takto definovanou volatilitu.
Pro denńı volatilitu: čtverec denńıch výnos̊u nebo denńı estimátor
rozpět́ı.

σ2
t = log

(hight
lowt

)
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Modely volatility Modely podḿıněné heteroskedasticity

Motivace

Volatilita na finančńıch trźıch pozorovatelná ve shlućıch.
Obdob́ı vysoké volatility doprovázené obdob́ımi vysoké volatility a
naopak.
Autoregresńı p̌ŕıstup k zachyceńı těchto vliv̊u.
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Modely volatility Modely podḿıněné heteroskedasticity

ARCH model

Změny volatility jako specifický autoregresńı proces.
ARCH(q) model:

rt+1 = µ+ εt

εt = σtηt , ηt N(0, 1)

σ2
t = α0 +

q∑
i=1

αiε
2
t−i

Někdy značeńı σ2
t = ht .

Podḿınky nezápornosti, αi ≥ 0 pro i = 0, 1, . . . , q.
Podḿıněný rozptyl × nepodḿıněný rozptyl (podḿıněná normalita ×
nepodḿıněná vyš̌śı špičatost).
Test ARCH efektu (restrikce na koeficienty – LM test).
Dopad šok̊u trvá jen q obdob́ı.
Různé specifikace ”ne-ARCH“ části.
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Modely volatility Modely podḿıněné heteroskedasticity

GARCH model

GARCH(p,q) model:

εt = σtηt , ηt N(0, 1)

σ2
t = α0 +

q∑
i=1

αiε
2
t−i +

p∑
j=1

βjσ
2
t−j

Podḿınky pro stacionaritu podḿıněného rozptylu (analogie k ARMA
model̊um), podḿınky nezápornosti.
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Modely volatility Modely podḿıněné heteroskedasticity

GJR modely

Jednoduché rozš́ı̌reńı GARCH modelu pro zachyceńı možné asymetrie,
nap̌r.:

σ2
t = α0 + α1ε

2
t−1 + βσ2

t−1 + γε2
t−1It−1,

kde It−1 = 0 pro εt−1 < 0 a 0 jinak.
Pákový efekt pro γ > 0 (velký negativńı šok zvyšuje volatilitu).
Rovněž pro γ < 0 model vhodný, pokud α1 + γ ≥ 0.
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Modely volatility Modely podḿıněné heteroskedasticity

EGARCH model

Exponenciálńı GARCH model.
V́ıce variant vyjáďreńı modelové rovnice, nap̌r. (pro Gaussovské η):

log(σ2
t ) = ω + β log(σ2

t−1) + γ
εt−1√
σ2

t−1

+ α

 |εt−1|√
σ2

t−1

−

√
2
π

 .
Výhody oproti GARCH modelu:

Pro záporné parametry bude σ2 pozitivńı, a to d́ıky log(σ2
t ).

Možná asymetrie, pokud vztah mezi výnosy a volatilitou záporný, bude
γ záporné.

V původńı formulaci p̌redpokládáno zobecněné rozděleńı náhodných
složek (Generalized Error Distribution - GED) × pro výpočetńı
jednoduchost sṕı̌se podḿıněná normalita.
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Modely volatility Modely podḿıněné heteroskedasticity

EGARCH model (obecněji)

Jiná specifikace:

log(σ2
t ) = α0 +

q∑
i=1

αig(ηt−i ) +
p∑

j=1
βj log(σ2

t−j),

kde εt =
√
σ2

t ηt a g(ηt) = θηt + γ[|ηt | − E |ηt |] jsou vážené inovace
modeluj́ıćı asymetrii mezi pozitivńımi a negativńımi výnosy
(E [g(ηT )] = 0).

g(η) =

{
(θ + γ)ηt − γE (|ηt |) ηt ≥ 0
(θ − γ)ηt − γE (|ηt |) ηt < 0

.

Pro standardizovanou Gaussovskou náhodnou veličinu η:

E (|ηt |) =
√

2/π.
Pro η ze standardizovaného t-rozděleńı s d stupni volnosti:

E (|ηt |) =
√

dΓ[0.5(d − 1)]/
√

dγ[0.5d ].
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Modely volatility Modely podḿıněné heteroskedasticity

IGARCH model

Odhad ARCH modelu na deľśı časové řadě: součet parametr̊u bĺızký 1
(integrated GARCH effect).
Integrated GARCH, IGARCH(p,q), odpov́ıdá GARCH(p,q), kdy

α0 > 0
q∑

i=1
αi +

p∑
j=1

βj = 1.

Stacionárńı řešeńı pro εt × εt nemá konečné druhé momenty
(nepodḿıněný rozptyl).
Neńı to totéž co jednotkový kǒren (a nestacionarita) u ARMA model̊u.
Permanentńı dopady šok̊u na volatilitu.
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Modely volatility Modely podḿıněné heteroskedasticity

V́ıcerozměrný GARCH model

Diagonálńı VECH model a BEKK model.
Pro jednoduchost dvě aktiva, pro která chceme modelovan rozptyly a
kovariance.
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Modely volatility Modely podḿıněné heteroskedasticity

VECH model

Obvyklá specifikace:

VECH(Ht) = C + AVECH(Ξt−1Ξ′t−1) + BVECH(Ht−1),

kde Ξt |ψt−1 N(0,HT ), Ht podḿıněnná kovariančńı matice 2× 2, Ξt
vektor náhodných složek 2× 1, ψt−1 je informačńı množina v čase
t − 1, C je 3× 1 vektor parametr̊u a A a B matice vektor̊u 3× 3 a
VECH(·) je operátor pro ”half“-vektorizaci (aplikován na dolńı
trojúhelńıkovou část matice, poskládáńı prvk̊u do sloupc̊u).
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Modely volatility Modely podḿıněné heteroskedasticity

VECH model

Brooks (2008) – v́ıcerozměrný VECH model (p̌ŕıklad)
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Modely volatility Modely podḿıněné heteroskedasticity

Diagonálńı VECH model

Neomezený VECH model pro dvě aktiva obsahuje 21 parametr̊u.
Restrikce: A a B diagonálńı ⇒ 9 parametr̊u:

hij,t = ωij + αijui ,t−1uj,t−1 + βijhij,t−1 i , j = 1, 2,

kde ωij , αij a βij jsou parametry.
Problém s pozitivńı semi-definitnost́ı kovariančńı matice (pozitivńı
definitnost automaticky z dat pro v čase neměnnou kovariančńı matici
× problém nelineárńıch optimalizačńıch technik, nebo p̌ri p̌rekalibraci
parametr̊u v rámci nap̌r. risk managementu).
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Modely volatility Modely podḿıněné heteroskedasticity

BEKK model

Vždy pozitivně definitńı matice H.
Reprezentace:

Ht = W ′W + A′Ht−1A + B′Ξt−1Ξ′t−1B,

kde A a B matice parametr̊u (2× 2) a W je horńı trojúhelńıková
matice parametr̊u.
Pozitivńı definitnost d́ıky kvadratickým členům.
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Modely volatility Modely podḿıněné heteroskedasticity

Odhad a aplikace v́ıcerozměrného GARCHU

Za podḿınky podḿıněné normality:

l(θ) = −TN
2 log 2π − 1

2

T∑
t=1

(log |Ht |+ Ξ′tH−1
t Ξt),

kde θ označuje všechny neznámé parametry, N je počet ativ a T je
počet pozorováńı.
Rozděleńı estimátoru asymptoticky normálńı.
Obt́ıžněǰśı odhady než u jednorozměrných variant.
Aplikace: v́ıcerozměrný GARCH pro CAPM model s v čase
proměnnými kovariancemi, odhad v čase proměnného poměru
zajǐstěńı (hedge ratio) výnos̊u indexu.
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Modely volatility Modely podḿıněné heteroskedasticity

Daľśı specifikace model̊u typu GARCH

Alternativńı specifikace GARCH model̊u
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Modely volatility Modely podḿıněné heteroskedasticity

Daľśı otázky a modifikace

GARCH model s t-rozděleńım nebo zobecněným exponenciálńım
rozděleńım, nap̌r. GARCH(1,1)-t model (p̌redpoklad normality u
podḿıněného rozptylu vede k nenormalitě nepodḿıněného rozptylu).
Modelováńı podḿıněné sťredńı hodnoty:

rt = γ0 + γ1rt−1 + γ2εt−1 + σtεt .

Př́ıklad ARCH-in-mean modelu:

µt = λ0 + λ1σt .

Kde λ1 chápáno jako kompenzace investor̊um za zvýšenou rizikovost
aktiva.
Př́ıklad GARCH-in-mean modelu (GARCH-M):

rt = µ+ δσt−1 + εt .
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Modely volatility Modely podḿıněné heteroskedasticity

Modely stochastické volatility

Podḿıněný rozptyl pro GARCH modely plně deterministický.
Dodáńı druhého náhodného členu.
Př́ıklad:

rt = µ+ utσt , ut N(0, 1)

log(σ2
t ) = α0 + β1 log(σ2

t−1) + σηηt , ηt N(0, 1).

Volatilita jako latentńı proměnná (modelováńı nep̌ŕımo).
Stochastická volatilita úzce propojena modely oceňováńı općı (lze
chápat jako diskretizace spojitých model̊u).
Neńı snadné tyto modely odhadovat.
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Klasický p̌ŕıstup k modelováńı volatility

Obsah tématu
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Klasický p̌ŕıstup k modelováńı volatility

Motivace

Představeńı odhadových metod.
Metody hodnoceńı predikčńı schopnost́ı model̊u.
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Klasický p̌ŕıstup k modelováńı volatility Základńı odhadové techniky
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5 Empirické ilustrace a literatura

ESF MU (Brno) Modely volatility 24.10.2013 40 / 66



Klasický p̌ŕıstup k modelováńı volatility Základńı odhadové techniky

Estimátor nejmenš́ıch čtverc̊u (LSE)

LSE estimátor pro ARCH(p):

δ̂ =

( T∑
t=2

ε̃t−1ε̃
′
t−1

)−1 T∑
t=2

ε̃t−1ε
2
t ,

kde δ̂ = (α0, . . . , αp)′ a ε̃t = (1, ε2
t , ε

2
t−1, . . . , ε

2
t−p+1)′.
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Klasický p̌ŕıstup k modelováńı volatility Základńı odhadové techniky

Metoda maximálńı věrohodnosti (ML)

Z p̌redpokladu ARCH modelu εt = σtηt s IID ηt N(0, 2) věrohodnost
pro εt :

lt =
1√

2πσ2
exp

(
− 1

2σ2
t ε

2
t

)
.

Podḿıněná pravděpodobnostńı funkce f (εt |Jt−1), kde
Jt−1 = σ(εt−1, εt−2, . . .) → iterace skrze Jt−1:

f (εT , . . . , ε1|ε0) = f (εT , |εT−1, . . . , ε0) · · · f (ε2|ε1, ε0)f (ε1|ε0)

=
T∏

t=1
f (εt |Jt−1).
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Klasický p̌ŕıstup k modelováńı volatility Základńı odhadové techniky

Metoda maximálńı věrohodnosti (ML) (dokončeńı)

Sdružená věrohodnostńı funkce: L =
∏T

t=1 lt .
Logaritmus věrohodnosti:

log f (εT , . . . , ε1|ε0) =
T∑

t=1
log f (εt |Jt−1)

= −T
2 log 2π +

T∑
t=1
−1

2 log σ2
t −

1
2

T∑
t=1

ε2
t
σ2

t

Podḿıněná věrohodnost:

L(θ) = −1
2

T∑
t=1

(
log 2π + log σ2

t (θ) +
ε2
t (θ)

σ2
t (θ)

)
,

kde θ = (α0, . . . , αq, β1, . . . , βp).
Numerické metody, řada lokálńıch maxim a minim BHHH algoritmus
× problém s konvergenćı p̌ri počátečńıch hodnotách vzdálených od
řešeńı.
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Klasický p̌ŕıstup k modelováńı volatility Základńı odhadové techniky

ML a metoda quasi-maximálńı věrohodnosti (QML)

Pro ML metodu poťreba počátečnách hodnot θ a řad ε2
t a σ2

t .
Inicializace počátečńıch hodnot na základě počátečńıho vzorku – LS
odhad rovnice pro výnosy a nastaveńı parametr̊u (kromě α0) v rovnici
podḿıněného rozptylu na nulu.
Inicializace σ2

t : součet čtverc̊u rezidúı z regrese závisle proměnné na
konstantu dělený počtem pozorováńı.
QML: použit́ı Gaussovské MLE p̌ri nenormalitě procesu inovaćı, nebo
ne zcela známém podḿıněném rozděleńı.
Alternativně GMM (zobecněná metoda moment̊u).
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Klasický p̌ŕıstup k modelováńı volatility Predikce a hodnoceńı kvality
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Klasický p̌ŕıstup k modelováńı volatility Predikce a hodnoceńı kvality

Realizovaná volatilita

Predikovaná volatilita h2
t , realizovaná volatilita σ̂2

t

Důležitá otázka mě̌reńı ”ex post“ volatility.
Pro denńı výnosy obvykle čtverec denńıch výnos̊u (použit́ı jen
otev́ıraćı a uzav́ıraćı ceny).
Pokud vyš̌śı frekvence, potom denńı volatilita jako variabilita výnos̊u v
rámci dne (nap̌r. 5 minutové intervaly, hodinové intervaly apod. s
možnými zp̌resňuj́ıćımi modifikacemi).
Nap̌r. pro týdenńı výnosy spoč́ıtáńı variability mezidenńıch výnos̊u v
týdnu a násobeńı počtem obchodńıch dnů.
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Klasický p̌ŕıstup k modelováńı volatility Predikce a hodnoceńı kvality

Mě̌ŕıtka p̌resnost́ı predikce

Hodnoceńı kvality model̊u na základě informačńıch kritéríı × otázka
p̌redpokladů na rozděleńı věrohodnostńı funkce a také problém toho,
že in-sample výkonnost nezaruč́ı out-of-sample výkonnost.
R2 z regrese:

r2
t = α + βh2

t + ut .

Pro eliminaci vlivu odlehlých pozorováńı R2 z regrese:

log(r2
t ) = α + β log(h2

t ).
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Klasický p̌ŕıstup k modelováńı volatility Predikce a hodnoceńı kvality

Ztrátové funkce

MSE2 = n−1
n∑

i=1

(
σ̂2

t − h2
t

)2
MSE1 = n−1

n∑
i=1

(σ̂t − ht)2

PSE = n−1
n∑

i=1

(
σ̂2

t − h2
t

)2
h−4

t QLIKE = n−1
n∑

i=1

(
log(h2

t ) + σ̂2
t h−2

t

)
R2LOG = n−1

n∑
i=1

(
log(σ̂2

t h2
t

)
)2 MAD2 = n−1

n∑
i=1

∣∣∣σ̂2
t − h2

t

∣∣∣2
MAD1 = n−1

n∑
i=1
|σ̂t − ht |
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Bayesovský p̌ŕıstup k modelováńı volatility
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Bayesovský p̌ŕıstup k modelováńı volatility

Základńı principy

Jeden model závisej́ıćı na parametrech θ (nap̌r. regresńı model s
vysvětluj́ıćımi proměnnými).
Zaj́ımá nás posteriorńı hustota a jej́ı vlastnosti p(θ|y).
Bayesovo pravidlo:

p(B|A) =
p(A|B)p(B)

p(A)

Pro náš model:
p(θ|y) =

p(y |θ)p(θ)

p(y)
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Bayesovský p̌ŕıstup k modelováńı volatility

Klasický a bayesovský p̌ŕıstup

p(θ|y) – otázka ”Při daných datech, co v́ıme o θ?“.
Bayesiánský p̌ŕıstup – θ je náhodná veličina.
Klasický p̌ŕıstup – θ neńı náhodná veličina.
V rámci odhadu lze ignorovat p(y), nebot’ neobsahuje θ:

p(θ|y) ∝ p(y |θ)p(θ).
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Bayesovský p̌ŕıstup k modelováńı volatility

Základńı pojmy

p(θ|y) – posteriorńı hustota pravděpodobnosti.
p(y |θ) – věrohodnostńı funkce.
p(θ) – apriorńı hustota pravděpodobnosti.
∝ – ”je proporcionálńı vzhledem“.
p(θ) – nezáviśı na datech, obsahuje nedatovou informaci o θ.
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Bayesovský p̌ŕıstup k modelováńı volatility

Bayesovské metody

Gibbs̊uv vzorkovač.
Metropolis-Hasting algoritmus.
Importance sampling.
Rejection sampling.
MCMC metody – poťreba konvergenčńıch diagnostik.
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Bayesovský p̌ŕıstup k modelováńı volatility Př́ıklad modelu GARCH(1,1)

Obsah tématu
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Bayesovský p̌ŕıstup k modelováńı volatility Př́ıklad modelu GARCH(1,1)

Formulace modelu

GARCH (1,1) model:
rt = Xtγ + σtεt ,

pro t = 1, . . . ,T .

σ2
t = ω + αu2

t−1 + βσ2
t−1,

kde ut−1 = rt − Xtγ.
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Bayesovský p̌ŕıstup k modelováńı volatility Př́ıklad modelu GARCH(1,1)

Věrohodnostńı funkce

Data výnosnosti r = (r1, . . . , rT ).
Vektor parametr̊u θ = (ω, α, β, ν, γ′).
Předpoklad Studentova t-rozděleńı pro εt s ν stupni volnosti.
Věrohodnostńı funkce:

L(θ|r ,J0) ∝
T∏

t=1

(σ2
t )−1

(
1 +

1
ν

(rt − Xtγ)2

σ2
t

)− ν+1
2
 ,

kde σ2
0 je pro jednoduchost brána jako známá konstanta.

Za p̌repdokladu Studentova t-rozděleńı pro εt je podḿıněná volatilita
dána (pro ν > 2 jako):

ν

ν − 2σ
2
t .
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Bayesovský p̌ŕıstup k modelováńı volatility Př́ıklad modelu GARCH(1,1)

Apriorńı hustota

Difuzńı (neinformativńı) apriorńı hustota pro ω, α, β (parametry
podḿıněného rozptylu):

p(ω, α, β) ∝ 1I(θG ),

kde I(θG ) je indikačńı funkce rovna 1 pro ω > 0, α > 0 a β > 0.
Problém s neinformativnost́ı pro ν (posteriorńı rozděleńı nebude
platná funkce hustoty), obvykle použ́ıváno:

p(ν) = λ exp(−νλ),

kdy sťredńı hodnota exponenciálńıho rozděleńı je 1/λ (⇒ volba λ).
ALternatinvě použ́ıváno rovnoměrné rozděleńı na intervalu 0-20 (z
empirické praxe).
Parametry γ:

p(γ) = N(µ,Σγ).
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Bayesovský p̌ŕıstup k modelováńı volatility Př́ıklad modelu GARCH(1,1)

Posteriorńı hustota

Z Bayesova teorému:

p(θ|r ,J0) ∝
T∏

t=1

(σ2
t )−1

(
1 +

1
ν

(rt − Xtγ)2

σ2
t

)− ν+1
2


× exp(−νλ)

× exp
(
−1

2(γ − µγ)′Σ−1
γ (γ − µγ)

)
× I(θG ).

Alternativńı restrikce (stacionarity) v rámci apriorńıch hustot.
Zjednodušeńı výpočt̊u a posteriorńıch simulaćı p̌ri nahrazeńı
t-rozděleńı kompozićı normálńıch rozděleńı.
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Bayesovský p̌ŕıstup k modelováńı volatility Př́ıklad modelu GARCH(1,1)

Modifikace věrohodnostńı funkce

Původńı p̌redpoklad:

rt |γ, σ2
t tν(Xtγ, σt).

Ekvivalentńı nahrazeńı (hierarchické apriorńı hustoty):

rt |γ, σ2
t , ηt N

(
Xtγ,

σ2
t
ηt

)
,

kde ηt jsou tzv. kompozitńı proměnné (mixing variables), p̌ričemž jsou
IID (pro t = 1, . . . ,T ):

ηt |ν G
(
ν

2 ,
ν

2

)
.

Nový vektor θ = (ω, α, β, ν, γ′, η′).
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Bayesovský p̌ŕıstup k modelováńı volatility Př́ıklad modelu GARCH(1,1)

Věrohodnostńı funkce a posteriorńı hustota

Věrohodnostńı funkce:

log(L(θ|r ,J0)) = const− 1
2

T∑
t=1

[
log(σ2

t )− log(ηt) +
ηt(rt − Xtγ)2

σ2
t

]
.

Posteriorńı rozděleńı:

log(p(θ|r ,J0)) = const− 1
2

T∑
t=1

[
log(σ2

t )− log(ηt) +
ηt(rt − Xtγ)2

σ2
t

]

− 1
2(γ − µγ)′Σ−1

γ (γ − µγ)

+
Tν
2 log

(
ν

2

)
− T log

(
Γ

(
ν

2

))
+

(
ν

2 − 1
) T∑

t=1
log(ηt)

− ν

2

T∑
t=1

(ηt)− νλ.

pro ω > 0, α ≥ 0 a β ≥ 0.
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Bayesovský p̌ŕıstup k modelováńı volatility Př́ıklad modelu GARCH(1,1)

Systém podḿıněných hustot

Bloky parametr̊u: θ = (θG , ν, γ
′, η′), kde θG = (ω, α, β).

Odvozeńı podḿıněných hustot (ne všechny známé rozděleńı):

p(θG |γ, η, ν, r ,J0),

p(ν|θG , γ, η, r ,J0),

p(γ|θG , η, ν, r ,J0),

p(η|θG , γ, ν, r ,J0),

Konkrétńı podoba podḿıněných hustot (jader hustot).
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Empirické ilustrace a literatura

Modelováńı volatility v Matlabu

Econometrics Toolbox
Mimo jiné modely: GARCH, EGARCH, GJR (specifikace, odhady,
simulace, predikce).
Daľśı modely: Hestonovská volatilita (modely stochastických
diferenciálńıch rovnic).
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Empirické ilustrace a literatura

Užitečné funkce

Specifikace model̊u: garch, egarch, gjr.
Odhady model̊u: estimate, infer, print.
Simulace: simulate, filter.
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Empirické ilustrace a literatura

Bayesovský odhad

Poťreba specifikovat jádra podḿıněných hustot.
Odhad Gibbsovým vzorkovačem v kombinaci s M-H algoritmem.
Testováńı konvergence atd.
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Empirické ilustrace a literatura
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