Uvod

Cilem tohoto textu je sezndmit ¢tendre se zdkladnimi pojmy a ndstroji topologie.
Prestoze pro jeho cteni je postacujici znalosti ovladnuti zakladnich matematickych
pojmi a konstrukci, k jeho spravnému pochopenti je nutné se difve seznamit se zaklady
teorie metrickych prostort, algebry, pfipadné teorie mnozin.

Cilem topologie je studium vlastnosti prostorii. OvSem na rozdil od teorie metric-
kych prostort se v topologii nezajimame o vzdalenosti mezi body prostoru a prostory
povazujeme za stejné, pokud se na sebe daji vzajemné preménit né¢jakou spojitou de-
formaci. TakZe napiiklad nerozliSujeme mezi kouli a krychli; ostatné koule se zméni
v krychli jiZ pfi pfechodu mezi dvéma ekvivalentnimi metrikami na R3.

Zakladnim pojmem, ktery se proto v topologii studuje, je spojitost zobrazeni. Mu-
Zeme si v§imnout, Ze k tomu, abychom definovali spojitost zobrazeni mezi metrickymi
prostory, vlastné nepotiebujeme védét presné, jak jsou od sebe které body daleko.
Zcela si vysta¢ime s informaci, Ze jisté body se nekonecné bliZi k néjakému bodu
prostoru. Zobrazeni f: X — Y je totiZ spojité, jestlize pro libovolnou posloupnost
bodl (x;)?, prostoru X, kterd konverguje k néjakému bodu x, obrazy téchto bodi
(f(xi))7; konverguji k bodu f(x). Cilem zavedeni pojmu topologického prostoru je
umoznit formalné pracovat s nésledujici definici spojitosti, kterd se 1iSi od obvyklé
€-0-definice pouze v tom, Ze misto o jisté vzdalenosti mluvi jen o blizkosti k ur¢itému
bodu:

Zobrazeni f: X — Y je spojité, jestlize pro libovolny bod x pro-
storu X a pro libovolné okoli & bodu f(x) existuje néjaké okoli
bodu x, jehoZ vSechny body se zobrazi do &'.

Tato definice ndm tedy ani neurcuje, jakym zpisobem musime blizkost bodl popi-
sovat, ani nds nenuti porovnavat, zda dané dva body jsou od sebe vzdileny vice nez
jiné dva body leZici v jiné Casti prostoru. Tento pfistup vede ke zobecnéni pojmu
metrického prostoru na prostor topologicky, jehoZ definice je zaloZena na pozorovani,
jaké vlastnosti okoli bodd v prostorech maji.

Abstraktnéjsi pristup pfinasi nékteré vyhody:

(1) Naptiklad miizeme provadét elegantni mnoZinové argumenty a vyhnout se tak
komplikovanym formulacim vyuZivajicim €-8-zapisu.

(2) Na metrickych prostorech existuje mnoho ekvivalentnich metrik, ov§em vétSina
pojmu studovanych v teorii metrickych prostorti na volbé metriky nezavisi; jedna se
totiz o pojmy topologické. Proto je uZite¢né mit moZnost s t€émito pojmy pracovat,
aniZ bychom pfedtim museli zvolit nékterou z téchto metrik a naSe argumenty, které
by stejné fungovaly i pro jinou metriku, provadét jen s touto jednou zvolenou.
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2 UVOD

(3) Obecny topologicky ptistup umoziuje provadét s prostory nékteré konstrukce,
které obecné produkuji z metrickych prostord prostory pomoci metrik nepopsatelné.
Pfitom se Casto jednd o béZné studované piirozené prostory. Piikladem takového
prostoru je prostor vSech redlnych funkci s bodovou konvergenci, tedy prostor, kde
posloupnost funkci (g;)7>, konverguje k néjaké funkci g, jestlize pro kazdé redlné
¢islo r posloupnost (g;(r))7 ; konverguje k bodu g(r).

V nésledujicim textu se budeme Casto setkdvat s pojmem mirné€ zobectiujicim pojem
metriky, zvanym pseudometrika, ktery se 1iS§i od metriky vypuSténim pozadavku na
nenulovost vzdélenosti dvou riznych boda. Tedy (X, p) je pseudometricky prostor,
jestlize zobrazeni p: X x X — R spliiuje

(1) Vx,ye X: p(x,y) >0,

(2) Vxe X: p(x,x) =0,

(3) Vx,y €X: p(x,y) = p(,%),

(4) Vx,y,z€ X: p(x,2) < p(x,y) +p(1:2).
Tento prostor je metricky, jestlize navic plati

B) Vx,yeX:px,y) =0 = x=y.



KAPITOLA 1

Definice topologického prostoru

Topologicky prostor 1ze definovat mnoha ekvivalentnimi zptisoby, v zavislosti na
tom, ktery topologicky pojem znamy z metrickych prostora (jako tfeba oteviena mno-
Zina, uzaviend mnozina, okoli ¢i uzavér) budeme povazovat za zdkladni. Vlastnosti
prostoru popiSeme pomoci vlastnosti tohoto pojmu, zbylé topologické pojmy prohla-
sime za odvozené a pomoci zdkladniho pojmu je definujeme. Poté je samoziejmé
tteba ukdzat, Ze vSechny takto vzniklé definice topologického prostoru ve skutecnosti
popisuji tytéZ objekty. Tento pfistup ndm mimo jiné umozni kdykoli pouzivat pravé
tu definici topologického prostoru, kterd se ndm zrovna nejvice hodi.

Nejcastéji se za zdkladni definici topologického prostoru povazuje nasledujici defi-
nice pomoci otevienych mnoZin:

DEFINICE 1.1 (topologického prostoru pomoci otevienych mnoZin). Topologii na
mnoziné X rozumime libovolny systém 7 C (X ) podmnozin X spliujici

1) 0,Xe7,
(2) VA,Be T:ANB€ .7,
(3) pro libovolnou indexovou mnozinu / a mnoziny A; € .7, pro i € I, plati

UiEIAi E g

Prvky topologie .7 se nazyvaji oteviené mnoZiny a dvojice (X,.7) se nazyva topolo-
gicky prostor. Prvky mnoZiny X se nazyvaji body prostoru (X,.7).

Ekvivalentné mtizeme fici, Ze topologie na X je systém podmnozin X uzavieny na
libovolna sjednoceni a kone¢né priniky.

Vsimnéte si, Ze mnozina A C X je oteviend v prostoru (X, .7) pravé tehdy, kdyz pro
kazdy jeji bod x € A existuje oteviend mnozina B € .7 takovd, Ze x € B C A. Je tomu tak
proto, Ze pii splnéni této podminky plati A = |J{B € .7 | B C A}, atedy je A oteviena
diky tfetimu axiomu v definici topologie. K diikazu, Ze mnoZina A je oteviend, staci
tedy ukdzat, Ze libovolny bod mnoziny A je obsaZen v néjaké podmnoZziné A, ktera je
oteviend. Dikaz otevienosti mnoZiny se vétsSinou provadi prave timto zpisobem.

Uvédomme si nyni, Ze kazdy pseudometricky prostor (X, p) Ize skute¢né chdpat
jako topologicky prostor. Vime, Ze podmnoZina pseudometrického prostoru je ote-
viend, jestlize s kazdym svym bodem obsahuje i néjakou kouli se stfedem v tomto
bodé. Pro otevienou kouli o poloméru € se sttedem v bod¢ x budeme pouZivat zna-
¢eni B(x,e) = {ye X | p(x,y) < €}. Potom miZeme definovat na X topologii 7,
indukovanou pseudometrikou p nasledovné:

Tp={ACX|VxeAJe>0:B(x,e) CA}.
3



4 1. DEFINICE TOPOLOGICKéHO PROSTORU

vV,

Snadno se ovéii, Ze (X, .7, ) je skute¢né topologicky prostor. Na druhou stranu, o topo-
logickém prostoru (X, 7) fikdme, Ze je (pseudo)metrizovatelny, jestlize na X existuje
(pseudo)metrika p takovd, Ze T = 7.

Pokud mdme na mnoziné X dany dvé ekvivalentni metriky, tak indukuji tutéz topolo-
gii. Topologii indukovanou euklidovskou metrikou na prostoru R” (nebo kteroukoli ze
standardnich euklidovské metrice ekvivalentnich metrik) zna¢ime &. Opa¢né ovSem
neni pravda, Ze indukuji-li dvé metriky tutéz topologii, potom jsou ekvivalentni. Ta-
kovym piikladem jsou tfeba metriky p a ¢ na R definované piedpisy p(x,y) = |x —y|
a G(X,y) = ‘ex o ey|

PRIKLAD 1.2.

(1) Pro libovolnou mnoZzinu X je (X, #(X)) topologicky prostor, zvany diskrétni.
Tento prostor je indukovén napiiklad metrikou, kde vzdalenost libovolnych
dvou rdznych bodi je stejna.

(2) Pro libovolnou mnozinu X je (X,{0,X}) topologicky prostor, zvany indis-
krétni. Snadno se nahlédne, Ze pro alesponi dvouprvkovou mnoZinu X tento
prostor neni metrizovatelny, ale je indukovany pseudometrikou, kde vzdéle-
nost libovolnych dvou bodi je nulova.

(3) Dvoubodovy topologicky prostor ({a,b},{0,{a},{a,b}}) se nazyva Sier-
pinského prostor. Diky své asymetrii tento prostor neni ani pseudometrizo-
vatelny.

(4) Asymetrie ovSem nemusi byt jedinym diivodem, pro¢ topologicky prostor
neni pseudometrizovatelny, jak ukazuje priklad takzvaného prostoru konec-
nych komplementii (X,.7) na nekoneéné mnoZiné X, kde

A€ <= A=0nebo XA je kone¢na.

Pokud by totiZ byla jeho topologie indukovand néjakou pseudometrikou p,
musela by existovat dvojice bodii x,y € X s nenulovou vzdalenosti. Potom by
koule B(x,p(x,y)/2) a B(y,p(x,y)/2) byly diky trojihelnikové nerovnosti
neprazdné oteviené disjunktni podmnoZiny X, coZ je ve sporu s definici
topologie .7 .

Komplementy otevienych podmnozZin topologického prostoru nazyvame uzaviené.
Diky De Morganovym zakontim je snadné ovéfit, Ze topologické prostory lze ekviva-
lentné definovat takto:

DEFINICE 1.3 (topologického prostoru pomoci uzavienych mnozin). Dvojice (X,.%)
se nazyva topologicky prostor, jestlize .# C (X) a spliluje
(1) 0,X € 7,
2) VA, Be #: AUB € 7,
(3) pro libovolnou indexovou mnozinu / a mnoZiny A; € %, pro i € I, plati
NA; € .7.
icl
Prvky .% se nazyvaji uzaviené mnoziny.
Mezi definici pomoci otevienych mnozin a definici pomoci mnoZin uzavienych
miZeme tedy prechdzet takto:

F={ACX|X\A€ T}, T={ACX|X\AcZF}).
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Dalsimi topologickymi pojmy zndmymi z teorie metrickych prostord, které mu-
Zeme pomoci otevienych mnozin zavést, jsou uzavér, vnitfek a hranice podmnoZiny
topologického prostoru. Je-li (X,.7") topologicky prostor a A C X né&jakd mnoZina
bodii X, definujeme uzdvér A (oznacovany rovnéz cl(A)) mnoZiny A v prostoru X
jako nejmensi uzavienou podmnoZinu X obsahujici A. VSimnéme si, Ze diky axio-
muim topologického prostoru ma skute¢né kazda mnozina A uzavér, nebot’jej mizeme
ziskat jako prinik vSech uzavienych mnoZin obsahujicich A. Je rovnéz uzite¢né si
uvédomit, jaké vyjadireni uzdvéru ziskdme, preneseme-li tuto charakterizaci do dudlni
feci otevienych mnoZin:

A={xeX|VWUeT:xeU = ANU #0}.

Podobné definujeme vnitiek A° mnoZiny A C X jako nejvétsi otevienou podmnoZinu
X obsaZenou v A. VSimnéte si, Ze vnitfek je dudlnim pojmem k uzdvéru, tedy Ze
A°=X \m Hranici (boundary) mnoziny A rozumime rozdil mezi jejim uzavérem
a vnitrtkem. MnoZina A se nazyvad hustd v prostoru X, jestliZze jejim uzdvérem je
cely prostor. Rikame, Ze topologicky prostor je separabilni, jestlize obsahuje n&jakou
nejvyse spocetnou hustou podmnoZzinu.

CVICENI 1.4.
(1) Vyjadrete ptedchozi pojmy plné v fe¢i otevienych mnozin i pln€ v feci
uzavienych mnozin.
(2) Ukazte, ze hranice je vZdy uzaviend.
(3) Dejte piiklad podmnoZiny metrického prostoru R, jejiz hranici je cely pro-
stor.

Pojem topologického prostoru miZeme definovat rovnéz pomoci vlastnosti opera-
toru uzavéru:

DEFINICE 1.5 (topologického prostoru pomoci uzévéru). Dvojice (X,~) se nazyva
topologicky prostor, jestlize ~: #(X) — (X) je zobrazeni spliujici
(1) =0,
Q) VACX:ACA,
B)VACX: A=A,
(4) VA, BCX: AUB=AUB.

Abychom ovérili, Ze tato definice je ekvivalentni predchozi definici pomoci uzavie-
nych mnoZin, musime nejprve pomoci uzavéru definovat, kdy je mnoZina uzaviena:

(1) VACX:Ae.F «— A=A.

CVICENI 1.6.

(1) Ovéfte, Ze operator uzavéru definovany pomoci uzavienych mnoZin spliiuje
axiomy v definici 1.5.

(2) Ukazte, Ze z axiomd v definici 1.5 plyne, Ze zobrazeni ~ je monoténni vzhle-
dem k inkluzi, tedy 7 VA CBC X: A C B.

(3) Ovéite, Ze uzaviené mnoziny definované predpisem (1) spliiuji axiomy v de-
finici 1.3.
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Vsimnéte si, Ze k ovéfeni platnosti axiomt definice 1.3 nebylo tfeba pouZzit axiom 3
definice 1.5. Pokud bychom tento axiom vypustili, tak by sice nadale kazdy uzavérovy
operdtor definoval topologicky prostor, ovSem stejny prostor by bylo mozné zadat
pomoci vice riznych uzavérovych operdtort, a v tomto smyslu by definice nebyly
ekvivalentni. Abychom ovéfili, Ze ndmi uvedené definice skutecné ekvivalentni jsou,
potfebujeme ukdzat ndsledujici:

(1) Uzavérovy operdtor urCeny mnoZzinou uzavienych mnozin .# definovanou
predpisem (1) je roven plivodnimu operatoru ~.

(2) Je-li = uzavérovy operator uréeny mnoZzinou .% spliujici definici 1.3, potom
je splnéna podminka (1). Jinymi slovy, ziskany uzavérovy operator definuje
jako uzaviené pravé pivodni uzaviené mnoziny.

Dokazme si prvni z téchto tvrzeni. Vime, Ze novy uzavér mnoZziny A je roven nejmensi
mnozing F € .% splitujici F D A. UkdZeme, Ze touto mnoZinou je pravé A. MnoZina
A skutedné patif do .# diky axiomu 3 a spliiuje poZadovanou inkluzi diky axiomu 2.
Pokud je F € .% libovolna mnoZina splitujici F D A, potom F = F podle (1)aF DA
diky monotonii = (cvi¢eni 1.6.2). Dohromady tedy dostdvdme F D A, coZ ukazuje, Ze
A je opravdu mezi témito mnoZinami nejmensi.

CVICENI 1.7.

(1) Dokoncete dikaz ekvivalence definic 1.3 a 1.5.
(2) Formulujte definici topologického prostoru pomoci vnitiku a zdivodnéte jeji
ekvivalenci s pfedchozimi definicemi.

DalSim uzite¢nym topologickym pojmem, kterému se budeme vénovat, je okoli.
Intuitivné, okolim daného bodu myslime takovou mnoZinu, kterd pro néjakou droven
blizkosti obsahuje vSechny body, které jsou k tomuto bodu takto blizko. Form4lné,
fikdme, Ze mnozina A C X je okolim (neighbourhood) bodu x € X v topologickém
prostoru (X,.7), jestlize existuje oteviend mnozina U € 7 spliujici x € U C A.
Mnozinu vSech okoli bodu x zna¢ime .7 (x).

Topologicky prostor miZeme ekvivalentné definovat také pomoci vlastnosti okoli.

DEFINICE 1.8 (topologického prostoru pomoci okoli). Dvojice (X,.7) se nazyva
topologicky prostor, jestlize .7 : X — (g(X)) je zobrazeni, které pro kazdy bod
x € X spliuje

() X € 7(x),

Q) VAe T(x): x€A,

B)YVAe T(x)VBCX:ACB = Be T (x),

(4) VA,Be 7 (x): ANB € 7 (x),

O)VAe T (x)dBe T (x)VyeB: Ac T (y)
(tato podminka v podstaté fikd, Ze v kazdém okoli A bodu x existuje n¢jaké
podokoli, které neobsahuje Zddné body hranice A).

UkaZme si, Ze 1 tato definice je ekvivalentni definici pomoci otevienych mnoZin.
Stejné jako v piipad€ uzavéru nejprve zadefinujme ptivodni pojem oteviené mnoziny
pomoci okoli: mnoZina je oteviend, jestliZe je okolim kazdého svého bodu, tedy

(2) VACX:Ae T < (Vxc€A)(A e T (x)).
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CVICENI 1.9.

(1) Ovéite, Ze okoli bodu v topologickém prostoru spliiuji axiomy v definici 1.8.

(2) Ovéite, Ze oteviené mnoziny definované predpisem (2) spliluji axiomy v de-
finici 1.1.

(3) Dokazte, Ze okoli bodil v topologickém prostoru uréeném mnozinou otevie-
nych mnozZin .7 spliuji podminku (2).

K ovéfeni ekvivalence definic 1.8 a 1.1 zbyva kromé fakt uvedenych ve cviceni 1.9
jiz jen ukdzat, ze pokud pomoci libovolného zobrazeni .7 spliiujiciho axiomy defi-
nice 1.8 definujeme oteviené mnoZziny, tak se okoli uréend témito mnoZinami budou
shodovat s témi, kterd zadava zobrazeni .7 . UkdZeme tedy, Ze mnoZina A je okolim
bodu x pravé tehdy, kdyz A € 7 (x).

Je-li A okolim x, existuje oteviend mnozina U € .7 spliujici x € U C A. Podle (2)
tedy plati U € .7 (x) a axiom 3 fikd, Ze i A € 7 (x).

Opacné, pokud A € 7 (x), musime prokézat, Ze A je okolim x, a to tak, Ze najdeme
otevienou mnoZinu U C A obsahujici x. Za tuto mnoZinu je pfirozené volit vnitiek
mnoziny A, pfi¢emz vnitfek miizeme pomoci okoli popsat nasledovné:

U={yeX|Ae T}

Takto definovand mnoZina U je podmnoZinou A diky axiomu 2. Zbyva tedy ukdzat,
Ze U je oteviend podle predpisu (2). Vezmeme-li ov§em libovolny bod y € U, vime
o ném, ze A € 7 (y), a tedy podle axiomu 5 existuje B € 7 (y), jejiz kazdy bod z
splituje A € .7 (z). Proto je B podmnozinou U a diky axiomu 3 dostdvame U € 7 (y),
¢imz je otevienost U dokédzéana.

Chceme-li zadat néjaky topologicky prostor, neni vétSinou vyhodné popsat piimo
néktery z pojmi zavedenych v piedchozich definicich. V pfipadé definice pomoci
otevienych mnozin lze vyuzit, na jaké operace je mnoZina .7 uzaviend, a popsat
pouze dostatek otevienych mnoZin, ze kterych je jiZ moZzné pomoci téchto operaci
vygenerovat celou mnozinu .7 . Pojmy, které se v této souvislosti pouzivaji, jsou baze
a subbaze.

Je-li (X,.7) topologicky prostor, potom o mnoZiné otevienych mnozin & C .7
fikame, Ze je bdzi topologie .7, jestlize kazdy prvek 7 je sjednocenim né&jakych
prvki 4. Napftiklad topologii indukovanou pseudometrikou jsme vlastné definovali
pomoci bédze sloZené ze viech kouli 8 = {B(x,¢€) | x € X, € € RT}. Ekvivalentng ji
ovSem miizeme definovat pomoci bize = {B(x,€) |x€ X, e € Q1}.

CVICENI 1.10. Dejte piiklad spocetné baze prostoru (R",&).

Abychom mohli topologické prostory zadavat pomoci bdzi, potfebujeme jen védét,
které mnoZiny podmnoZin X jsou bdzi n¢jaké topologie.

TVRZENI 1.11. Mnozina . C @(X) je bdzi néjaké topologie na mnoziné X prdvé
tehdy, kdy?\ ). =X a

3) VA,Be . SNxecANBICe .Y . xecCCANB.

CVICENI 1.12. Dokazte tvrzeni 1.11.
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Podmnozina topologie . C .7 se nazyva subbdze topologie 7, jestlize kazdy
prvek 7 je sjednocenim kone¢nych prunikt prvkd ., tedy jestlize kone¢né priniky
prvkd . tvoii bazi .7 .

PRIKLAD 1.13. Mnozinaintervall { (—eo,a), (a,o0) | a € R} je subbazi prostoru (R, &).

CVICENI 1.14. Ukazte, ze kazdd mnozina . C (X)) je subbazi néjaké topologie
naX.

Podobné mizeme mluvit i o bdzi okoli né&jakého bodu x prostoru (X,.7), ¢imz
myslime libovolnou podmnoZzinu % C .7 (x) takovou, Ze pro v§echna okoli U € .7 (x)
existuje V € # spliujici V C U. Napiiklad v libovolném metrickém prostoru ma
kazdy bod x spoletnou bazi okoli tvofenou koulemi o poloméru 1/n, pro n € N, se
sttedem v x.

Mame-li na mnoziné X definovany dvé topologie .71 a % spliujici 7] C 7,
fikdme, Ze 7] je hrubsi (slabsi, coarser) nez 7, a ze 7, je jemnéjsi (silnéjsi, finer)
nez 7.

Tak jako v metrickych prostorech, miizeme i v topologickych prostorech mlu-
vit o konvergentnich posloupnostech. Rikdme, Ze posloupnost (x;)72, bodl prostoru
(X, 7) konverguje k bodu x € X, jestlize

VAe T (x)IneNVi>n: x; €A,

tedy pro kazdé okoli bodu x existuje index, od kterého jizZ vSechny body posloupnosti
lezi v tomto okoli.

CVICENI 1.15. Charakterizujte konvergentni posloupnosti v prostorech z prikladu 1.2.

PRIKLAD 1.16. Ukazeme si, Ze predusporadané mnoZziny jsou ve skutecnosti specidl-
nim piipadem topologickych prostortii. Pfesnéji, predusporddané mnoziny odpovidaji
pravé topologickym prostorim (X,.7), kde mnoZina .7 je uzavfend na libovolné
pruniky. Snadno se nahlédne, Ze tato podminka na .7 je ekvivalentni pozadavku,
aby kazdy bod mél nejmensi okoli. VSimnéte si, Ze tuto podminku spliiuje diskrétni,
indiskrétni 1 Sierpinského prostor.

Na ptedusporadané mnozing (X, <) mizZeme topologii definovat tak, Ze za oteviené
prohlasime pravé vSechny nahoru uzaviené mnoziny, tedy mnoziny A C X spliujici
podminkuy >x €A = y € A. Opacné, je-li .7 topologie na X uzaviena na libovolné
priniky, miZeme zavést na X pieduspofadani predpisem x <y <= 7 (x) C T (y),
tedy bod x je mensi nebo roven bodu y, jestliZze nejmensi okoli x obsahuje nejmensi
okoli y.

CVICENI 1.17.

(1) Ukazte, ze konstrukce uvedené v predchozim ptikladu definuji vzajemné in-
verzni bijekce mezi mnoZinou vSech topologii na X uzavienych na libovolné
priniky a mnozinou vSech pfeduspoiradani na X.

(2) Charakterizujte konvergentni posloupnosti v topologickém prostoru odpovi-
dajicim pfeduspofddané mnoziné (X, <).
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