Koren polynomu

Definice. Necht R je okruh, f = a,-x"+---+ a1 - x + ap € R[x],
c € R. Pak prvek a, - c"+---+a1-c+ ap € R zna¢ime f(c) a
nazyvame hodnota polynomu f v prvku c.
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Polynomialni funkce

Definice. Necht R je okruh, pro pevné zvoleny polynom f € R[x]
definujme polynomialni funkci uréenou polynomem f jako
zobrazeni ¢f : R — R dané predpisem ¢¢(c) = f(c) pro libovolné
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ma nekonecné mnoho korfend, odkud podle predchozi véty plyne, ze
h je nulovy polynom, tj. f = g.
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Polynomialni funkce

Definice. Necht R je okruh, pro pevné zvoleny polynom f € R[x]
definujme polynomialni funkci uréenou polynomem f jako
zobrazeni ¢f : R — R dané predpisem ¢¢(c) = f(c) pro libovolné
ceR.

Véta. Necht R je nekonecné téleso, f, g € R[x] libovolné. JestliZe
@f = Pg, Pak f= &g [Véta 6.12, str. 89]

Diikaz. Ptedpokladejme ¢ = ¢z a polozme h = f — g, odkud

f = h+ g. Pak pro libovolné ¢ € R plati f(c) = h(c) + g(c), a
tedy h(c) = f(c) — g(c) = pr(c) — pg(c) = 0. Polynom h tedy
ma nekonecné mnoho korfend, odkud podle predchozi véty plyne, ze
h je nulovy polynom, tj. f = g.

Priklad. Nad télesem realnych Cisel R libovolné dva rizné
polynomy urcuji rizné polynomialni funkce.

Priklad. Predchozi véta neplati, je-li R konecné téleso. Napriklad
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Ptedpokladejme, Ze (x — c)¥ | f, pak z jednoznaénosti rozkladu
plyne (x — ¢) | kg, existuje tedy h € R[x] tak, ze kg = (x — ¢) - h,
odkud g = (x — ¢) - (k1)71 - h, kde jsme vyuzili predpokladu

o charakteristice R zarucujiciho k1 # 0.



Pozndmka. Jev pozorovany v pfedchozim prikladé plati obecnéji:
je-li char R = p > 0, pak pro kazdé f € R[x] plati f(P) = 0.

Véta. Necht' R je téleso, f € R[x|, c € R, k € N. Predpoklidejme,
Ze char R = 0 nebo char R > k. Pak c je k-ndsobnym kofenem
polynomu f, pravé kdyz je c kofenem polynoma f, f', ", ...,
f(k=1) 3 neni kofenem polynomu (k).

Dikaz. ,=" Existuje tedy g € R[x] tak, ¥e f = (x — c)¥ - g,
pricemz (x — c){ g. Pak f' = (x — c) (kg + (x — c) - &').
Ptedpokladejme, Ze (x — c)¥ | f, pak z jednoznaénosti rozkladu
plyne (x — ¢) | kg, existuje tedy h € R[x] tak, ze kg = (x — ¢) - h,
odkud g = (x — ¢) - (k1)71 - h, kde jsme vyuzili predpokladu

o charakteristice R zaruéujiciho k1 # 0. Tedy (x — ¢) | g, spor.



Pozndmka. Jev pozorovany v pfedchozim prikladé plati obecnéji:
je-li char R = p > 0, pak pro kazdé f € R[x] plati f(P) = 0.

Véta. Necht' R je téleso, f € R[x|, c € R, k € N. Predpoklidejme,
Ze char R = 0 nebo char R > k. Pak c je k-ndsobnym kofenem
polynomu f, pravé kdyz je c kofenem polynoma f, f', ", ...,
f(k=1) 3 neni kofenem polynomu (k).

Dikaz. ,=" Existuje tedy g € R[x] tak, ¥e f = (x — c)¥ - g,
pricemz (x — c){ g. Pak f' = (x — c) (kg + (x — c) - &').
Ptedpokladejme, Ze (x — c)¥ | f, pak z jednoznaénosti rozkladu
plyne (x — ¢) | kg, existuje tedy h € R[x] tak, ze kg = (x — ¢) - h,
odkud g = (x — ¢) - (k1)71 - h, kde jsme vyuzili predpokladu

o charakteristice R zaruéujiciho k1 # 0. Tedy (x — ¢) | g, spor.
Tedy c je (k — 1)-ndsobny kofen f’, je-li k > 1, resp. ¢ neni
kofenem f', je-li k = 1.



Pozndmka. Jev pozorovany v pfedchozim prikladé plati obecnéji:
je-li char R = p > 0, pak pro kazdé f € R[x] plati f(P) = 0.

Véta. Necht' R je téleso, f € R[x|, c € R, k € N. Predpoklidejme,
Ze char R = 0 nebo char R > k. Pak c je k-ndsobnym kofenem
polynomu f, pravé kdyz je c kofenem polynoma f, f', ", ...,
f(k=1) 3 neni kofenem polynomu (k).

Dikaz. ,=" Existuje tedy g € R[x] tak, ¥e f = (x — c)¥ - g,
pricemz (x — c){ g. Pak f' = (x — c) (kg + (x — c) - &').
Ptedpokladejme, Ze (x — c)¥ | f, pak z jednoznaénosti rozkladu
plyne (x — ¢) | kg, existuje tedy h € R[x] tak, ze kg = (x — ¢) - h,
odkud g = (x — ¢) - (k1)71 - h, kde jsme vyuzili predpokladu

o charakteristice R zaruéujiciho k1 # 0. Tedy (x — ¢) | g, spor.
Tedy c je (k — 1)-ndsobny kofen f’, je-li k > 1, resp. ¢ neni
kofenem f’, je-li k = 1. Odtud indukci vi&i k dostavame, Ze c je
kofenem polynoma f, /', ", ..., f(k=1) ale ne polynomu k).



Pozndmka. Jev pozorovany v pfedchozim prikladé plati obecnéji:
je-li char R = p > 0, pak pro kazdé f € R[x] plati f(P) = 0.

Véta. Necht' R je téleso, f € R[x|, c € R, k € N. Predpoklidejme,
Ze char R = 0 nebo char R > k. Pak c je k-ndsobnym kofenem
polynomu f, pravé kdyz je c kofenem polynoma f, f', ", ...,
f(k=1) 3 neni kofenem polynomu (k).

Dikaz. ,=" Existuje tedy g € R[x] tak, ¥e f = (x — c)¥ - g,
pricemz (x — c){ g. Pak f' = (x — c) (kg + (x — c) - &').
Ptedpokladejme, Ze (x — c)¥ | f, pak z jednoznaénosti rozkladu
plyne (x — ¢) | kg, existuje tedy h € R[x] tak, ze kg = (x — ¢) - h,
odkud g = (x — ¢) - (k1)71 - h, kde jsme vyuzili predpokladu

o charakteristice R zaruéujiciho k1 # 0. Tedy (x — ¢) | g, spor.
Tedy c je (k — 1)-ndsobny kofen f’, je-li k > 1, resp. ¢ neni
kofenem f’, je-li k = 1. Odtud indukci vi&i k dostavame, Ze c je
kofenem polynoma f, /', ", ..., f(k=1) ale ne polynomu k).
»<=" Ozname n nasobnost korene ¢ polynomu f.



Pozndmka. Jev pozorovany v pfedchozim prikladé plati obecnéji:
je-li char R = p > 0, pak pro kazdé f € R[x] plati f(P) = 0.

Véta. Necht' R je téleso, f € R[x|, c € R, k € N. Predpoklidejme,
Ze char R = 0 nebo char R > k. Pak c je k-ndsobnym kofenem
polynomu f, pravé kdyz je c kofenem polynoma f, f', ", ...,
f(k=1) 3 neni kofenem polynomu (k).

Dikaz. ,=" Existuje tedy g € R[x] tak, ¥e f = (x — c)¥ - g,

pricemz (x — c){ g. Pak f' = (x — c) (kg + (x — c) - &').
Ptedpokladejme, Ze (x — c)¥ | f, pak z jednoznaénosti rozkladu
plyne (x — ¢) | kg, existuje tedy h € R[x] tak, ze kg = (x — ¢) - h,
odkud g = (x — ¢) - (k1)71 - h, kde jsme vyuzili predpokladu

o charakteristice R zaruéujiciho k1 # 0. Tedy (x — ¢) | g, spor.
Tedy c je (k — 1)-ndsobny kofen f’, je-li k > 1, resp. ¢ neni
kofenem f’, je-li k = 1. Odtud indukci vi&i k dostavame, Ze c je
kofenem polynoma f, /', ", ..., f(k=1) ale ne polynomu k).
»<=" Oznacme n nasobnost kofene ¢ polynomu f. Podle predchozi
véty je ¢ kofenem polynoma f, /', ", ..., f(n=1)



Pozndmka. Jev pozorovany v pfedchozim prikladé plati obecnéji:
je-li char R = p > 0, pak pro kazdé f € R[x] plati f(P) = 0.

Véta. Necht' R je téleso, f € R[x|, c € R, k € N. Predpoklidejme,
Ze char R = 0 nebo char R > k. Pak c je k-ndsobnym kofenem
polynomu f, pravé kdyz je c kofenem polynoma f, f', ", ...,
f(k=1) 3 neni kofenem polynomu (k).

Dikaz. ,=" Existuje tedy g € R[x] tak, ¥e f = (x — c)¥ - g,
pricemz (x — c){ g. Pak f' = (x — c) (kg + (x — c) - &').
Ptedpokladejme, Ze (x — c)¥ | f, pak z jednoznaénosti rozkladu
plyne (x — ¢) | kg, existuje tedy h € R[x] tak, ze kg = (x — ¢) - h,
odkud g = (x — ¢) - (k1)71 - h, kde jsme vyuzili predpokladu

o charakteristice R zaruéujiciho k1 # 0. Tedy (x — ¢) | g, spor.
Tedy c je (k — 1)-ndsobny kofen f’, je-li k > 1, resp. ¢ neni
kofenem f’, je-li k = 1. Odtud indukci vi&i k dostavame, Ze c je
kofenem polynoma f, /', ", ..., f(k=1) ale ne polynomu k).
»<=" Oznacme n nasobnost kofene ¢ polynomu f. Podle predchozi
véty je ¢ kofenem polynoma f, /', ", ..., £f(n=1) Proto n < k,
odkud v pfipadé char R # 0 plyne char R > n.



Pozndmka. Jev pozorovany v pfedchozim prikladé plati obecnéji:
je-li char R = p > 0, pak pro kazdé f € R[x] plati f(P) = 0.

Véta. Necht' R je téleso, f € R[x|, c € R, k € N. Predpoklidejme,
Ze char R = 0 nebo char R > k. Pak c je k-ndsobnym kofenem
polynomu f, pravé kdyz je c kofenem polynoma f, f', ", ...,
f(k=1) 3 neni kofenem polynomu (k).

Dikaz. ,=" Existuje tedy g € R[x] tak, ¥e f = (x — c)¥ - g,

pricemz (x — c){ g. Pak f' = (x — c) (kg + (x — c) - &').
Ptedpokladejme, Ze (x — c)¥ | f, pak z jednoznaénosti rozkladu
plyne (x — ¢) | kg, existuje tedy h € R[x] tak, ze kg = (x — ¢) - h,
odkud g = (x — ¢) - (k1)71 - h, kde jsme vyuzili predpokladu

o charakteristice R zaruéujiciho k1 # 0. Tedy (x — ¢) | g, spor.
Tedy c je (k — 1)-ndsobny kofen f’, je-li k > 1, resp. ¢ neni
kofenem f’, je-li k = 1. Odtud indukci vi&i k dostavame, Ze c je
kofenem polynoma f, /', ", ..., f(k=1) ale ne polynomu k).
»<=" Oznacme n nasobnost kofene ¢ polynomu f. Podle predchozi
véty je ¢ kofenem polynoma f, /', ", ..., £f(n=1) Proto n < k,
odkud v pfipadé char R # 0 plyne char R > n. Mlzeme tedy uzit
vyse dokdzany smér této véty, z néhoz porovnanim-plyne n = k.



Polynomy nad C

Véta (Zakladni véta algebry). KaZdy nekonstantni polynom
f € C[x] ma v C koren.




Polynomy nad C

Véta (Zakladni véta algebry). KaZdy nekonstantni polynom
f € C[x] md v C koren. (v 72, s 03]

Definice. Téleso R se nazyva algebraicky uzaviené, jestlize kazdy
nekonstantni polynom f € R[x] ma v R koren.



Polynomy nad C

Véta (Zakladni véta algebry). KaZdy nekonstantni polynom
f € C[x] md v C koren. (v 72, s 03]

Definice. Téleso R se nazyva algebraicky uzaviené, jestlize kazdy
nekonstantni polynom f € R[x] ma v R koren.

Priklad. Télesa R a QQ nejsou algebraicky uzaviena



Polynomy nad C

Véta (Zakladni véta algebry). KaZdy nekonstantni polynom
f € C[x] md v C koren. (v 72, s 03]

Definice. Téleso R se nazyva algebraicky uzaviené, jestlize kazdy
nekonstantni polynom f € R[x] ma v R koren.

Priklad. Télesa R a Q nejsou algebraicky uzavrend, zadné konecné
téleso neni algebraicky uzaviené (je-li R = {r,..., m}, pak
(x—rn)- ... -(x—rs)+1nemd v R koren).



Polynomy nad C

Véta (Zakladni véta algebry). KaZdy nekonstantni polynom
f € C[x] md v C koren. (v 72, s 03]

Definice. Téleso R se nazyva algebraicky uzaviené, jestlize kazdy
nekonstantni polynom f € R[x] ma v R koren.

Priklad. Télesa R a Q nejsou algebraicky uzavrend, zadné konecné
téleso neni algebraicky uzaviené (je-li R = {r,..., r}, pak
(x—rn)- ... -(x—rs)+1nemd v R koren).

Poznamka. Zakladni vétu algebry Ize tedy formulovat takto:

C je algebraicky uzaviené téleso.



Polynomy nad C

Véta (Zakladni véta algebry). KaZdy nekonstantni polynom
f € C[x] md v C koren. (v 72, s 03]

Definice. Téleso R se nazyva algebraicky uzaviené, jestlize kazdy
nekonstantni polynom f € R[x] ma v R koren.

Priklad. Télesa R a Q nejsou algebraicky uzavrend, zadné konecné
téleso neni algebraicky uzaviené (je-li R = {r,..., m}, pak
(x—rn)- ... -(x—rs)+1nemd v R koren).

Poznamka. Zakladni vétu algebry Ize tedy formulovat takto:
C je algebraicky uzaviené téleso.

Dasledek. Pro libovolny polynom f € C[x| plati: f je ireducibilni
nad C, pravé kdyz je f linedrni.



Polynomy nad C

Véta (Zakladni véta algebry). KaZdy nekonstantni polynom
f € C[x] md v C koren. (v 72, s 03]

Definice. Téleso R se nazyva algebraicky uzaviené, jestlize kazdy
nekonstantni polynom f € R[x] ma v R koren.

Priklad. Télesa R a Q nejsou algebraicky uzavrend, zadné konecné
téleso neni algebraicky uzaviené (je-li R = {r,..., m}, pak
(x—rn)- ... -(x—rs)+1nemd v R koren).

Poznamka. Zakladni vétu algebry Ize tedy formulovat takto:
C je algebraicky uzaviené téleso.

Dasledek. Pro libovolny polynom f € C[x| plati: f je ireducibilni
nad C, pravé kdyz je f linedrni.

Dusledek. Necht f € C[x] je normovany polynom, st(f) = n > 1.
Pak existuji c1,...,cy € C tak, Ze

f=x-ca) ... (x—cn).
Tento rozklad je navic jednoznacny aZ na poradi Cinitelll.



Polynomy nad C - Vietovy vztahy

Dasledek (Viete). Necht je dén normovany polynom
f=x"4+ap1-x""1+---+a;-x+ap € Cl[x], kde n > 1, necht
c1,...,¢cn € C jsou jeho koreny (kde je kaZdy uveden tolikrat, kolik
Je jeho ndsobnost). Pak plati

—ap-1 = C + -+ Cp,



Polynomy nad C - Vietovy vztahy

Dasledek (Viete). Necht je dén normovany polynom
f=x"4+ap1-x""1+---+a;-x+ap € Cl[x], kde n > 1, necht
c1,...,¢cn € C jsou jeho koreny (kde je kaZdy uveden tolikrat, kolik
Je jeho ndsobnost). Pak plati

—ap-1 = C + -+ Cp,

an—2 = &+ 3+ -+ ccp+ 3+ -+ Ch_1Cp,



Polynomy nad C - Vietovy vztahy

Dasledek (Viete). Necht je dén normovany polynom
f=x"4+ap1-x""1+---+a;-x+ap € Cl[x], kde n > 1, necht
c1,...,¢cn € C jsou jeho koreny (kde je kaZdy uveden tolikrat, kolik
Je jeho ndsobnost). Pak plati

—ap-1 = C + -+ Cp,

an—2 = &+ 3+ -+ ccp+ 3+ -+ Ch_1Cp,

(—1)kan—k — Z CiyCiy - - - Cig

1<ih <--<ig<n



Polynomy nad C - Vietovy vztahy

Dasledek (Viete). Necht je dén normovany polynom
f=x"4+ap1-x""1+---+a;-x+ap € Cl[x], kde n > 1, necht
c1,...,¢cn € C jsou jeho koreny (kde je kaZdy uveden tolikrat, kolik
Je jeho ndsobnost). Pak plati

—ap-1 = C + -+ Cp,

an—2 = &+ 3+ -+ ccp+ 3+ -+ Ch_1Cp,

(—1)kan—k — Z CiyCiy - - - Cig

1<ih <--<ig<n

(=1)"ag = c1c2. .. cp.



Polynomy nad C - Vietovy vztahy

Dasledek (Viete). Necht je dén normovany polynom
f=x"4+ap1-x""1+---+a;-x+ap € Cl[x], kde n > 1, necht
c1,...,¢cn € C jsou jeho koreny (kde je kaZdy uveden tolikrat, kolik
Je jeho ndsobnost). Pak plati

—ap-1 = C + -+ Cp,
an—2 = &+ 3+ -+ ccp+ 3+ -+ Ch_1Cp,

(—1)kan—k — Z CiyCiy - - - Cig

1<ih <--<ig<n

(—1)”30 = C1C2...Cp. [Véta 7.6, str. 94]
Pozndmka. Vyraz na pravé strané k-tého radku lze popsat takto:
vezmeme vsechny k-prvkové podmnoZiny mnoziny index(
{1,2,...,n}, pro kazdou z nich vyndsobime odpovidajici kofeny a
ziskané souciny seCteme.



Polynomy nad R

Véta. Zobrazeni oo : C — C, které kazdému komplexnimu &islu
pfifadi ¢islo komplexné zdruZené, tj. a(c) = € pro kazdé c € C,
Jje izomorfismus okruhil.



Polynomy nad R

Véta. Zobrazeni oo : C — C, které kazdému komplexnimu &islu
pfifadi ¢islo komplexné zdruZené, tj. a(c) = € pro kazdé c € C,
Jje izomorfismus okruhil.

Dusledek. Je-li komplexni ¢islo ¢ kofenem polynomu f € R[x], pak
i ¢islo © komplexné sdruZené s Cislem c je korenem polynomu f.



Polynomy nad R

Véta. Zobrazeni oo : C — C, které kazdému komplexnimu &islu
pfifadi ¢islo komplexné zdruZené, tj. a(c) = € pro kazdé c € C,
Jje izomorfismus okruhil.

Dusledek. Je-li komplexni ¢islo ¢ kofenem polynomu f € R[x], pak
i ¢islo © komplexné sdruZené s Cislem c je korenem polynomu f.

[Véta 8.1, str. 97]

Véta. Pro libovolny polynom f € R|[x]| plati: f je ireducibilni nad R,
pravé kdy? je f linedrni anebo je f = ax? 4+ bx + ¢ kvadraticky se
zdpornym diskriminantem b?> — 4ac < 0.



Polynomy nad R

Véta. Zobrazeni oo : C — C, které kazdému komplexnimu &islu
pfifadi ¢islo komplexné zdruZené, tj. a(c) = € pro kazdé c € C,
Jje izomorfismus okruhil.

Dusledek. Je-li komplexni ¢islo ¢ kofenem polynomu f € R[x], pak
i ¢islo © komplexné sdruZené s Cislem c je korenem polynomu f.

[Véta 8.1, str. 97]

Véta. Pro libovolny polynom f € R|[x]| plati: f je ireducibilni nad R,
pravé kdy? je f linedrni anebo je f = ax? 4+ bx + ¢ kvadraticky se
zdpornym diskriminantem b? — 4ac < 0. e s2, <tr. 07]

Ddsledek. Kazdy nekonstantni normovany polynom f € R[x] Ize
psat jako soucin normovanych polynomii, které jsou linedarni anebo
kvadratické se zapornym diskriminantem. Tento zapis je
jednoznacny az na poradi Cinitelll.



Polynomy nad Z

Véta. Necht f = a,x" + ap_1x" 1 + -+ + a;x + ag € Z[x] je
nekonstantni polynom stupné n, necht r € 7, s € N jsou Cisla
takovd, Ze (r,s) =1 a Ze £ € Q je koren polynomu f.



Polynomy nad Z

Véta. Necht f = a,x" + ap_1x" 1 + -+ + a;x + ag € Z[x] je
nekonstantni polynom stupné n, necht r € 7, s € N jsou Cisla
takovd, Ze (r,s) =1 a Ze £ € Q je koren polynomu f. Pak plati

> r

ag,



Polynomy nad Z

Véta. Necht f = a,x" + ap_1x" 1 + -+ + a;x + ag € Z[x] je
nekonstantni polynom stupné n, necht r € 7, s € N jsou Cisla
takovd, Ze (r,s) =1 a Ze £ € Q je koren polynomu f. Pak plati

> r

ag,

> s|apn,



Polynomy nad Z

Véta. Necht f = a,x" + ap_1x" 1 + -+ + a;x + ag € Z[x] je
nekonstantni polynom stupné n, necht r € 7, s € N jsou Cisla
takovd, Ze (r,s) =1 a Ze £ € Q je koren polynomu f. Pak plati

> r

4o,
> s | an,

> pro kazdé m € Z plati (sm — r) | f(m).



Polynomy nad Z

Véta. Necht f = a,x" + ap_1x" 1 + -+ + a;x + ag € Z[x] je
nekonstantni polynom stupné n, necht r € 7, s € N jsou Cisla
takovd, Ze (r,s) =1 a Ze £ € Q je koren polynomu f. Pak plati

> r

ag,
> s|apn,

> pro kazdé m € Z plati (sm — r) | f(m).

Dikaz. 0=s"-f(%)=apr" + an_1r" s+ +airs" ! 4 aps”.



Polynomy nad Z

Véta. Necht f = a,x" + ap_1x" 1 + -+ + a;x + ag € Z[x] je
nekonstantni polynom stupné n, necht r € 7, s € N jsou Cisla
takovd, Ze (r,s) =1 a Ze £ € Q je koren polynomu f. Pak plati

> r

40,
> s | an,
> pro kazdé m € Z plati (sm — r) | f(m).

Dikaz. 0=s"-f(%)=apr" + ap_1r" s+ -+ a;rs"1 4+ aps”.
Proto r | ags”, coz diky (r,s) =1 dava r | ao.



Polynomy nad Z

Véta. Necht f = a,x" + ap_1x" 1 + -+ + a;x + ag € Z[x] je
nekonstantni polynom stupné n, necht r € 7, s € N jsou Cisla
takovd, Ze (r,s) =1 a Ze £ € Q je koren polynomu f. Pak plati

> r

4o,
> s | an,
> pro kazdé m € Z plati (sm — r) | f(m).
Dikaz. 0=s"-f(%)=apr" + ap_1r" s+ -+ a;rs"1 4+ aps”.

Proto r | ags”, coz diky (r,s) =1 dava r | ao.
Podobné s | a,r”, coz diky (r,s) =1 dava s | a,.



Polynomy nad Z

Véta. Necht f = a,x" + ap_1x" 1 + -+ + a;x + ag € Z[x] je
nekonstantni polynom stupné n, necht r € 7, s € N jsou Cisla
takovd, Ze (r,s) =1 a Ze £ € Q je koren polynomu f. Pak plati

> r

ao,
> s|apn,

> pro kazdé m € Z plati (sm — r) | f(m).

Dikaz. 0=s"-f(%)=apr" + ap_1r"ts+ -+ ayrs" 1 4+ ags”.
Proto r | ags”, coz diky (r,s) =1 dava r | ao.

Podobné s | a,r”, coz diky (r,s) =1 dava s | a,.

Oznaéme d = sm — r, pak r = sm — d, dosazenim
an(sm—d)"+an_1(sm—d)" s+ +a;(sm—d)s" 1 +ags" = 0.



Polynomy nad Z

Véta. Necht f = a,x" + ap_1x" 1 + -+ + a;x + ag € Z[x] je
nekonstantni polynom stupné n, necht r € 7, s € N jsou Cisla
takovd, Ze (r,s) =1 a Ze £ € Q je koren polynomu f. Pak plati

> r

40,
> s | an,
> pro kazdé m € Z plati (sm — r) | f(m).
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Véta. Necht f = a,x" + ap_1x" 1 + -+ + a;x + ag € Z[x] je
nekonstantni polynom stupné n, necht r € 7, s € N jsou Cisla
takovd, Ze (r,s) =1 a Ze £ € Q je koren polynomu f. Pak plati

> r

ao,
> s|apn,

> pro kazdé m € Z plati (sm — r) | f(m).

Dikaz. 0=s"-f(%)=apr" + ap_1r"ts+ -+ ayrs" 1 4+ ags”.
Proto r | ags”, coz diky (r,s) =1 dava r | ao.

Podobné s | a,r”, coz diky (r,s) =1 dava s | a,.

Oznaéme d = sm — r, pak r = sm — d, dosazenim
an(sm—d)"+an_1(sm—d)" s+ +a;(sm—d)s" 1 +ags" = 0.
Uzitim binomické véty a vynechdnim vSech scitanch délitelnych d
dostaneme

d | ay(sm)"+ap_1(sm)""Ls+---+a1(sm)s" L+ aps" = f(m)-s".
Kazdé prvocislo délici soucasné d i s musi délit také r. Ovsem
takové prvocislo neexistuje, tedy (d,s) = 1. Proto d | f(m).
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Pozndamka. Predchozi vétu pouzivdme pro nalezeni vSech
racionalnich kofenid daného polynomu s celodiselnymi koeficienty a
nenulovym absolutnim ¢lenem: prvni dvé podminky totiz ddvaji jen
konec¢né mnoho moznych hodnot pro r, s.
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racionalnich kofenid daného polynomu s celodiselnymi koeficienty a
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kone¢né mnoho moZnych hodnot pro r, s. Pro kazdou z moznych
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Poznamka. Predchozi vétu pouzivdme pro nalezeni vSech
racionalnich kofenid daného polynomu s celodiselnymi koeficienty a
nenulovym absolutnim ¢lenem: prvni dvé podminky totiz ddvaji jen
kone¢né mnoho moZnych hodnot pro r, s. Pro kazdou z moznych
dvojic r, s Ize zjistit dosazenim, zda ¢ je kofenem f. V pfipadé
velkého poctu dvojic je mozné nékteré dvojice eliminovat treti
podminkou, napfiklad testovat, zda plati (s +r) | f(—1) a

(s—r) | f(1).

Zminéna podminka nenulovosti absolutniho ¢lenu neni nijak
omezujici: libovolny nenulovy polynom Ize rozlozit na soucin
mocniny x a polynomu s nenulovym absolutnim ¢lenem.
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nenulovy. Rekneme, e f je primitivni, jestlize jeho koeficienty jsou
nesoudélné, tj. (ao, a1,...,an) = 1.
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polynomy takové, Ze jejich soucin f - g primitivni neni. Pak existuje
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pro libovolné ag, a1, ..., a, € Z (tedy kazdy koeficient je nahrazen
odpovidajici zbytkovou tfidou) je homomorfismus okruhi.



Polynomy nad Z

Definice. Necht f = apx" 4+ ap_1x" 14+ -+ a;x + a € Z[x] je
nenulovy. Rekneme, e f je primitivni, jestlize jeho koeficienty jsou
nesoudélné, tj. (ao, a1,...,an) = 1.

Véta (Gaussovo lemma). Soucin libovolnych dvou primitivnich
polynom( je primitivni polynom.

Diikaz sporem. Prepokladejme, Ze f, g € Z[x] jsou primitivni
polynomy takové, Ze jejich soucin f - g primitivni neni. Pak existuje
prvocislo p, které déli vSechny koeficienty polynomu f - g.
Zobrazeni o : Z[x] — Zp[x] urCené predpisem

alanx™ + ap 1 X" Fax + ag) =

= [anlpx" + [an-1]px" " + - + [a1]px + [a0]»

pro libovolné ag, a1, ..., a, € Z (tedy kazdy koeficient je nahrazen
odpovidajici zbytkovou tfidou) je homomorfismus okruhi. Pak
a(f)#0, a(g) #0, a(f) - a(g) = a(f - g) =0, coz je spor s tim,
ze Zp je téleso, a tedy Zp[x] je obor integrity.
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Véta (Gauss). Libovolny polynom f € Z[x] je ireducibilni nad Z,
pravé kdyz je ireducibilni nad Q.
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Véta (Gauss). Libovolny polynom f € Z[x] je ireducibilni nad Z,
pravé kdyz je ireducibilni nad Q.

Ddkaz. Tvrzeni je zfejmé pro konstantni polynom f, ktery neni
ireducibilni ani nad Z ani nad Q. Necht je tedy f nekonstantni.
Jestlize f neni ireducibilni nad Z, je mozné jej psat jako soucin
dvou nekonstantnich polynomu v Z[x]. Tyto polynomy jsou i

z Q[x], a tedy f neni ireducibilni nad Q.

Predpokladejme tedy naopak, ze f neni ireducibilni nad Q. Pak
tedy f = g - h pro vhodné nekonstantni polynomy f, g € Q[x].
Existuji nenulova racionalni Cisla b, ¢ tak, Zze b- g a ¢ - h jsou
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Véta (Gauss). Libovolny polynom f € Z[x] je ireducibilni nad Z,
pravé kdyz je ireducibilni nad Q.

Ddkaz. Tvrzeni je zfejmé pro konstantni polynom f, ktery neni
ireducibilni ani nad Z ani nad Q. Necht je tedy f nekonstantni.
Jestlize f neni ireducibilni nad Z, je mozné jej psat jako soucin
dvou nekonstantnich polynomu v Z[x]. Tyto polynomy jsou i

z Q[x], a tedy f neni ireducibilni nad Q.

Predpokladejme tedy naopak, ze f neni ireducibilni nad Q. Pak
tedy f = g - h pro vhodné nekonstantni polynomy f, g € Q[x].
Existuji nenulova racionalni Cisla b, ¢ tak, Zze b- g a ¢ - h jsou
primitivni. Podle Gaussova lemmatu je i (b-g)(c-h) = (bc)-f
primitivni. Existuji nesoudélnd u, v € N tak, ze bc = £ . Kdyby

u # 1, bylo by u délitelné néjakym prvocislem p, které by pak
délilo v8echny koeficienty polynomu uf a z p { v bychom dostali, ze
(bc) - f neni primitivni. Proto u=1a f =(xv-(b-g))-(c-h) je
rozklad f na soucin dvou nekonstantnich polynomt v Z[x], a tedy
f neni ireducibilni nad Z.
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Véta (Eisensteinovo kriterium). Necht
f=apx"+a,_1x" "t + -+ aix + ap € Z[x] je nekonstantni
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Véta (Eisensteinovo kriterium). Necht
f=apx"+a, 1x" 1+ -+ arx + ag € Z[x] je nekonstantni
polynom stupné n. JestliZe existuje prvocislo p takove, Ze

> plan1,plana ..., pla, plao

> p{an,

> P2 1 ao,
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Véta (Eisensteinovo kriterium). Necht
f=apx"+a,_1x" "t + -+ aix + ap € Z[x] je nekonstantni
polynom stupné n. JestliZe existuje prvocislo p takove, Ze

> plan1,plana ..., pla, plao
> p{an,
> P2 1 ao,

pak je f ireducibilni nad Q.
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Véta (Eisensteinovo kriterium). Necht
f=apx"+a, 1x" 1+ -+ arx + ag € Z[x] je nekonstantni
polynom stupné n. JestliZe existuje prvocislo p takove, Ze
> plan1,plana ..., pla, plao
> p{an,
> p* f a0,
pak je f ireducibilni nad Q.

Poznamka. Pokud prvodislo danych vlastnosti neexistuje, nefika
Eisensteinovo kriterium o ireducibilité f zhola nic.
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s mocninami polynomu x.
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