Délitelnost v komutativnich okruzich

Definice. Necht R je komutativni okruh, a, b € R. Rekneme, e
prvek b déli prvek a v okruhu R, neboli Ze prvek a je délitelny
prvkem b v okruhu R, piSeme b | a, jestlize existuje prvek g € R
takovy, ze a=q - b.
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Dasledek. Necht R je komutativni okruh, ai,...,an, b € R,
ui,...,up € R libovolné. Jestlize b | a; pro kazdé i =1,...,n, pak
b|>2,uiai.



Nejvétsi spolecny délitel v komutativnich okruzich

Definice. Necht R je komutativni okruh, a,b € R. Rekneme, e
prvky a, b jsou asociované, piSeme a ~ b, jestlize a | b a soucasné
b| a.
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Ireducibilnimi prvky komutativnich okruhi

Véta. Necht R je komutativni okruh, a, b € R. Nejvétsi spoleCny
délitel prvkil a, b, pokud existuje, je uren jednoznacné az na
asociovanost.
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b,c € R takové, ze a= b - c, plati b € R* anebo c € R*.
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existuje, je urcen jednoznacné€ aZ na asociovanost. |veta 217, str. 64]

Definice. Necht R je obor integrity, a € R. Rekneme, e a je
ireducibilni prvek okruhu R, jestlize a # 0, a ¢ R* a pro kazdé
b,c € R takové, ze a= b - c, plati b € R* anebo c € R*.
Priklad. Ireducibilnimi prvky okruhu Z jsou pravé prvocisla a Cisla
k nim opacna.

Priklad. Je-li T téleso, pak v T neexistuji zadné ireducibilni prvky.

Veéta. Necht R je obor integrity, a,b € R. Je-li a ireducibilni prvek
okruhu R a b ~ a, pak je také b ireducibilni okruhu R.

Dikaz. Vime, Ze existuje jednotka e € R*, Z2e a = e - b. Zfejmé
b#0,b¢ R*. Pro kazdé x,y € R, b=x-y,jea=(e-x)-y.
Z ireducibility a plyne e - x € R* nebo y € R*, tj. x € R* nebo
y € R*.
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délitel prvkil a, b, pokud existuje, je uren jednoznacné az na
asociovanost. Také nejmensi spoleCny nasobek prvki a, b, pokud
existuje, je urcen jednoznacné€ aZ na asociovanost. |veta 217, str. 64]

Definice. Necht R je obor integrity, a € R. Rekneme, e a je
ireducibilni prvek okruhu R, jestlize a # 0, a ¢ R* a pro kazdé
b,c € R takové, ze a= b - c, plati b € R* anebo c € R*.
Priklad. Ireducibilnimi prvky okruhu Z jsou pravé prvocisla a Cisla
k nim opacna.

Priklad. Je-li T téleso, pak v T neexistuji zadné ireducibilni prvky.

VEta. Necht R je obor integrity, a,b € R. Je-li a ireducibilni prvek
okruhu R a b ~ a, pak je také b ireducibilni okruhu R.

Dikaz. Vime, Ze existuje jednotka e € R*, Z2e a = e - b. Zfejmé
b#0,b¢ R*. Pro kazdé x,y € R, b=x-y,jea=(e-x)-y.
Z ireducibility a plyne e - x € R* nebo y € R*, tj. x € R* nebo
y € R*. Proto je b ireducibilni prvek okruhu R.



Okruhy s jednoznacnym rozkladem

Definice. Rekneme, 7e R je okruh s jednoznaénym rozkladem,
jestlize

> R je obor integrity,
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na poradi a asociovanost.
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rozklady 6 =2-3=3-2=(-2)-(—3) = (—3) - (—2) se li&i jen
poradim a asociovanosti).



Okruhy s jednoznacnym rozkladem

Definice. Rekneme, 7e R je okruh s jednoznaénym rozkladem,
jestlize

> R je obor integrity,

» kazdé a€ R, a# 0, a ¢ R*, Ize rozlozit na soucin nékolika
ireducibilnich prvki, pri¢emz tento soucin je jednoznacny az
na poradi a asociovanost.

Priklad. Vime, ze Z je okruh s jednoznaénym rozkladem (napfiklad
rozklady 6 =2-3=3-2=(-2)-(—3) = (—3) - (—2) se li&i jen
poradim a asociovanosti).

Priklad. Kazdé téleso je okruh s jednoznacnym rozkladem, nebot
neobsahuje zadny prvek, ktery by byl nenulovy a nebyl jednotka.



V okruhu Z[i] Ize délit se zbytkem

Pripomerime, ze Z[i] je podokruh télesa komplexnich ¢isel C
generovany mnozinou Z U {i}.
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to obor integrity. Ze druhé véty na strané 8 Sesté prednasky plyne
Z[il = {a+ bi; a,b € Z}, nebot i? = -1 € Z.
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Z[il = {a+ bi; a,b € Z}, nebot i? = -1 € Z.

Ukazme, Ze v okruhu Z[i] je mozné dokazat vétu o déleni se
zbytkem (aby se dalo fict, Ze zbytek je ,mensi* nez Cislo, kterym
se délilo, je tfeba néjak méfit velikost zbytku).
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Pripomerime, ze Z[i] je podokruh télesa komplexnich ¢isel C
generovany mnozinou Z U {i}. Protoze je Z[i] podokruh télesa, je
to obor integrity. Ze druhé véty na strané 8 Sesté prednasky plyne
Z[il = {a+ bi; a,b € Z}, nebot i? = -1 € Z.

Ukazme, Ze v okruhu Z[i] je mozné dokazat vétu o déleni se
zbytkem (aby se dalo fict, Ze zbytek je ,mensi* nez Cislo, kterym
se délilo, je tfeba néjak méfit velikost zbytku).

Oznaceni. Definujme zobrazeni N : Z[i] — N U {0} takto: pro
libovolné &islo o € Z[i] klademe N(a) = |af?, tj. je-li a« = a + bi
pro a,b € Z, je N(a) = a® + b?.



V okruhu Z[i] Ize délit se zbytkem
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pro a,b € Z, je N(a) = a® + b?.

Pozndmka. Plati N(a - 8) = |a - BI* = |af? - [B]> = N(c) - N(B).
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generovany mnozinou Z U {i}. Protoze je Z[i] podokruh télesa, je
to obor integrity. Ze druhé véty na strané 8 Sesté prednasky plyne
Z[il = {a+ bi; a,b € Z}, nebot i? = -1 € Z.

Ukazme, Ze v okruhu Z[i] je mozné dokazat vétu o déleni se
zbytkem (aby se dalo fict, Ze zbytek je ,mensi* nez Cislo, kterym
se délilo, je tfeba néjak méfit velikost zbytku).

Oznaceni. Definujme zobrazeni N : Z[i] — N U {0} takto: pro
libovolné &islo o € Z[i] klademe N(a) = |af?, tj. je-li a« = a + bi
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V okruhu Z[i] Ize délit se zbytkem

Pripomerime, ze Z[i] je podokruh télesa komplexnich ¢isel C
generovany mnozinou Z U {i}. Protoze je Z[i] podokruh télesa, je
to obor integrity. Ze druhé véty na strané 8 Sesté prednasky plyne
Z[il = {a+ bi; a,b € Z}, nebot i? = -1 € Z.

Ukazme, Ze v okruhu Z[i] je mozné dokazat vétu o déleni se
zbytkem (aby se dalo fict, Ze zbytek je ,mensi* nez Cislo, kterym
se délilo, je tfeba néjak méfit velikost zbytku).

Oznaceni. Definujme zobrazeni N : Z[i] — N U {0} takto: pro
libovolné &islo o € Z[i] klademe N(a) = |af?, tj. je-li a« = a + bi
pro a,b € Z, je N(a) = a® + b?.

Pozndmka. Plati N(a - 3) = |a - B)? = |a|? - |B]? = N(a) - N(B).
Proto z v | v v Z[i] plyne N(«a) | N(y) v Z. Odtud plyne
Z[iI* =A{1,-1,i,—i}.



V okruhu Z[i] Ize délit se zbytkem

Pripomerime, ze Z[i] je podokruh télesa komplexnich ¢isel C
generovany mnozinou Z U {i}. Protoze je Z[i] podokruh télesa, je
to obor integrity. Ze druhé véty na strané 8 Sesté prednasky plyne
Z[il = {a+ bi; a,b € Z}, nebot i? = -1 € Z.

Ukazme, Ze v okruhu Z[i] je mozné dokazat vétu o déleni se
zbytkem (aby se dalo fict, Ze zbytek je ,mensi* nez Cislo, kterym
se délilo, je tfeba néjak méfit velikost zbytku).

Oznaceni. Definujme zobrazeni N : Z[i] — N U {0} takto: pro
libovolné &islo o € Z[i] klademe N(a) = |af?, tj. je-li a« = a + bi
pro a,b € Z, je N(a) = a® + b?.

Pozndmka. Plati N(a - 3) = |a - B)? = |a|? - |B]? = N(a) - N(B).

Proto z v | v v Z[i] plyne N(«a) | N(y) v Z. Odtud plyne
Z[iI* =A{1,-1,i,—i}.

Véta (o déleni se zbytkem). Pro libovolné «, 5 € Z[i], B # 0,
existuji v, 0 € Z[i] tak, Ze o = -y + § a soucasné N(&) < N(B).




Z[i] je okruh s jednoznaénym rozkladem

Véta. Pro libovolné a, 3 € Z[i] existuje v Z[i] nejvétsi spolecny
délitel 6 € Z[i], ktery Ize spocitat pomoci Eukleidova algoritmu a
ktery splriuje Bezoutovu rovnost, tj. existuji o, € Z[i] tak, Ze

0 =oca+T1p0.



Z[i] je okruh s jednoznaénym rozkladem
Véta. Pro libovolné «, B € Z|[i| existuje v Z[i] nejvétsi spole¢ny
délitel 6 € Z[i], ktery Ize spocitat pomoci Eukleidova algoritmu a
ktery splriuje Bezoutovu rovnost, tj. existuji o, € Z[i] tak, Ze
0 =oca+T1p0.
Definice. Cisla a, B € 7Z[i] nazyvdme nesoudélna v Z[i], je-li 1
jejich nejvétsi spolecny délitel v Z[i].



Z[i] je okruh s jednoznaénym rozkladem
Véta. Pro libovolné «, B € Z|[i| existuje v Z[i] nejvétsi spole¢ny
délitel 6 € Z[i], ktery Ize spocitat pomoci Eukleidova algoritmu a
ktery splriuje Bezoutovu rovnost, tj. existuji o, € Z[i] tak, Ze
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Definice. Cisla a, 8 € 7Z[i] nazyvdme nesoudélna v Z[i], je-li 1
jejich nejvétsi spolecny délitel v Z[i].
Disledek. Cisla o, 8 € Z[i] jsou nesoudéInd v Z[i], pravé kdyZ
existuji o, € Z[i] tak, ze ca + 78 = 1.
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0 =oca+T1p0.

Definice. Cisla a, 8 € 7Z[i] nazyvdme nesoudélna v Z[i], je-li 1
jejich nejvétsi spolecny délitel v Z[i].

Disledek. Cisla o, 8 € Z[i] jsou nesoudéInd v Z[i], pravé kdyZ
existuji o, € Z[i] tak, ze ca + 78 = 1.

Disledek. Pro libovolnd &isla o, B,~ € Z[i] plati: jestlize o | 5 -~y
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Z[i] je okruh s jednoznaénym rozkladem

Véta. Pro libovolné «, B € Z|[i| existuje v Z[i] nejvétsi spole¢ny
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Z[i] je okruh s jednoznaénym rozkladem
Véta. Pro libovolné «, B € Z|[i| existuje v Z[i] nejvétsi spole¢ny
délitel 6 € Z[i], ktery Ize spocitat pomoci Eukleidova algoritmu a
ktery splriuje Bezoutovu rovnost, tj. existuji o, € Z[i] tak, Ze
0 =oca+T1p0.
Definice. Cisla a, 8 € 7Z[i] nazyvdme nesoudélna v Z[i], je-li 1
jejich nejvétsi spolecny délitel v Z[i].
Disledek. Cisla o, 8 € Z[i] jsou nesoudéInd v Z[i], pravé kdyZ
existuji o, € Z[i] tak, ze ca + 78 = 1.
Disledek. Pro libovolnd &isla o, B,~ € Z[i] plati: jestlize o | 5 -~y
v Z[i] a soucasné jsou o, B nesoudélnd, pak o | v v Z[i].
Ddsledek. Pro libovolnd Cisla o, 3, € Z[i] plati: jestlize « je
ireducibilni prvek v Z[i] spliujici o | 5 -~ v Z[i], pak o | B v Z]i]
nebo a | v v Z[i].
Véta. Z|[i] je okruh s jednoznaénym rozkladem.
Pozndmka. Stejnym postupem Ize ukazat, Ze Z[i\/2] a Z[Héi‘/g]
jsou okruhy s jednoznaénym rozkladem.



Z[iv/5] neni okruh s jednoznaénym rozkladem
Necht R = Z[iv/5] = {a+ bi\/5; a,b € Z}.



Z[i+/5] neni okruh s jednozna¢nym rozkladem
Necht R = Z[i\/g] ={a+ biv/5; a, b € Z}. Pak R je obor integrity,
protoze je podokruhem C.
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pro libovolné a = a + bi/5 klademe N(a) = |a|? = a® + 5b°.
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Z[iv/5] neni okruh s jednoznaénym rozkladem

Necht R = Z[i\/g] ={a+ biv/5; a, b € Z}. Pak R je obor integrity,
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Je-li o = a+ biv/5 € RX, pak a| 1 v R, a proto N(a) | N(1) =1
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Jestlize 5| @ v R, existuje v € R tak, Ze a = -7, a tedy
N(a) = (8-> = B [7[> = N(B) - N(v), tudiz N(B) | N(a) v Z.
1

Je-li o = a+ biv/5 € RX, pak a| 1 v R, a proto N(a) | N(1) =
Odtud a2 +5b% =1, proto b=0, a = +1.
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Odtud a? +5b% =1, proto b =0, a = +1. Je tedy R* = {1, -1}.
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Plati 6 =2 -3 = (1 + iv/5) - (1 — i+/5), pritom tito vSichni ¢tyfi
Cinitelé jsou ireducibilnimi prvky okruhu R.
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Necht R = Z[i\/g] ={a+ biv/5; a, b € Z}. Pak R je obor integrity,
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Jestlize 5| @ v R, existuje v € R tak, Ze a = -7, a tedy
N(a) = (8-> = B [7[> = N(B) - N(v), tudiz N(B) | N(a) v Z.
Je-li = a+ biv/5 € RX, pak a| 1 v R, a proto N(a) | N(1) = 1.
Odtud a? +5b% =1, proto b =0, a = +1. Je tedy R* = {1, -1}.
Plati 6 =2 -3 = (1 + iv/5) - (1 — i+/5), pritom tito vSichni ¢tyfi
Cinitelé jsou ireducibilnimi prvky okruhu R. Je totiz N(2) = 4,
N(3) =9, N(1+iv5) = N(1—iV5) =6.



Z[i+/5] neni okruh s jednozna¢nym rozkladem
Necht R = Z[i\/g] ={a+ biv/5; a, b € Z}. Pak R je obor integrity,
protoze je podokruhem C. Definujme zobrazeni N : R — Z takto:
pro libovolné a = a + bi/5 klademe N(a) = |a|? = a® + 5b°.

Jestlize 5| @ v R, existuje v € R tak, Ze a = -7, a tedy

N(a) = |8 =B [y[> = N(B) - N(v), tudiz N(B) | N(a) v Z.
Je-li = a+ biv/5 € RX, pak a| 1 v R, a proto N(a) | N(1) = 1.
Odtud a? +5b% =1, proto b =0, a = +1. Je tedy R* = {1, -1}.

Plati 6 =2 -3 = (1 + iv/5) - (1 — i+/5), pritom tito vSichni ¢tyfi
Cinitelé jsou ireducibilnimi prvky okruhu R. Je totiz N(2) = 4,
N(3) =9, N(1+iv5) = N(1 — iv/5) = 6. Kdyby napriklad
1+ iv5=+-0 pro n&jaké 7,6 € R — R*, platilo by N(v) > 1,
N(0) > 1, N(v)- N(5) =6.



Z[i+/5] neni okruh s jednozna¢nym rozkladem
Necht R = Z[i\/g] ={a+ biv/5; a, b € Z}. Pak R je obor integrity,
protoze je podokruhem C. Definujme zobrazeni N : R — Z takto:
pro libovolné a = a + bi/5 klademe N(a) = |a|? = a® + 5b°.

Jestlize 5| @ v R, existuje v € R tak, Ze a = -7, a tedy

N(a) = |8 =B [y[> = N(B) - N(v), tudiz N(B) | N(a) v Z.
Je-li = a+ biv/5 € RX, pak a| 1 v R, a proto N(a) | N(1) = 1.
Odtud a? +5b% =1, proto b =0, a = +1. Je tedy R* = {1, -1}.

Plati 6 =2 -3 = (1 + iv/5) - (1 — i+/5), pritom tito vSichni ¢tyfi
Cinitelé jsou ireducibilnimi prvky okruhu R. Je totiz N(2) = 4,
N(3) =9, N(1+iv5) = N(1 — iv/5) = 6. Kdyby napriklad
1+ iv5=+-0 pro n&jaké 7,6 € R — R*, platilo by N(v) > 1,
N(0) > 1, N(v) - N(6) = 6. Proto N(v) € {2,3}, coz je spor,
protoZe rovnice x> + 5y% = 2 a x? + 5y? = 3 nemaji fedeni v Z.
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pro libovolné a = a + bi/5 klademe N(a) = |a|? = a® + 5b°.

Jestlize 5| @ v R, existuje v € R tak, Ze a = -7, a tedy

N(a) = |8 =B [y[> = N(B) - N(v), tudiz N(B) | N(a) v Z.
Je-li = a+ biv/5 € RX, pak a| 1 v R, a proto N(a) | N(1) = 1.
Odtud a? +5b% =1, proto b =0, a = +1. Je tedy R* = {1, -1}.
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1+ iv5=+-0 pro n&jaké 7,6 € R — R*, platilo by N(v) > 1,
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protoZe rovnice x> + 5y% = 2 a x? + 5y? = 3 nemaji fedeni v Z.
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liSici se vice nez poradim a asociovanosti, proto R neni okruh

s jednoznac¢nym rozkladem.



R = 7Z[i\/5] neobsahuje n.s.d. nebo n.s.n. n&kterych prvki
Oznaéme o = (1 + ivV5)?> =2 (=2 +iV5), B =2(1 +i/5) a

ukazme sporem, Ze «, S nemaji nejvétsi spolecny délitel v R.



R = 7Z[i\/5] neobsahuje n.s.d. nebo n.s.n. n&kterych prvki
Oznaéme o = (1 + ivV5)?> =2 (=2 +iV5), B =2(1 +i/5) a
ukazme sporem, Ze «, S nemaji nejvétsi spolecny délitel v R.
Predpokladejme, 7e v = x + yi/5 je nejvétsi spolecny délitel &isel
a, [.



R = 7Z[i\/5] neobsahuje n.s.d. nebo n.s.n. n&kterych prvki
Oznaéme o = (1 + ivV5)?> =2 (=2 +iV5), B =2(1 +i/5) a
ukazme sporem, Ze «, S nemaji nejvétsi spolecny délitel v R.
Predpokladejme, 7e v = x + yi/5 je nejvétsi spolecny délitel &isel
a, 5. Pak plati v | «, v | B v R, a tedy N(v) | N(a) = 36,

N(v) | N(B) =24 v Z, tedy N(v) | 12.
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a, 5. Pak plati v | «, v | B v R, a tedy N(v) | N(a) = 36,

N(v) | N(B) =24 v Z, tedy N(v) | 12. Na druhou stranu 2 a

1 + iv/5 jsou spole¢ni délitelé &isel o, B, atedy 2 |ya 1+iv5 |~y
v R, atedy 4= N(2)|N(v)a6=N(1+iv5) | N() v Z, tedy
12| N(v).
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N(v) | N(B) =24 v Z, tedy N(v) | 12. Na druhou stranu 2 a

1 + iv/5 jsou spole¢ni délitelé &isel o, B, atedy 2 |ya 1+iv5 |~y
v R, atedy 4= N(2)|N(v)a6=N(1+iv5) | N() v Z, tedy
12 | N(v). Dohromady 12 = N(v) = x? + 5y2.
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v R, atedy 4= N(2)|N(v)a6=N(1+iv5) | N() v Z, tedy
12 | N(7). Dohromady 12 = N(v) = x? + 5y?. Takové x,y € Z
vSak neexistuji.



R = 7Z[i\/5] neobsahuje n.s.d. nebo n.s.n. n&kterych prvki
Oznaéme o = (1 + ivV5)?> =2 (=2 +iV5), B =2(1 +i/5) a
ukazme sporem, Ze «, S nemaji nejvétsi spolecny délitel v R.
Predpokladejme, 7e v = x + yi/5 je nejvétsi spolecny délitel &isel
a, 5. Pak plati v | «, v | B v R, a tedy N(v) | N(a) = 36,

N(v) | N(B) =24 v Z, tedy N(v) | 12. Na druhou stranu 2 a

1 + iv/5 jsou spole¢ni délitelé &isel o, B, atedy 2 |ya 1+iv5 |~y
v R, atedy 4= N(2)|N(v)a6=N(1+iv5) | N() v Z, tedy
12 | N(7). Dohromady 12 = N(v) = x? + 5y?. Takové x,y € Z
vSak neexistuji. Proto «, 5 nemaji nejvétsi spolecny délitel v R.
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12 | N(7). Dohromady 12 = N(v) = x? + 5y?. Takové x,y € Z
vSak neexistuji. Proto «, 5 nemaji nejvétsi spolecny délitel v R.

Ukazme déle sporem, 7e &isla 14 iv/5 a 2 nemaji nejmensi
spole¢ny nasobek v R.
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12 | N(7). Dohromady 12 = N(v) = x? + 5y?. Takové x,y € Z
vSak neexistuji. Proto «, 5 nemaji nejvétsi spolecny délitel v R.

Ukazme déle sporem, 7e &isla 14 iv/5 a 2 nemaji nejmensi
spole¢ny nasobek v R. Predpokladejme nyni, Ze w je nejmensi
spole¢ny nasobek &isel 1 + iv/5, 2.
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Ukazme déle sporem, 7e &isla 14 iv/5 a 2 nemaji nejmensi
spole¢ny nasobek v R. Predpokladejme nyni, Ze w je nejmensi
spole¢ny nasobek ¢isel 14 iv/5, 2. Protoze 4 = N(2) | N(w) a
6 = N(1+iv5) | N(w), plati 12 | N(w).



R = 7Z[i\/5] neobsahuje n.s.d. nebo n.s.n. n&kterych prvki
Oznaéme o = (1 + ivV5)?> =2 (=2 +iV5), B =2(1 +i/5) a
ukazme sporem, Ze «, S nemaji nejvétsi spolecny délitel v R.
Predpokladejme, 7e v = x + yi/5 je nejvétsi spolecny délitel &isel
a, 5. Pak plati v | «, v | B v R, a tedy N(v) | N(a) = 36,

N(v) | N(B) =24 v Z, tedy N(v) | 12. Na druhou stranu 2 a

1 + iv/5 jsou spole¢ni délitelé &isel o, B, atedy 2 |ya 1+iv5 |~y
v R, atedy 4= N(2)|N(v)a6=N(1+iv5) | N() v Z, tedy
12 | N(7). Dohromady 12 = N(v) = x? + 5y?. Takové x,y € Z
vSak neexistuji. Proto «, 5 nemaji nejvétsi spolecny délitel v R.

Ukazme déle sporem, 7e &isla 14 iv/5 a 2 nemaji nejmensi
spole¢ny nasobek v R. Predpokladejme nyni, Ze w je nejmensi
spole¢ny nasobek ¢isel 14 iv/5, 2. Protoze 4 = N(2) | N(w) a

6 = N(1+ iv/5) | N(w), plati 12 | N(w). Protoze vy$e uvedeny
prvek o je spole¢ny nasobek &isel 1+ iv/5, 2, je N(w) | N(a) = 36.
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spole¢ny nasobek ¢isel 14 iv/5, 2. Protoze 4 = N(2) | N(w) a

6 = N(1+ iv/5) | N(w), plati 12 | N(w). Protoze vy$e uvedeny
prvek o je spole¢ny nasobek &isel 1+ iv/5, 2, je N(w) | N(a) = 36.
Také ¢islo 3 je spoleny nasobek ¢&isel 1+ iv/5, 2, a tedy

N(w) | N(B) = 24.
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6 = N(1+ iv/5) | N(w), plati 12 | N(w). Protoze vy$e uvedeny
prvek o je spole¢ny nasobek &isel 1+ iv/5, 2, je N(w) | N(a) = 36.
Také ¢islo 3 je spoleny nasobek ¢&isel 1+ iv/5, 2, a tedy
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Oznaéme o = (1 + ivV5)?> =2 (=2 +iV5), B =2(1 +i/5) a
ukazme sporem, Ze «, S nemaji nejvétsi spolecny délitel v R.
Predpokladejme, 7e v = x + yi/5 je nejvétsi spolecny délitel &isel
a, 5. Pak plati v | «, v | B v R, a tedy N(v) | N(a) = 36,
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Ukazme déle sporem, 7e &isla 14 iv/5 a 2 nemaji nejmensi
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spole¢ny nasobek ¢isel 14 iv/5, 2. Protoze 4 = N(2) | N(w) a

6 = N(1+ iv/5) | N(w), plati 12 | N(w). Protoze vy$e uvedeny
prvek o je spole¢ny nasobek &isel 1+ iv/5, 2, je N(w) | N(a) = 36.
Také ¢islo 3 je spoleny nasobek ¢&isel 1+ iv/5, 2, a tedy

N(w) | N(B) = 24. Proto N(w) | 12. Dohromady N(w) = 12, coz,
jak uz vime, je spor.
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Oznaéme o = (1 + ivV5)?> =2 (=2 +iV5), B =2(1 +i/5) a
ukazme sporem, Ze «, S nemaji nejvétsi spolecny délitel v R.
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Ukazme déle sporem, 7e &isla 14 iv/5 a 2 nemaji nejmensi
spole¢ny nasobek v R. Predpokladejme nyni, Ze w je nejmensi
spole¢ny nasobek ¢isel 14 iv/5, 2. Protoze 4 = N(2) | N(w) a
6 = N(1+ iv/5) | N(w), plati 12 | N(w). Protoze vy$e uvedeny
prvek o je spole¢ny nasobek &isel 1+ iv/5, 2, je N(w) | N(a) = 36.
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N(w) | N(B) = 24. Proto N(w) | 12. Dohromady N(w) = 12, coz,
jak uz vime, je spor. Cisla 1+ i1/5 a 2 tedy nemaji nejmensi
spole¢nv ndsobek v R.



