Okruhy

Definice. Mnozina R spolu se dvéma operacemi + a - se nazyva
okruh, jestlize plati:



Okruhy

Definice. Mnozina R spolu se dvéma operacemi + a - se nazyva
okruh, jestlize plati:

» (R,+) je komutativni grupa,



Okruhy

Definice. Mnozina R spolu se dvéma operacemi + a - se nazyva
okruh, jestlize plati:

» (R,+) je komutativni grupa,
» (R,-) je pologrupa s neutrdlnim prvkem,



Okruhy

Definice. Mnozina R spolu se dvéma operacemi + a - se nazyva
okruh, jestlize plati:

» (R,+) je komutativni grupa,

» (R,-) je pologrupa s neutrdlnim prvkem,

» plati distributivni zdkony, tj. pro libovolné prvky a, b,c € R je
a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a
(uzivdme obvyklou konvenci o tom, Ze ndsobeni ma prednost
pred scitanim).



Okruhy

Definice. Mnozina R spolu se dvéma operacemi + a - se nazyva
okruh, jestlize plati:

» (R,+) je komutativni grupa,

» (R,-) je pologrupa s neutrdlnim prvkem,

» plati distributivni zdkony, tj. pro libovolné prvky a, b,c € R je
a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a
(uzivdme obvyklou konvenci o tom, Ze ndsobeni ma prednost
pred scitanim).

Priklady. (Z,+,"), (Q,+,-), (R,+,-), (C,+, ) jsou okruhy.



Okruhy

Definice. Mnozina R spolu se dvéma operacemi + a - se nazyva
okruh, jestlize plati:

» (R,+) je komutativni grupa,

» (R,-) je pologrupa s neutrdlnim prvkem,

» plati distributivni zdkony, tj. pro libovolné prvky a, b,c € R je
a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a
(uzivdme obvyklou konvenci o tom, Ze ndsobeni ma prednost
pred scitanim).

Priklady. (Z,+,-), (Q,+,"), ( ,+,-), (C,+,-) jsou okruhy.
Pro libovolné m € N je (Zp,, +, -) okruh.



Okruhy

Definice. Mnozina R spolu se dvéma operacemi + a - se nazyva
okruh, jestlize plati:

» (R,+) je komutativni grupa,

» (R,-) je pologrupa s neutrdlnim prvkem,

» plati distributivni zdkony, tj. pro libovolné prvky a, b,c € R je
a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a
(uzivdme obvyklou konvenci o tom, Ze ndsobeni ma prednost
pred scitanim).

Priklady. (Z,+,-), (Q,+,-), (R, +,-), (C,+,-) jsou okruhy.

Pro libovolné m € N je (Zp,, +, -) okruh.

Mnozina vSech étvercovych matic M, ,(R), kde R znaéi Z, Q, R
nebo C a n € N, tvofi okruh (M, ,(R),+, ).



Okruhy

Definice. Mnozina R spolu se dvéma operacemi + a - se nazyva
okruh, jestlize plati:

» (R,+) je komutativni grupa,

» (R,-) je pologrupa s neutrdlnim prvkem,

» plati distributivni zdkony, tj. pro libovolné prvky a, b,c € R je
a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a
(uzivdme obvyklou konvenci o tom, Ze ndsobeni ma prednost
pred scitanim).

Priklady. (Z,+,-), (Q,+,-), (R, +,-), (C,+, ) jsou okruhy.

Pro libovolné m € N je (Zp,, +, -) okruh.

Mnozina vSech étvercovych matic M, ,(R), kde R znaéi Z, Q, R
nebo C a n € N, tvofi okruh (M, ,(R),+, ).

Mnozina vSech polynomi R[x], kde R znadi Z, Q, R nebo C, tvofi
okruh (R[x],+,).



Okruhy

Definice. Mnozina R spolu se dvéma operacemi + a - se nazyva
okruh, jestlize plati:

» (R,+) je komutativni grupa,

» (R,-) je pologrupa s neutrdlnim prvkem,

» plati distributivni zdkony, tj. pro libovolné prvky a, b,c € R je
a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a
(uzivdme obvyklou konvenci o tom, Ze ndsobeni ma prednost
pred scitanim).

Priklady. (Z,+,-), (Q,+,-), (R, +,-), (C,+, ) jsou okruhy.

Pro libovolné m € N je (Zp,, +, -) okruh.

Mnozina vSech étvercovych matic M, ,(R), kde R znaéi Z, Q, R
nebo C a n € N, tvofi okruh (M, ,(R),+, ).

Mnozina vSech polynomi R[x], kde R znadi Z, Q, R nebo C, tvofi
okruh (R[x],+,).

Priklad. (N, +,-) okruhem neni.



Okruhy

Definice. (R, +, ) je okruh, jestlize:
» (R,+) je komutativni grupa,
» (R,-) je pologrupa s neutrdlnim prvkem,
» plati distributivni zakony, tj. pro libovolné prvky a, b,c € R je
a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a
Oznaceni. Neutralni prvek grupy (R, +) znadime 0 a nazyvame

nula okruhu R, zatimco neutralni prvek pologrupy (R, -) znacime
1 a nazyvame jednicka okruhu R.




Okruhy

Definice. (R, +, ) je okruh, jestlize:
» (R,+) je komutativni grupa,
» (R,-) je pologrupa s neutrdlnim prvkem,
» plati distributivni zakony, tj. pro libovolné prvky a, b,c € R je
a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a.

Oznaceni. Neutralni prvek grupy (R, +) znadime 0 a nazyvame
nula okruhu R, zatimco neutralni prvek pologrupy (R, -) znacime
1 a nazyvame jednicka okruhu R.

Inverzni prvek k prvku a € R v grupé (R, +) se nazyva

opacny prvek, znacime —a.




Okruhy

Definice. (R, +, ) je okruh, jestlize:
» (R,+) je komutativni grupa,
» (R,-) je pologrupa s neutrdlnim prvkem,
» plati distributivni zakony, tj. pro libovolné prvky a, b,c € R je
a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a.

Oznaceni. Neutralni prvek grupy (R, +) znadime 0 a nazyvame
nula okruhu R, zatimco neutralni prvek pologrupy (R, -) znacime
1 a nazyvame jednicka okruhu R.

Inverzni prvek k prvku a € R v grupé (R, +) se nazyva

opacny prvek, znacime —a.

Symbolem a — b rozumime a + (—b).




Okruhy

Definice. (R, +, ) je okruh, jestlize:
» (R,+) je komutativni grupa,
» (R,-) je pologrupa s neutrdlnim prvkem,
» plati distributivni zakony, tj. pro libovolné prvky a, b,c € R je
a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a.

Oznaceni. Neutralni prvek grupy (R, +) znadime 0 a nazyvame
nula okruhu R, zatimco neutralni prvek pologrupy (R, -) znacime
1 a nazyvame jednicka okruhu R.

Inverzni prvek k prvku a € R v grupé (R, +) se nazyva

opacny prvek, znacime —a.

Symbolem a — b rozumime a + (—b).

Mocninu prvku a € R v grupé (R, +) nazyvdme nasobek prvku a
znacime na pro libovolné n € Z.




Okruhy

Definice. (R, +, ) je okruh, jestlize:
» (R,+) je komutativni grupa,
» (R,-) je pologrupa s neutrdlnim prvkem,
» plati distributivni zakony, tj. pro libovolné prvky a, b,c € R je
a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a.

Oznaceni. Neutralni prvek grupy (R, +) znadime 0 a nazyvame
nula okruhu R, zatimco neutralni prvek pologrupy (R, -) znacime
1 a nazyvame jednicka okruhu R.

Inverzni prvek k prvku a € R v grupé (R, +) se nazyva

opacny prvek, znacime —a.

Symbolem a — b rozumime a + (—b).

Mocninu prvku a € R v grupé (R, +) nazyvdme nasobek prvku a
znacime na pro libovolné n € Z.

Souéet a; + - - - + a, prvkid okruhu R Ize struéné zapsat > ; a;.




Zakladni vlastnosti okruhti

Definice. Okruh (R, +,-) se nazyva trivialni, ma-li R jediny prvek.



Zakladni vlastnosti okruhti

Definice. Okruh (R, +,-) se nazyva trivialni, ma-li R jediny prvek.
Véta. Necht R je okruh. Pak plati
»VacR: a-0=0-2a=0,



Zakladni vlastnosti okruhti

Definice. Okruh (R, +,-) se nazyva trivialni, ma-li R jediny prvek.
Véta. Necht R je okruh. Pak plati

»VacR: a-0=0-2a=0,

» VaabeR: (—a)-b=a-(—b)=—(a-b),



Zakladni vlastnosti okruhti

Definice. Okruh (R, +,-) se nazyva trivialni, ma-li R jediny prvek.
Véta. Necht R je okruh. Pak plati

»VacR: a-0=0-2a=0,

» VaabeR: (—a)-b=a-(—b)=—(a-b),

» Va,b,ce R :
a-(b—c)=a-b—a-¢c, (b—c)-a=b-a—c-a,



Zakladni vlastnosti okruhti

Definice. Okruh (R, +,-) se nazyva trivialni, ma-li R jediny prvek.
Véta. Necht R je okruh. Pak plati
»VacR: a-0=0-a=0,
» VaabeR: (—a)-b=a-(—b)=—(a-b),
» Va,b,ce R :
a-(b—c)=a-b—a-¢c, (b—c)-a=b-a—c-a,
» VnnmeNVay,...,an,b1,....,bm € R:
(a4 Fan) (bt +bm) =2 2 3 by,



Zakladni vlastnosti okruhti

Definice. Okruh (R, +,-) se nazyva trivialni, ma-li R jediny prvek.
Véta. Necht R je okruh. Pak plati
»VacR: a-0=0-2a=0,
» VaabeR: (—a)-b=a-(—b)=—(a-b),
» Va,b,ce R :
a-(b—c)=a-b—a-¢c, (b—c)-a=b-a—c-a,
» VnnmeNVay,...,an,b1,....,bm € R:
(a4 Fan) (bt +bm) =2 2 3 by,
» VYnomeZVa,be R: (na)-(mb)=(n-m)(a-b).



Zakladni vlastnosti okruhti

Definice. Okruh (R, +,-) se nazyva trivialni, ma-li R jediny prvek.
Véta. Necht R je okruh. Pak plati
»VacR: a-0=0-2a=0,
» VaabeR: (—a)-b=a-(—b)=—(a-b),
» Va,b,ce R :
a-(b—c)=a-b—a-¢c, (b—c)-a=b-a—c-a,
» VnnmeNVay,...,an,b1,....,bm € R:
(a4 Fan) (bt +bm) =2 2 3 by,
» VYnomeZVa,be R: (na)-(mb)=(n-m)(a-b). s s 5

Véta. Okruh R je trividlni, pravé kdyZz v ném plati 1 = 0.



Zakladni vlastnosti okruhti

Definice. Okruh (R, +,-) se nazyva trivialni, ma-li R jediny prvek.
Véta. Necht R je okruh. Pak plati
»VacR: a-0=0-2a=0,
» VaabeR: (—a)-b=a-(—b)=—(a-b),
» Va,b,ce R :
a-(b—c)=a-b—a-¢c, (b—c)-a=b-a—c-a,
» VnnmeNVay,...,an,b1,....,bm € R:
(a4 Fan) (bt +bm) =2 2 3 by,
» VYnomeZVa,be R: (na)-(mb)=(n-m)(a-b). s s 5

Véta. Okruh R je trividlni, pravé kdyz v ném plati 1 = 0. [vewa 1.7, str. 59]

Definice. Okruh R se nazyva komutativni, je-li pologrupa (R, )
komutativni.



Zakladni vlastnosti okruhti

Definice. Okruh (R, +,-) se nazyva trivialni, ma-li R jediny prvek.
Véta. Necht R je okruh. Pak plati
»VacR: a-0=0-2a=0,
» VaabeR: (—a)-b=a-(—b)=—(a-b),
» Va,b,ce R :
a-(b—c)=a-b—a-¢c, (b—c)-a=b-a—c-a,
» VnnmeNVay,...,an,b1,....,bm € R:
(a1 + -+ +an) (br+ - +bm)=3" 15" ai b,
» VYnomeZVa,be R: (na)-(mb)=(n-m)(a-b). s s 5

Véta. Okruh R je trividlni, pravé kdyz v ném plati 1 = 0. [vewa 1.7, str. 59]

Definice. Okruh R se nazyva komutativni, je-li pologrupa (R, )
komutativni.

Definice. Prvky a, b okruhu R se nazyvaji délitelé nuly, jestlize
a#0,b#0, avsak a- b=0.



Obory integrity

Definice. Netrivialni komutativni okruh R se nazyva obor integrity,
pokud nema délitele nuly.



Obory integrity

Definice. Netrivialni komutativni okruh R se nazyva obor integrity,
pokud nema délitele nuly.

Oznaceni. Mnozinu vSech nenulovych prvki okruhu R znadime R*.



Obory integrity
Definice. Netrivialni komutativni okruh R se nazyva obor integrity,
pokud nema délitele nuly.
Oznaceni. Mnozinu vSech nenulovych prvki okruhu R znadime R*.

Poznamka. Netrividlni komutativni okruh R je tedy obor integrity,
pravé kdyz (R*,-) je pologrupa.



Obory integrity
Definice. Netrivialni komutativni okruh R se nazyva obor integrity,
pokud nema délitele nuly.
Oznaceni. Mnozinu vSech nenulovych prvki okruhu R znadime R*.

Poznamka. Netrividlni komutativni okruh R je tedy obor integrity,

pravé kdyz (R*,-) je pologrupa.

Véta. Netrivialni komutativni okruh R je obor integrity, pravé kdyz

v ném plati zakon o kraceni, tj. pro kazdé a, b, c € R plati
3750, a-b=a-c = b=c. [Véta 1.10, str. 59]




Obory integrity
Definice. Netrivialni komutativni okruh R se nazyva obor integrity,
pokud nema délitele nuly.
Oznaceni. Mnozinu vSech nenulovych prvki okruhu R znadime R*.

Poznamka. Netrividlni komutativni okruh R je tedy obor integrity,

pravé kdyz (R*,-) je pologrupa.

Véta. Netrivialni komutativni okruh R je obor integrity, pravé kdyz

v ném plati zakon o kraceni, tj. pro kazdé a, b, c € R plati
3750, a-b=a-c = b=c. [Véta 1.10, str. 59]

Definice. Necht R je okruh. Invertibilni prvek pologrupy (R, -) se
nazyva jednotka okruhu R. Mnozinu vSech jednotek okruhu R
znadime R*.



Obory integrity
Definice. Netrivialni komutativni okruh R se nazyva obor integrity,
pokud nema délitele nuly.
Oznaceni. Mnozinu vSech nenulovych prvkl okruhu R zna¢ime R*.

Poznamka. Netrividlni komutativni okruh R je tedy obor integrity,

pravé kdyz (R*,-) je pologrupa.

Véta. Netrivialni komutativni okruh R je obor integrity, pravé kdyz

v ném plati zakon o kraceni, tj. pro kazdé a, b, c € R plati
3750, a-b=a-c = b=c. [Véta 1.10, str. 59]

Definice. Necht R je okruh. Invertibilni prvek pologrupy (R, -) se
nazyva jednotka okruhu R. Mnozinu vSech jednotek okruhu R
znadime R*.

Pozndmka. Nezaménujte pojmy jednicka a jednotka okruhu. Okruh
ma jedinou jednicku, kdezto jednotek miize mit vice.



Obory integrity
Definice. Netrivialni komutativni okruh R se nazyva obor integrity,
pokud nema délitele nuly.
Oznaceni. Mnozinu vSech nenulovych prvkl okruhu R zna¢ime R*.

Poznamka. Netrividlni komutativni okruh R je tedy obor integrity,

pravé kdyz (R*,-) je pologrupa.

Véta. Netrivialni komutativni okruh R je obor integrity, pravé kdyz

v ném plati zakon o kraceni, tj. pro kazdé a, b, c € R plati
3750, a-b=a-c = b=c. [Véta 1.10, str. 59]

Definice. Necht R je okruh. Invertibilni prvek pologrupy (R, -) se
nazyva jednotka okruhu R. Mnozinu vSech jednotek okruhu R
znadime R*.

Pozndmka. Nezaménujte pojmy jednicka a jednotka okruhu. Okruh
ma jedinou jednicku, kdezto jednotek mize mit vice. Vzdy je
jednicka jednotkou. Okruhy s jedinou jednotkou jsou vyjimecné
(napfiklad okruh Zj).



Obory integrity
Definice. Netrivialni komutativni okruh R se nazyva obor integrity,
pokud nema délitele nuly.
Oznaceni. Mnozinu vSech nenulovych prvkl okruhu R zna¢ime R*.

Poznamka. Netrividlni komutativni okruh R je tedy obor integrity,

pravé kdyz (R*,-) je pologrupa.

Véta. Netrivialni komutativni okruh R je obor integrity, pravé kdyz

v ném plati zakon o kraceni, tj. pro kazdé a, b, c € R plati
3750, a-b=a-c = b=c. [Véta 1.10, str. 59]

Definice. Necht R je okruh. Invertibilni prvek pologrupy (R, -) se
nazyva jednotka okruhu R. Mnozinu vSech jednotek okruhu R
znadime R*.

Pozndmka. Nezaménujte pojmy jednicka a jednotka okruhu. Okruh
ma jedinou jednicku, kdezto jednotek mize mit vice. Vzdy je
jednicka jednotkou. Okruhy s jedinou jednotkou jsou vyjimecné
(napfiklad okruh Zs). Nezaménujte R* a R*. Uvédomte si, Ze
nové oznadeni je v souladu s uzivanym Z,.



Télesa
R* = R — {0} ... mnozina nenulovych prvki okruhu R,
R*={a€R;3beR:a-b=b-a=1} ... mnozina
invertibilnich prvkd pologrupy (R, ).
Véta. Necht R je okruh. Pak (R*,-) je grupa. vew 4.7, str. 25] je wiita pro

pologrupu (R, -).]



Télesa
R* = R — {0} ... mnozina nenulovych prvki okruhu R,

R*={a€R;3beR:a-b=b-a=1} ... mnozina
invertibilnich prvkd pologrupy (R, ).

Véta. Necht R je okruh. Pak (R*,-) je grupa. vew 4.7, str. 25] je wiita pro
pologrupu (R, -).]

Definice. Netrividlni komutativni okruh R se nazyva téleso, pokud
je kazdy jeho nenulovy prvek jednotkou.



Télesa
R* = R — {0} ... mnozina nenulovych prvki okruhu R,

R*={a€R;3beR:a-b=b-a=1} ... mnozina
invertibilnich prvkd pologrupy (R, ).

Véta. Necht R je okruh. Pak (R*,-) je grupa. vew 4.7, str. 25] je wiita pro
pologrupu (R, -).]

Definice. Netrividlni komutativni okruh R se nazyva téleso, pokud
je kazdy jeho nenulovy prvek jednotkou.

VEta. Netrivialni komutativni okruh R je téleso, pravé kdyz

R* = R*, tedy pravé kdyz (R*,-) je grupa.



Télesa
R* = R — {0} ... mnozina nenulovych prvki okruhu R,

R*={a€R;3beR:a-b=b-a=1} ... mnozina
invertibilnich prvkd pologrupy (R, ).

Véta. Necht R je okruh. Pak (R*,-) je grupa. vew 4.7, str. 25] je wiita pro
pologrupu (R, -).]

Definice. Netrividlni komutativni okruh R se nazyva téleso, pokud
je kazdy jeho nenulovy prvek jednotkou.

VEta. Netrivialni komutativni okruh R je téleso, pravé kdyz

R* = R*, tedy pravé kdyz (R*,-) je grupa. (vew 114, s 60)

Véta. KaZdé téleso je oborem integrity.



Télesa
R* = R — {0} ... mnozina nenulovych prvki okruhu R,
R*={a€R;3beR:a-b=b-a=1} ... mnozina
invertibilnich prvkd pologrupy (R, ).
Véta. Necht R je okruh. Pak (R*,-) je grupa. vew 4.7, str. 25] je wiita pro
pologrupu (R, -).]
Definice. Netrividlni komutativni okruh R se nazyva téleso, pokud
je kazdy jeho nenulovy prvek jednotkou.

VEta. Netrivialni komutativni okruh R je téleso, pravé kdyz
R* = R*, tedy pravé kdyz (R*,-) je grupa. (vew 114, s 60)

Véta. KaZdé téleso je oborem integrity. [vets 1.13, str. 60]

Priklad. Okruh celych Cisel Z je oborem integrity, ktery neni
télesem.




Télesa
R* = R —{0} ... mnoZzina nenulovych prvki okruhu R,
R*={a€R;3beR:a-b=b-a=1} ... mnozina
invertibilnich prvkd pologrupy (R, ).
Véta. Necht R je okruh. Pak (R*,-) je grupa. vew 4.7, str. 25] je wiita pro
pologrupu (R, -).]
Definice. Netrividlni komutativni okruh R se nazyva téleso, pokud
je kazdy jeho nenulovy prvek jednotkou.
VEta. Netrivialni komutativni okruh R je téleso, pravé kdyz
R* = R*, tedy pravé kdyz (R*,-) je grupa. (vew 114, s 60)

Véta. KaZdé téleso je oborem integrity. [vets 1.13, str. 60]

Priklad. Okruh celych Cisel Z je oborem integrity, ktery neni
télesem.

Véta. KaZzdy konecny obor integrity je télesem.



Télesa

R* = R — {0} ... mnozina nenulovych prvki okruhu R,
R*={a€R;3beR:a-b=b-a=1} ... mnozina
invertibilnich prvkd pologrupy (R, ).

Véta. Necht R je okruh. Pak (R*,-) je grupa. vew 4.7, str. 25] je wiita pro

pologrupu (R, -).]

Definice. Netrividlni komutativni okruh R se nazyva téleso, pokud
je kazdy jeho nenulovy prvek jednotkou.

VEta. Netrivialni komutativni okruh R je téleso, pravé kdyz
R* = R*, tedy pravé kdyz (R*,-) je grupa. (vew 114, s 60)

Véta. KaZdé téleso je oborem integrity. [vets 1.13, str. 60]

Priklad. Okruh celych Cisel Z je oborem integrity, ktery neni
télesem.

Véta. Kazdy konecny obor integrity je télesem. |vew 1.17, st 61]

VEta. Okruh zbytkovych tfid Z.,, je oborem integrity, pravé kdyz je
télesem, coZ nastane, pravé kdyZz m je prvocislo. (v 116, st 61)
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n
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Charakteristika okruhu

Poznamka. Pripomenme, ze v okruhu R pro libovolné a € R,
neNjena=a+ a+---+ a. Protoze jednicku a nulu okruhu R
—_——

zna¢ime 1 a 0, v nésle’Ziujici definici je rovnosti n1 = 0 nutno
rozumét, ze v okruhu R platil+1+4.--4+1=0.

n
Definice. Necht R je okruh. Nejmensi prirozené Cislo n takové, ze
nl = 0, se nazyva charakteristika okruhu R. Pokud takové n
neexistuje (tedy pro vSechna k € N plati k1 # 0), fekneme, ze
charakteristika okruhu R je nula.

Oznaceni. Charakteristiku okruhu R znadime char R.
Priklady. char Z = char QQ = char R = charC = 0, charZ,, = m.

Véta. Necht R je okruh, m = char R. Pak pro kazdé a € R plati
ma = 0. [Véta 2.4, str. 62]

Vé&ta. Necht R je obor integrity, pak char R je bud 0, nebo
prVO(.!I/S/O. [Véta 2.5, str. 62]
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Podokruh okruhu

Definice. Necht (R, +, ) je okruh, H podmnoZina mnoziny R.
Rekneme, ze H je podokruh okruhu R, jestlize

» 0,1 € H,

» pro kazdé a € H plati —a € H,

> pro kazdé a,b € H platia+ b, a- b€ H.

Pozndmka. Nejvétsim podokruhem okruhu R (vzhledem k C) je

cely okruh R, nejmensim podokruhem je {nl; n € Z}.

Véta. Necht H je podokruh okruhu (R,+,-). Pak + a - uréuji

operace na mnoziné€ H, pricemz H je okruh vzhledem k témto
operacim. Je-li okruh R komutativni, pak je i okruh H

komutativni. Je-li R obor integrity, pak je i H obor integrity. |veta 32, st 66]

Dasledek. Kazdy podokruh télesa je oborem integrity.

Priklad. Podokruh télesa nemusi byt téleso: vzdyt Z je
podokruhem Q.

VEéta. Jestlize H je podokruh okruhu R a K je podokruh okruhu H,
pak Je K také pOdOkruh Okruhu R [ZFejmé, vzdyt operace + a;- se v ekruhu H. pocitaji jako-v-R-]




Podokruh okruhu generovany podmnozinou okruhu

Véta. Necht R je okruh, | neprazdnd mnozina takovd, Ze pro kazdé
i € | je dan podokruh H; okruhu R.
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Véta. Necht R je okruh, | neprdzdna mnozina takova, Ze pro kazdé
i € | je ddn podokruh H; okruhu R. Pak priinik (;c, H; vsech
téchto podokruhii je opét podokruhem okruhu R.

Definice. Necht M je podmnozina okruhu R. Symbolem (M)
oznacime prinik vsech podokruhtl okruhu R, jejichz podmnoZzinou
je mnozina M. Podle predchozi véty je (M) podokruhem okruhu
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Pozndmka. Ziejmé (R) = R, (0) = {nl; n € Z}.




Podokruh okruhu generovany podmnozinou okruhu

Véta. Necht R je okruh, | neprdzdna mnozina takova, Ze pro kazdé
i € | je ddn podokruh H; okruhu R. Pak priinik (;c, H; vsech
téchto podokruhii je opét podokruhem okruhu R.

Definice. Necht M je podmnozina okruhu R. Symbolem (M)
oznacime prinik vsech podokruhtl okruhu R, jejichz podmnoZzinou
je mnozina M. Podle predchozi véty je (M) podokruhem okruhu
R obsahujici mnozinu M; evidentné je nejmensi s touto vlastnosti.
Podokruh (M) nazyvame podokruh generovany mnozinou M,
mnozinu M nazyvdme mnozina generatori podokruhu (M).

Pozndmka. Ziejmé (R) = R, (0) = {nl; n € Z}.

Oznaceni. Je-li M = HU {a1,...,an}, kde H je podokruh okruhu R a
ai,...,an € R, piSeme Hlay,...,a,] misto (M).




Podokruh okruhu generovany podmnozinou okruhu

Véta. Necht R je okruh, | neprdzdna mnozina takova, Ze pro kazdé
i € | je ddn podokruh H; okruhu R. Pak priinik (;c, H; vsech
téchto podokruhii je opét podokruhem okruhu R.

Definice. Necht M je podmnozina okruhu R. Symbolem (M)
oznacime prinik vsech podokruhtl okruhu R, jejichz podmnoZzinou
je mnozina M. Podle predchozi véty je (M) podokruhem okruhu
R obsahujici mnozinu M; evidentné je nejmensi s touto vlastnosti.
Podokruh (M) nazyvame podokruh generovany mnozinou M,
mnozinu M nazyvdme mnozina generatori podokruhu (M).

Pozndmka. Ziejmé (R) = R, (0) = {nl; n € Z}.

Oznaceni. Je-li M = HU {a1,...,an}, kde H je podokruh okruhu R a
ai,...,an € R, piSeme Hlay,...,a,] misto (M).

Véta. Necht H je podokruh komutativniho okruhu R a a € R. Pak
Hla] = {ho + h1a+ hpa® +--- 4+ hya"; n €N, ho, hy,..., h, € H}.

[Véta 3.12, str. 71]
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Definice. Necht (R,+,) a (S,+,-) jsou okruhy, f : R — S
zobrazeni. Rekneme, e f je homomorfismus okruhu R do
okruhu S, jestlize

> pro kazdé a, b € R plati f(a+ b) = f(a) + f(b),
» pro kazdé a, b € R plati f(a- b) = f(a) -
» f(1)=1.

Injektivni homomorfismus se nazyva vnoreni, bijektivni

izomorfismus. O okruzich R, S fekneme, ze jsou izomorfni,
piSeme R = S, existuje-li alespon jeden izomorfismus R — S.
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Homomorfismus okruhti

Definice. Necht (R,+,-) a (S,+,") jsou okruhy, f: R — S
zobrazeni. Rekneme, Ze f je homomorfismus okruhu R do
okruhu S, jestlize
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Priklad. Pro libovolné m € N je zobrazeni 7 : Z — Z,, urené
predpisem 7(a) = [a]m pro libovolné a € Z, surjektivni
homomorfismus okruhu (Z, +, -) celych isel do okruhu (Zp,, +, -)
zbytkovych tfid modulo m.
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Priklad. Pro libovolné m € N je zobrazeni 7 : Z — Z,, urené
predpisem 7(a) = [a]m pro libovolné a € Z, surjektivni
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VEta. Jsou-lif: R— S ag: S — T homomorfismy okruht, pak
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Priklad. Zobrazeni f : C — Maa(R), kde f(a+ bi) = ( 2 S )
pro libovolné a, b € R, je vnoreni télesa C komplexnich ¢isel do
okruhu M >(RR) matic typu 2 x 2.
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soucin okruhu (R, +, ) a (S,+,:). Zobrazenip;: RxS — R a
p2: R xS — S uréend predpisy p1((r,s)) = r, p2((r,s)) = s pro
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[ZFejmé, protoze se operace poéitaji po slozkach.]



Cinska zbytkova véta

Véta (Cinskd zbytkovd). Necht m,n € N a f : Ly — L X Ly je
zobrazeni uréené predpisem f([a]mn) = ([a]m, [a]n) pro libovolné a € Z.




Cinska zbytkova véta

Véta (Cinskd zbytkovd). Necht m,n € N a f : Ly — L X Ly je

zobrazeni uréené predpisem f([a]mn) = ([a]m, [a]n) pro libovolné a € Z.
Pak f je homomorfismus okruhti, mezi témito okruhy jediny.




Cinska zbytkova véta

Véta (Cinskd zbytkovd). Necht m,n € N a f : Ly — L X Ly je
zobrazeni uréené predpisem f([a]mn) = ([a]m, [a]n) pro libovolné a € Z.
Pak f je homomorfismus okruhti, mezi témito okruhy jediny.

Je-li navic (m,n) =1, je f izomorfismus, a tedy Zmn = Lm X Zn.




Cinska zbytkova véta

Véta (Cinskd zbytkovd). Necht m,n € N a f : Ly — L X Ly je
zobrazeni uréené predpisem f([a]mn) = ([a]m, [a]n) pro libovolné a € Z.
Pak f je homomorfismus okruhti, mezi témito okruhy jediny.

Je-li navic (m,n) =1, je f izomorfismus, a tedy Zmn = Lm X Zn.

Je-li naopak (m,n) > 1, okruhy Zmn a Zm X L, nejsou izomorfni.




Cinska zbytkova véta

Véta (Cinskd zbytkovd). Necht m,n € N a f : Ly — L X Ly je
zobrazeni uréené predpisem f([a]mn) = ([a]m, [a]n) pro libovolné a € Z.
Pak f je homomorfismus okruhti, mezi témito okruhy jediny.

Je-li navic (m,n) =1, je f izomorfismus, a tedy Zmn = Lm X Zn.

Je-li naopak (m,n) > 1, okruhy Zmn a Zm X L, nejsou izomorfni.

Dikaz. Protoze m | mn a n| mn, je f definovano korektné. Z¥ejmé
je to jediné zobrazeni zachovavajici operaci + a spliujici
f([1)mn) = ([1]m, [1]n), navic zachovavd i -.



Cinska zbytkova véta

Véta (Cinskd zbytkovd). Necht m,n € N a f : Ly — L X Ly je
zobrazeni uréené predpisem f([a]mn) = ([a]m, [a]n) pro libovolné a € Z.
Pak f je homomorfismus okruhti, mezi témito okruhy jediny.

Je-li navic (m,n) =1, je f izomorfismus, a tedy Zmn = Lm X Zn.

Je-li naopak (m,n) > 1, okruhy Zmn a Zm X L, nejsou izomorfni.

Dikaz. Protoze m | mn a n| mn, je f definovano korektné. Z¥ejmé
je to jediné zobrazeni zachovavajici operaci + a spliujici

f([1]mn) = ([1]m, [1]n), navic zachovavd i -. Je-li (m, n) = 1, pak je
ker f = {[a]mn; @ € Z, m| a, n| a} = {[0]mn}, a tedy f je injekce.



Cinska zbytkova véta

Véta (Cinskd zbytkovd). Necht m,n € N a f : Ly — L X Ly je
zobrazeni uréené predpisem f([a]mn) = ([a]m, [a]n) pro libovolné a € Z.
Pak f je homomorfismus okruhti, mezi témito okruhy jediny.

Je-li navic (m,n) =1, je f izomorfismus, a tedy Zmn = Lm X Zn.

Je-li naopak (m,n) > 1, okruhy Zmn a Zm X L, nejsou izomorfni.

Dikaz. Protoze m | mn a n| mn, je f definovano korektné. Z¥ejmé
je to jediné zobrazeni zachovavajici operaci + a spliujici

f([1]mn) = ([1]m, [1]n), navic zachovavd i -. Je-li (m, n) = 1, pak je
ker f = {[a]mn; @ € Z, m| a, n| a} = {[0]mn}, a tedy f je injekce.
Protoze obé mnoziny maji mn prvkd, je f i surjekce.



Cinska zbytkova véta

Véta (Cinskd zbytkovd). Necht m,n € N a f : Ly — L X Ly je
zobrazeni uréené predpisem f([a]mn) = ([a]m, [a]n) pro libovolné a € Z.
Pak f je homomorfismus okruhti, mezi témito okruhy jediny.

Je-li navic (m,n) =1, je f izomorfismus, a tedy Zmn = Lm X Zn.

Je-li naopak (m,n) > 1, okruhy Zmn a Zm X L, nejsou izomorfni.

Dikaz. Protoze m | mn a n| mn, je f definovano korektné. Z¥ejmé
je to jediné zobrazeni zachovavajici operaci + a spliujici

f([1]mn) = ([1]m, [1]n), navic zachovavd i -. Je-li (m, n) = 1, pak je
ker f = {[a]mn; @ € Z, m| a, n| a} = {[0]mn}, a tedy f je injekce.
Protoze obé mnoziny maji mn prvkd, je f i surjekce.

Je-li (m,n) > 1, pak [ﬁ]mn je nenulovy prvek jadra ker f.



Cinska zbytkova véta

Véta (Cinskd zbytkovd). Necht m,n € N a f : Ly — L X Ly je
zobrazeni uréené predpisem f([a]mn) = ([a]m, [a]n) pro libovolné a € Z.
Pak f je homomorfismus okruhti, mezi témito okruhy jediny.

Je-li navic (m,n) =1, je f izomorfismus, a tedy Zmn = Lm X Zn.

Je-li naopak (m,n) > 1, okruhy Zmn a Zm X L, nejsou izomorfni.

Dikaz. Protoze m | mn a n| mn, je f definovano korektné. Z¥ejmé
je to jediné zobrazeni zachovavajici operaci + a spliujici

f([1]mn) = ([1]m, [1]n), navic zachovavd i -. Je-li (m, n) = 1, pak je
ker f = {[a]mn; @ € Z, m| a, n| a} = {[0]mn}, a tedy f je injekce.
Protoze obé mnoziny maji mn prvkd, je f i surjekce.

Je-li (m,n) > 1, pak [ﬁ]mn je nenulovy prvek jadra ker f.

Dusledek. Je-li (m,n) =1, pak 2\, = 7, X L,



Cinska zbytkova véta

Véta (Cinskd zbytkovd). Necht m,n € N a f : Ly — L X Ly je
zobrazeni uréené predpisem f([a]mn) = ([a]m, [a]n) pro libovolné a € Z.
Pak f je homomorfismus okruhti, mezi témito okruhy jediny.

Je-li navic (m,n) =1, je f izomorfismus, a tedy Zmn = Lm X Zn.

Je-li naopak (m,n) > 1, okruhy Zmn a Zm X L, nejsou izomorfni.

Dikaz. Protoze m | mn a n| mn, je f definovano korektné. Z¥ejmé
je to jediné zobrazeni zachovavajici operaci + a spliujici

f([1]mn) = ([1]m, [1]n), navic zachovavd i -. Je-li (m, n) = 1, pak je
ker f = {[a]mn; @ € Z, m| a, n| a} = {[0]mn}, a tedy f je injekce.
Protoze obé mnoziny maji mn prvkd, je f i surjekce.

Je-li (m,n) > 1, pak [ﬁ]mn je nenulovy prvek jadra ker f.

Disledek. Je-li (m,n) =1, pak Z}, = Z), X ), a tedy
p(m-n) = g(m)-¢(n).



Cinska zbytkova véta
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Ddsledek. Je-li (m, n) = 1, pak pro kaZdé a, b € 7 existuje c € Z
tak, Ze ¢ = a (mod m),
¢ = b (mod n).



