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[Véta 7.2, str. 37]

Oznacéeni. Ozna¢me G/H mnozinu vsech levych t¥id grupy G podle
podgrupy H, tj. G/H ={a- H; a€ G}.
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(2,3) 0 H=1{(2,3)0id, (2,3) 0 ,2)} ={(2,3), (1,3,2)}.
Podle pfedchozi véty odtud plyne (1,2)o H =idoH = H,
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Rozklad grupy podle podgrupy

Priklad. Pro libovolné m € N tvofi mnozina H vSech celych Cisel
délitelnych &islem m podgrupu grupy (Z,+) a plati Z/H = Zp,.
[Plati H = {mk; k € Z} a pro kazdé a € Zje a+ H = {a+ mk; k € Z} = [a]m.]
Priklad. Pro G = S3 a H = {id, (1,2)} je idoH,
(173)OH {(173)O|d7 ( ) ( )} - {(1 3) (17273)} a
(1 3,2)}.
e

(2,3)o H={(2,3)cid, (2,3) 0 ,2)} {(2 3), (1,3,2)

Podle predchozi véty odtud plyne (1,2) o H =idoH = H,
(1,2,3)o H=(1,3)0 H, (1,3,2) o H= (2, ) H. Je tedy

G/H = {{id, (1.2)}, {(1.3), (1L.2,3)}, {(2.3). (13.2)}}.
Poznamka. Pfipomenme, Ze rozkladem na mnoziné M rozumime
systém neprazdnych podmnozin mnoziny M, které jsou po dvou
disjunktni a jejichz sjednoceni je rovno celé mnoziné M.

Vé&ta. Mnozina G /H vsech levych tiid grupy G podle podgrupy H
tvori rozklad na mnoZiné G. ve 7.2, str. 37]
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Definice. Mnozinu G/H vsech levych tfid grupy G podle podgrupy
H nazyvame rozklad grupy G podle podgrupy H. Je-li mnozina
G/H koneénd, pak pocet |G/H| vSech levych tfid grupy G podle
podgrupy H se nazyvé index podgrupy H v grupé G.

Véta. Necht (G,-) je konec¢nd grupa, H jeji podgrupa. Pak plati
‘G’ - ‘G/H| . ‘H| [Véta 7.6, str. 38]

Diisledek (Lagrangeova véta). Rad libovolné podgrupy konecné
grupy G je délitelem radu grupy G.

Désledek. Rad libovolného prvku koneéné grupy G je délitelem

v )
radu grupy G [Rad libovolného a € G je roven Fadu podgrupy (a), kterou generuje.]

Disledek. Libovolnad grupa prvociselného radu je cyklickd. [pusiedex 7.,

str. 39]
Ddsledek. Necht G je kone¢nd grupa fédu n = |G|. Pak pro

libovolny prvek a € G plati a" = 1. Jinymi slovy: exponent
konecné grupy G je délitelem radu grupy G.
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Eulerova véta a mald Fermatova véta

Specidlnim pfipadem predchoziho disledku je nasledujici véta
z teorie Cisel:

Véta (Eulerova). Necht m € N, a € Z jsou libovolna nesoudélna

&isla. Pak plati a?(™ =1 (mod m). (vew 711, s 39)

Priklad. V situaci, kdy v Eulerové vété za prirozené Cislo m
dosadime prvodislo p, vzhledem k tomu, ze p(p) = p — 1,
dostaneme, ze pro kazdé celé Cislo a, které je nesoudélné s p, plati
a?~' =1 (mod p).

Véta (mald Fermatova). Necht p je prvocislo, a € 7. Pak plati

ap = a (mOd p) [Pro p | a zfejmé. Pro p 1 a, plyne z kongruence ziskané v predchozim prikladu.]

Priklad. Pro ukazku, jak mizeme pouZit uvedené véty, naleznéme
zbytek po déleni &isla 350 + 795 ¢&islem 17. Protoze &isla 3 i 7 jsou
nesoudélnd s &islem 17, plati 316 = 716 = 1 (mod 17), tedy

350 4 765 — 331642 4 741641 — 32 L 7 — 16 (mod 17), hledany
zbytek po déleni je 16.



Rozklad grupy podle jddra homomorfismu

Véta. Necht f . G — K je homomorfismus grup, kerf jeho jddro.
Pak pro libovolné a,b € G plati f(a) = f(b), pravé kdyz
al.-beckerf, tj. pravé kdy? a-(kerf) = b- (kerf).
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Véta. Necht f . G — K je homomorfismus grup, kerf jeho jddro.
Pak pro libovolné a,b € G plati f(a) = f(b), pravé kdyz
al.-beckerf, tj. pravé kdy? a-(kerf) = b- (kerf).

Dikaz. Vime, Ze ker f je podgrupa grupy G a ze pro libovolnou
podgrupu H grupy G platial-be H < a-H=b-H, proto
to plati i pro H = ker f.

Jestlize plati f(a) = f(b), pak

flal-b)=f(al)-f(b)=f(al) - f(a)=f(al-a)=f(1) =1,
atedy a ! -bckerf.

Jestlize naopak plati a1 - b € ker f, pak f(a=!- b) = 1, proto
f(a)=f(a)-1="f(a)-f(at-b)="f(a-at -b)=F(b).

Ddasledek. Necht f : G — K je homomorfismus grup,
f(G) = {f(a); a € G} jeho obraz. Je-li f(G) konecnd mnoZina,
pak pro index podgrupy ker f v grupé G plati |G/ ker f| = |f(G)
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Véta. Necht f . G — K je homomorfismus grup, kerf jeho jddro.
Pak pro libovolné a,b € G plati f(a) = f(b), pravé kdyz
al.-beckerf, tj. pravé kdy? a-(kerf) = b- (kerf).

Dikaz. Vime, Ze ker f je podgrupa grupy G a ze pro libovolnou
podgrupu H grupy G platial-be H < a-H=b-H, proto
to plati i pro H = ker f.

Jestlize plati f(a) = f(b), pak
flat-b)=f(a"t)-f(b)=f(at)-f(a)=f(at-a)=F(1)=1,
atedy a ! -bckerf.

Jestlize naopak plati a1 - b € ker f, pak f(a=!- b) = 1, proto
f(a)=f(a)-1="f(a)-f(at-b)="f(a-at -b)=F(b).
Ddasledek. Necht f : G — K je homomorfismus grup,

f(G) ={f(a); a € G} jeho obraz. Je-li f(G) konecnd mnoZina,
pak pro index podgrupy ker f v grupé G plati |G/ ker f| = |f(G)
Je-li navic G konecna grupa, pak |f(G)| - | ker f| = |G]|.



Rozklad grupy podle jddra homomorfismu

Véta. Necht f . G — K je homomorfismus grup, kerf jeho jddro.
Pak pro libovolné a,b € G plati f(a) = f(b), pravé kdyz
al.-beckerf, tj. pravé kdy? a-(kerf) = b- (kerf).

Dikaz. Vime, Ze ker f je podgrupa grupy G a ze pro libovolnou
podgrupu H grupy G platial-be H < a-H=b-H, proto
to plati i pro H = ker f.

Jestlize plati f(a) = f(b), pak

flal-b)=f(al)-f(b)=f(al) - f(a)=f(al-a)=f(1) =1,
atedy a ! -bckerf.

Jestlize naopak plati a1 - b € ker f, pak f(a=!- b) = 1, proto
f(a)=f(a)-1="f(a)-f(at-b)="f(a-at -b)=F(b).

Ddasledek. Necht f : G — K je homomorfismus grup,

f(G) ={f(a); a € G} jeho obraz. Je-li f(G) konecnd mnoZina,
pak pro index podgrupy ker f v grupé G plati |G/ ker f| = |f(G)|.
Je-li navic G konecna grupa, pak |f(G)| - | ker f| = |G]|.

[Podle predchozi véty predpis F(a - (ker f)) = f(a) korektné definuje bijekci F : G/ ker.f — f(G).]



