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komutativité s¢itani: pro libovolné polynomy g, h € R[x] plati

[glr + [h]r = [g + hlr = [h + glr = [h]r + [g]F-

Nulou (resp. jedni¢kou) v okruhu K je tfida [0]f (resp. [1]f)
obsahujici konstantni polynom 0 (resp. 1).

Tfida [—g]r je opaénym prvkem ke tfidé [g]r.

Je tedy K netrividlni komutativni okruh.
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f je ireducibilni nad Z,, dostavame téleso

L [X]/[O]X2+X+1 = {[0]X2+X+1? [1]x2+x+1a [X]X2+X+1’ [X + 1]x2+x+1}'

Operace v tomto télese politdme pomoci reprezentanti, pokud pfi
nasobeni reprezentantil dostaneme polynom prilis vysokého stupné,
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[X]X2+X+1 + [X + 1]x2+x+1 = [X + (X =+ 1)]X2+x+1 = [1]x2+x+13

[X]x2+x+1 : [X + 1]X2+X+1 = [X ) (X + 1)]X2+X+1 =

= [X2 + X]x2+x+1 = [1]X2+X+17

kde posledni rovnost jsme dostali z toho, ze zbytek po déleni
polynomu x? + x polynomem x? + x + 1 je 1.
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Pomoci Eukleidova algoritmu najdeme nejvétsi spolecny délitel
polynomii x2 + 1,2x + 1 € Z3[x], prestoze vime, Ze jsou
nesoudélné. Ten najdeme v tomto pripadé jedinym délenim:

x> +1=2x+1)(2x—1)+2.

Bezoutova rovnost 1 = —(x? + 1) + (2x + 1)(2x — 1) pak dava
[2x + 1]}, = [2x = 1],241.
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Véta. Necht R je téleso a polynom f € R[x] je normovany,
st(f) > 1. Zobrazeni ¢ : R — R[x]/[0]f urcené predpisem
o(r) = [r]f je injektivni homomorfismus okruhd.

Pozndmka. Diky predchozi vété mizeme ztotoznit libovolny prvek
r € R s tfidou [r]f. Po tomto ztotoznéni se R stane podokruhem
okruhu K = R[x]/[0]f. Oznaéme a = [x]¢. Pro libovolny polynom
g = axK 4+ ap_1x}K"1 4 .. 4 a1x + ag € R[x] pak mlizeme
(v okruhu K) spoéitat hodnotu polynomu g v prvku «. Plati

gla) = aaX + ag_1ak 1

+eo-t a1+ ap =

= ak[X]I; + ak_l[X]’;il + -4 afx]f+ a0 =

= [ax s + [ak-1x* e + -+ + [a1x]r + [aols =

= [akxk +a X ax+ aolr = [g]r-
Specidlné f(a) = [f]f = [0]f, tedy « je kofen polynomu f.
Podle definice je R[] podokruh okruhu K generovany mnozinou
R U {a}. Z pfedchoziho vypocltu plyne R[a] = K.
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Aplikace algebry: samoopravné kddy
Cilem kédovani je prenaset informace tak, abychom postrehli,
pokud by doslo k jejich zkresleni nahodnou chybou, v idedlnim
pripadé dokonce takto vzniklou chybu nejen odhalit, ale i opravit.
Pouziti: uklddani dat (pamét pocitace, CD, DVD, Blue-ray, ¢arové
kédy, QR-kddy), komunikace (digitalni TV, vesmirné sondy), atd.
Prenasena informace bude zapsdna pomoci abecedy, kterd ma p
pismen (tj. jakychsi symboli), kde p je pevné zvolené prvoéislo.
Tuto abecedu tedy miizeme ztotoZnit s mnozinou Z, viech
zbytkovych tfid modulo p. Prenaset budeme slova délky n, kazdé
takové kdédové slovo aiasas...a,_1a, lze tedy chapat jako
polynom

n—2

a=ax" Tt ax" 2+ t+a,_1x+a, € Zp|x]

stupné st(a) < n. Cislo n nazyvame délka kédu.

Kdyby kazdy polynom stupné mensiho nez n bylo nékteré

z kédovych slov, tak bychom nemohli postfehnout, ze pfi prenosu
doslo k néjaké ndhodné chybé.
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Urcité by nebyla vhodna volba g = x*, protoze pak bychom
kazdou zpravu b doplnili nulovym polynomem.
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Zvolme polynom g = x + 1 € Z[x], tedy k =st(g) = 1.
Zvolme libovolnou délku kédu n > 1.
Odesilanou zpravou je néjaky polynom b € Z[x] stupné
st(b) < n—1.
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polynom x - b vydélime polynomem g = x + 1 se zbytkem a
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Protoze b(1) = 0, ma-li odesilana zprava sudy pocet jednicek, a
b(1) = 1, ma-li odesilana zprava lichy pocet jednicek, dopliujeme
zprdvu jednim pismenem tak, aby celkovy pocet jednicek byl sudy.
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Zvolme polynom g = x + 1 € Z[x], tedy k =st(g) = 1.
Zvolme libovolnou délku kédu n > 1.
Odesilanou zpravou je néjaky polynom b € Z[x] stupné
st(b) < n—1.
Nase kédova slova se tedy budou sklddat z n — 1 vyznamovych
pismen (to jsou koeficienty polynomu b) nasledovanych jednim
kontrolnim pismenem. Kontrolni pismeno urcujeme takto:
polynom x - b vydélime polynomem g = x + 1 se zbytkem a
dostaneme polynomy gq, r € Z;[x] tak, ze

xKib=g-q+r=(x+1)-q+r,

kde st(r) < k = 1.
Tedy polynom r € Z[x] je konstantni, tj. r € {0,1}. Dosazenim
x = 1 dostaneme r(1) = b(1), a proto r = b(1).
Protoze b(1) = 0, ma-li odesilana zprava sudy pocet jednicek, a
b(1) = 1, ma-li odesilana zprava lichy pocet jednicek, dopliujeme
zprdvu jednim pismenem tak, aby celkovy pocet jednicek byl sudy.
Kéd tedy poznd, ze doslo k jedné chybé, opravit ji neumi. Pokud
doslo ke dvéma chybam, nic nepozna.



Metricky prostor, Hammingova vzdalenost kédovych slov

Metrickym prostorem rozumime néjakou neprdzdnou mnozinu M
(jejim prvkim fikdme body) spolu s metrikou na mnoziné M, coz
je zobrazeni p: M x M — Rar, kde Ra’ znadi mnozinu nezdpornych
redlnych Cisel, spliujici pro kazdé x,y,z € M

» p(x,y) =0 <= x =y,

> p(x,y) = ply,x),

> p(x,y) +ply,2) =2 p(x, 2).
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daného stfedu neni vétsi nez dany polomér).
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(jejim prvkim fikdme body) spolu s metrikou na mnoziné M, coz
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redlnych Cisel, spliujici pro kazdé x,y,z € M

» p(x,y) =0 <= x =y,

> p(x,y) = ply,x),

> p(x,y) +ply,z) > p(x, 2).

PFi praci v metrickém prostoru miizeme pouzivat svou
geometrickou intuici, naptiklad mluvit o koulich s danym stfedem a
danym polomérem (jde o mnozinu bodi, jejichz vzdalenost od
daného stfedu neni vétsi nez dany polomér).

Pro kazdé dva polynomy a, b € Z,[x] stupnti st(a) < n, st(b) < n,
definujeme jejich Hammingovu vzdalenost jako pocdet nenulovych
koeficientl rozdilu a — b, tj. poCet koeficientd, v nichZ se oba
polynomy lisi. Uvédomte si, ze jde o metricky prostor.



Uziti Hammingovy vzdalenosti kéddovych slov

Mdme-li byt schopni postfehnout, ze doslo k chybé, pokud pfi
prenosu bylo pravé na jedné pozici prenasené pismeno nahodné
zménéno, je tfeba, aby vzdalenost libovolnych dvou riiznych
kédovych slov byla alespon 2.
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Mame-li byt schopni postfehnout, ze doslo k chybé, pokud pfri
prenosu bylo pravé na jedné pozici prenasené pismeno nahodné
zménéno, je tfeba, aby vzdalenost libovolnych dvou riiznych
kédovych slov byla alespon 2.

Pokud tato vzdalenost libovolnych dvou riznych kédovych slov
bude alespon 3, budeme dokonce schopni takovou chybu i opravit.

Obecnéji, je-li pro néjaké t € N vzdalenost libovolnych dvou
riznych kéddovych slov alespon t + 1, pak Ize chybu detekovat,
kdyz doslo pri prenosu ke zméné na nejvySe t pozicich. Je-li tato
vzdalenost alespon 2t + 1, pak takovou chybu lze dokonce i
spravné opravit.

Protoze u polynomialniho kédu je rozdil libovolnych dvou
kédovych slov opét kédové slovo, lze misto o nejmensi vzdélenosti
dvou rliznych kédovych slov hovorit o nejmensi vzdalenosti
nenulového kédového slova od nuly.
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Priklad

Zvolme p = 2, tedy pismena jsou 0 a 1. Déle polozme n =5,
g = x> + x + 1. Pak kédova slova jsou polynomy
0, xX2+x+1, x3+x>+x, x3+1,
3+ X+ x+1, x4 x, xXFHxP+1.
Budeme-li polynomy psat jako posloupnosti koeficientli, budeme
kédovat takto:
000 — 00000, 100 — 10010,
001 — 00111, 101 — 10101,
010 — 01001, 110 — 11011,
011 — 01110, 111 — 11100.
Je ihned vidét, Ze nejmensi vzdalenost nenulového kédového slova
od nuly je 2, jsme tedy schopni detekovat chybu na jedné pozici.
Opravit tuto chybu nejsme obecné schopni, napfiklad posloupnost

01000 by mohla vzniknout jednou chybou na druhé pozici anebo
jednou chybou na paté pozici.
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n= 11 dany polynomem f je schopen opravit chybu na jedné

pozici.
Dikaz. Plati st(f) = m < 14 p+---+ p™! = n. Sta&i ukazat, ze
zadné kdédové slovo nema vzdalenost 1 nebo 2 od nuly. Sporem:
predpoklddejme, Ze pro n&jakd 0 </ <j<n,a€Zy, beZp je
polynom ax/ + bx' kédové slovo. Pak f | ax/ + bx/, tj.

0 = [ax + bx']f = aad + ba' = aa/(a/~" — b- a~1). Protoze K je
téleso a plati aa’ # 0, plyne odtud o/~ = b-a~1. Proto b# 0, a
tedy b-at e Z . Z Eulerovy véty vime, Ze (p — 1)-ta mocnina
libovolného prvku z Z je 1, proto aU=NP=1) = (p. g7 1)P-1 =1,
Protoze ¥ad prvku o v grupé K* je p™ — 1, dostdvame
p"—1|(G—i)(p—1),tj. n|j— i, coz je ve sporu s tim, Ze
O<j—i<n
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Parametry kodu: p prvocislo, me N, m > 1,
f € Zp[x] normovany, ireducibilni, st(f) = m,
a = [x]f je generdtor grupy (K*,-), kde K = Zp[x]/[0]¢,

n =

Nutny pfedpoklad pro spravnou funkci kédu: K chybam pri
prenosu dochdzi tak zridka, ze lze olekavat, Ze pfi odeslani n
pismen (tj. koeficientd odesilaného polynomu) bude nejvyse jedno
pismeno prijato chybné.

Zprava urcena k odeslani: polynom b € Z,|[x], st(b) < n—m,
délenim se zbytkem dostaneme polynomy q, r € Z,[x]:
xM-b="f-q+r, kde st(r) < m.



Uziti kdédu z véty - kédovani prehledné

Parametry kodu: p prvocislo, me N, m > 1,
f € Zp[x] normovany, ireducibilni, st(f) = m,
a = [x]f je generdtor grupy (K*,-), kde K = Zp[x]/[0]¢,

n =

Nutny pfedpoklad pro spravnou funkci kédu: K chybam pri
prenosu dochdzi tak zridka, ze lze olekavat, Ze pfi odeslani n
pismen (tj. koeficientd odesilaného polynomu) bude nejvyse jedno
pismeno prijato chybné.

Zprava urcena k odeslani: polynom b € Z,|[x], st(b) < n—m,
délenim se zbytkem dostaneme polynomy q, r € Z,[x]:
xM-b="f-q+r, kde st(r) < m.

Odeslana informace:
f-g=x"-b—r.



Uziti kdédu z véty - dekddovani prehledné
Parametry kédu: p prvocislo, me N, m > 1, f € Zp[x]
normovany, ireducibilni, st(f) = m, a = [x]r je generator grupy

(K*,-), kde K = Z,[x]/[0]¢, n = B

Ptijata informace: polynom h € Z,[x], st(h) < n.



Uziti kdédu z véty - dekddovani prehledné
Parametry kédu: p prvocislo, me N, m > 1, f € Zp[x]
normovany, ireducibilni, st(f) = m, a = [x]r je generator grupy
m_1
(K*,-), kde K = Zp[x]/[0]¢, n = B .
Ptijata informace: polynom h € Z,[x], st(h) < n.

Pokud nedoslo pri prenosu k zadné chybé, byl polynom h odeslan,
proto f | h, tj. h(a) = 0.



Uziti kdédu z véty - dekddovani prehledné

Parametry kédu: p prvocislo, me N, m > 1, f € Zp[x]

normovany, ireducibilni, st(f) = m, a = [x]r je generator grupy
m_1

(K*,-), kde K = Zp[x]/[0]¢, n = ”pj.

Ptijata informace: polynom h € Z,[x], st(h) < n.

Pokud nedoslo pri prenosu k zadné chybé, byl polynom h odeslan,

proto f | h, tj. h(ar) = 0.

Pokud doslo pfi prenosu k jediné chybé, byl odeslan polynom
h—cx), kde c € Z;, 0 < j < n. Potfebujeme urcit c, j.



Uziti kdédu z véty - dekddovani prehledné

Parametry kédu: p prvocislo, me N, m > 1, f € Zp[x]

normovany, ireducibilni, st(f) = m, a = [x]r je generator grupy
m_1

(K*,-), kde K = Zp[x]/[0]¢, n = ”pj.

Ptijata informace: polynom h € Z,[x], st(h) < n.

Pokud nedoslo pri prenosu k zadné chybé, byl polynom h odeslan,

proto f | h, tj. h(ar) = 0.

Pokud doslo pfi prenosu k jediné chybé, byl odeslan polynom

h—cx/, kde c € Z;, 0 < j < n. Potfebujeme urcit c, j. Plati

flh—od, tedy 0= [h— cxd]r = h(a) — cod, tj. h(a) = cad # 0.



Uziti kdédu z véty - dekddovani prehledné
Parametry kédu: p prvocislo, me N, m > 1, f € Zp[x]
normovany, ireducibilni, st(f) = m, a = [x]r je generator grupy

(K*,-), kde K = Z,[x]/[0]¢, n = B

Ptijata informace: polynom h € Z,[x], st(h) < n.

Pokud nedoslo pri prenosu k zadné chybé, byl polynom h odeslan,
proto f | h, tj. h(ar) = 0.

Pokud doslo pfi prenosu k jediné chybé, byl odeslan polynom
h—cx/, kde c € Z;, 0 < j < n. Potfebujeme urcit c, j. Plati
flh—od, tedy 0= [h— cxd]r = h(a) — cod, tj. h(a) = cad # 0.
ProtoZze h(a) € K* = (a), existuje jediné t € Z, 0 <t < p™ — 1
splfiujici h(a) = at.



Uziti kdédu z véty - dekddovani prehledné
Parametry kédu: p prvocislo, me N, m > 1, f € Zp[x]
normovany, ireducibilni, st(f) = m, a = [x]r je generator grupy

(K*,-), kde K = Z,[x]/[0]¢, n = B

Ptijata informace: polynom h € Z,[x], st(h) < n.

Pokud nedoslo pri prenosu k zadné chybé, byl polynom h odeslan,
proto f | h, tj. h(ar) = 0.

Pokud doslo pfi prenosu k jediné chybé, byl odeslan polynom
h—cx/, kde c € Z;, 0 < j < n. Potfebujeme urcit c, j. Plati
flh—od, tedy 0= [h— cxd]r = h(a) — cod, tj. h(a) = cad # 0.
ProtoZze h(a) € K* = (a), existuje jediné t € Z, 0 <t < p™ — 1
splfiujici h(a) = at. Toto t nalezneme, pak ¢ = o'/ € Zj;.



Uziti kdédu z véty - dekddovani prehledné
Parametry kédu: p prvocislo, me N, m > 1, f € Zp[x]
normovany, ireducibilni, st(f) = m, a = [x]r je generator grupy

(K*,-), kde K = Z,[x]/[0]¢, n = B

Ptijata informace: polynom h € Z,[x], st(h) < n.

Pokud nedoslo pri prenosu k zadné chybé, byl polynom h odeslan,
proto f | h, tj. h(ar) = 0.

Pokud doslo pfi prenosu k jediné chybé, byl odeslan polynom
h—cx/, kde c € Z;, 0 < j < n. Potfebujeme urcit c, j. Plati
flh—od, tedy 0= [h— cxd]r = h(a) — cod, tj. h(a) = cad # 0.
ProtoZze h(a) € K* = (a), existuje jediné t € Z, 0 <t < p™ — 1
splfiujici h(a) = at. Toto t nalezneme, pak ¢ = o'/ € Zj;.

Z Eulerovy véty 1 = cP~1 = o(t=)(p—1),



Uziti kdédu z véty - dekddovani prehledné
Parametry kédu: p prvocislo, me N, m > 1, f € Zp[x]
normovany, ireducibilni, st(f) = m, a = [x]r je generator grupy

(K*,-), kde K = Z,[x]/[0]¢, n = B

Ptijata informace: polynom h € Z,[x], st(h) < n.

Pokud nedoslo pri prenosu k zadné chybé, byl polynom h odeslan,
proto f | h, tj. h(ar) = 0.

Pokud doslo pfi prenosu k jediné chybé, byl odeslan polynom
h—cx/, kde c € Z;, 0 < j < n. Potfebujeme urcit c, j. Plati
flh—od, tedy 0= [h— cxd]r = h(a) — cod, tj. h(a) = cad # 0.
ProtoZze h(a) € K* = (a), existuje jediné t € Z, 0 <t < p™ — 1
splfiujici h(a) = at. Toto t nalezneme, pak ¢ = o'/ € Zj;.

Z Eulerovy véty 1 = cP~1 = o(t=)(P=1) Protoze tad o je p™ — 1,

plati p™ — 1| (t—j)(p— 1), ti. n =B | t .




Uziti kdédu z véty - dekddovani prehledné
Parametry kédu: p prvocislo, me N, m > 1, f € Zp[x]
normovany, ireducibilni, st(f) = m, a = [x]r je generator grupy

(K*,-), kde K = Z,[x]/[0]¢, n = B

Ptijata informace: polynom h € Z,[x], st(h) < n.

Pokud nedoslo pri prenosu k zadné chybé, byl polynom h odeslan,
proto f | h, tj. h(ar) = 0.

Pokud doslo pfi prenosu k jediné chybé, byl odeslan polynom
h—cx/, kde c € Z;, 0 < j < n. Potfebujeme urcit c, j. Plati
flh—od, tedy 0= [h— cxd]r = h(a) — cod, tj. h(a) = cad # 0.
ProtoZze h(a) € K* = (a), existuje jediné t € Z, 0 <t < p™ — 1
splfiujici h(a) = at. Toto t nalezneme, pak ¢ = o'/ € Zj;.

Z Eulerovy véty 1 = cP~1 = o(t=)(P=1) Protoze tad o je p™ — 1,

plati p” —1 | (t—j)(p—1), tj. n= p;f_ll | t — j. Cislo j nalezneme

jako zbytek po déleni &isla t &islem n a vime, Ze c = '™/ € Zy.



Uziti kdédu z véty - dekddovani prehledné
Parametry kédu: p prvocislo, me N, m > 1, f € Zp[x]
normovany, ireducibilni, st(f) = m, a = [x]r je generator grupy

(K*,-), kde K = Z,[x]/[0]¢, n = B

Ptijata informace: polynom h € Z,[x], st(h) < n.

Pokud nedoslo pri prenosu k zadné chybé, byl polynom h odeslan,
proto f | h, tj. h(ar) = 0.

Pokud doslo pfi prenosu k jediné chybé, byl odeslan polynom
h—cx/, kde c € Z;, 0 < j < n. Potfebujeme urcit c, j. Plati
flh—od, tedy 0= [h— cxd]r = h(a) — cod, tj. h(a) = cad # 0.
ProtoZze h(a) € K* = (a), existuje jediné t € Z, 0 <t < p™ — 1
splfiujici h(a) = at. Toto t nalezneme, pak ¢ = o'/ € Zj;.

Z Eulerovy véty 1 = cP~1 = o(t=)(P=1) Protoze tad o je p™ — 1,

plati p” —1 | (t—j)(p—1), tj. n= p;f_ll | t — j. Cislo j nalezneme

jako zbytek po déleni &isla t &islem n a vime, Ze c = '™/ € Zy.

Odeslany polynom: je-li h(a) = 0, byl odeslan h; je-li h(«) # 0,
byl odeslan h — cx/ (pro vyse uréené c, ;).



Priklad kédu opravujiciho chybu na jedné pozici
Zvolme p=2am=23, pak n=17.



Priklad kédu opravujiciho chybu na jedné pozici
Zvolme p =2 a m = 3, pak n = 7. Podminku véty spliuje polynom
f=x34x+1.



Priklad kédu opravujiciho chybu na jedné pozici
Zvolme p =2 a m = 3, pak n = 7. Podminku véty spliuje polynom
f = x3 4 x + 1. Vznikly kéd ma 4 vyznamova a 3 kontrolni pismena.



Priklad kédu opravujiciho chybu na jedné pozici
Zvolme p =2 a m = 3, pak n = 7. Podminku véty spliuje polynom
f = x3 4 x + 1. Vznikly kéd ma 4 vyznamova a 3 kontrolni pismena.
Zpravou je Ctvefice (a, b, ¢, d) € 73, co? jsou koeficienty polynomu
ax3+bx°+cx+d.



Priklad kédu opravujiciho chybu na jedné pozici
Zvolme p =2 a m = 3, pak n = 7. Podminku véty spliuje polynom
f = x3 4 x + 1. Vznikly kéd ma 4 vyznamova a 3 kontrolni pismena.
Zpravou je Ctvefice (a, b, ¢, d) € 73, co? jsou koeficienty polynomu
ax3 4 bx? + cx + d. Délenim se zbytkem v Z,[x] dostaneme
(ax3+bx®+ex+d)-x3 = (ax3+bx®+(a+c)x+(a+b+d)) - f+
+(@a+b+c)x*+(b+c+d)x+(a+b+d).



Priklad kédu opravujiciho chybu na jedné pozici
Zvolme p =2 a m = 3, pak n = 7. Podminku véty spliuje polynom
f = x3 4 x + 1. Vznikly kéd ma 4 vyznamova a 3 kontrolni pismena.

Zpravou je Ctvefice (a, b, ¢, d) € 73, co? jsou koeficienty polynomu
ax3 4 bx? + cx + d. Délenim se zbytkem v Z,[x] dostaneme
(ax3+bx®+ex+d)-x3 = (ax3+bx®+(a+c)x+(a+b+d)) - f+

+(@a+b+c)x*+(b+c+d)x+(a+b+d).
Odesilame polynom ax® + bx® + cx* 4 dx3 + ux? + vx + w,kde
u=a+b+c, v=bt+c+d, w=a+b+d.



Priklad kédu opravujiciho chybu na jedné pozici
Zvolme p =2 a m = 3, pak n = 7. Podminku véty spliuje polynom
f = x3 4 x + 1. Vznikly kéd ma 4 vyznamova a 3 kontrolni pismena.

Zpravou je Ctvefice (a, b, ¢, d) € 73, co? jsou koeficienty polynomu
ax3 4 bx? + cx + d. Délenim se zbytkem v Z,[x] dostaneme
(ax3+bx®+ex+d)-x3 = (ax3+bx®+(a+c)x+(a+b+d)) - f+

+(@a+b+c)x*+(b+c+d)x+(a+b+d).
Odesilame polynom ax® + bx® + cx* 4 dx3 + ux? + vx + w,kde
u=a+b+c, v=b+c+d, w=a+ b+ d. Tento polynom je
délitelny polynomem f.



Priklad kédu opravujiciho chybu na jedné pozici
Zvolme p =2 a m = 3, pak n = 7. Podminku véty spliuje polynom
f = x3 4 x + 1. Vznikly kéd ma 4 vyznamova a 3 kontrolni pismena.

Zpravou je Ctvefice (a, b, ¢, d) € 73, co? jsou koeficienty polynomu
ax3 4 bx? + cx + d. Délenim se zbytkem v Z,[x] dostaneme
(ax3+bx®+ex+d)-x3 = (ax3+bx®+(a+c)x+(a+b+d)) - f+

+(@a+b+c)x*+(b+c+d)x+(a+b+d).
Odesilame polynom ax® + bx® + cx* 4 dx3 + ux? + vx + w,kde
u=a+b+c, v=b+c+d, w=a+ b+ d. Tento polynom je
délitelny polynomem f.

Pfijatym polynomem je h € Z;[x], st(h) < 7.



Priklad kédu opravujiciho chybu na jedné pozici
Zvolme p =2 a m = 3, pak n = 7. Podminku véty spliuje polynom
f = x3 4 x + 1. Vznikly kéd ma 4 vyznamova a 3 kontrolni pismena.

Zpravou je Ctvefice (a, b, ¢, d) € 73, co? jsou koeficienty polynomu
ax3 4 bx? + cx + d. Délenim se zbytkem v Z,[x] dostaneme
(ax3+bx®+ex+d)-x3 = (ax3+bx®+(a+c)x+(a+b+d)) - f+

+(@a+b+c)x*+(b+c+d)x+(a+b+d).
Odesilame polynom ax® + bx® + cx* 4 dx3 + ux? + vx + w,kde
u=a+b+c, v=b+c+d, w=a+ b+ d. Tento polynom je
délitelny polynomem f.

Pfijatym polynomem je h € Z;[x], st(h) < 7. Nedoslo-li k zadné
chybé, plati f | hv Zp[x], tj. h(a) = 0.



Priklad kédu opravujiciho chybu na jedné pozici
Zvolme p =2 a m = 3, pak n = 7. Podminku véty spliuje polynom
f = x3 4 x + 1. Vznikly kéd ma 4 vyznamova a 3 kontrolni pismena.

Zpravou je Ctvefice (a, b, ¢, d) € 73, co? jsou koeficienty polynomu
ax3 4 bx? + cx + d. Délenim se zbytkem v Z,[x] dostaneme
(ax3+bx®+ex+d)-x3 = (ax3+bx®+(a+c)x+(a+b+d)) - f+
+(@a+b+c)x*+(b+c+d)x+(a+b+d).
Odesilame polynom ax® + bx® + cx* 4 dx3 + ux? + vx + w,kde
u=a+b+c, v=b+c+d, w=a+ b+ d. Tento polynom je
délitelny polynomem f.
Pfijatym polynomem je h € Z;[x], st(h) < 7. Nedoslo-li k zadné
chybé, plati f | hv Zp[x], tj. h(a) = 0. Doslo-li k jediné chybé, byl
odesilan polynom h — x€ pro néjaké 0 < e < 7 a plati a® = h(«).



Priklad kédu opravujiciho chybu na jedné pozici
Zvolme p =2 a m = 3, pak n = 7. Podminku véty spliuje polynom
f = x3 4 x + 1. Vznikly kéd ma 4 vyznamova a 3 kontrolni pismena.

Zpravou je Ctvefice (a, b, ¢, d) € 73, co? jsou koeficienty polynomu
ax3 4 bx? + cx + d. Délenim se zbytkem v Z,[x] dostaneme
(ax3+bx®+ex+d)-x3 = (ax3+bx®+(a+c)x+(a+b+d)) - f+
+(@a+b+c)x*+(b+c+d)x+(a+b+d).
Odesilame polynom ax® + bx® + cx* 4 dx3 + ux? + vx + w,kde
u=a+b+c, v=b+c+d, w=a+ b+ d. Tento polynom je
délitelny polynomem f.
Pfijatym polynomem je h € Z;[x], st(h) < 7. Nedoslo-li k zadné
chybé, plati f | hv Zp[x], tj. h(a) = 0. Doslo-li k jediné chybé, byl
odesilan polynom h — x€ pro néjaké 0 < e < 7 a plati a® = h(«).
Odpovidajici e zjistime z tabulky pro vypoctené h(«):

e=0]1]e=2] a? e=4 a2 + o e=6|a%+1

e=1]lale=3la+1le=5]a?2+a+1




Priklad kédu opravujiciho chybu na jedné pozici
Zvolme p =2 a m = 3, pak n = 7. Podminku véty spliuje polynom
f = x3 4 x + 1. Vznikly kéd ma 4 vyznamova a 3 kontrolni pismena.

Zpravou je Ctvefice (a, b, ¢, d) € 73, co? jsou koeficienty polynomu
ax3 4 bx? + cx + d. Délenim se zbytkem v Z,[x] dostaneme
(ax3+bx®+ex+d)-x3 = (ax3+bx®+(a+c)x+(a+b+d)) - f+
+a+b+c)x®+ (b+c+d)x+(a+ b+d).
Odesilame polynom ax® + bx® + cx* 4 dx3 + ux? + vx + w,kde
u=a+b+c, v=b+c+d, w=a+ b+ d. Tento polynom je
délitelny polynomem f.
Pfijatym polynomem je h € Z;[x], st(h) < 7. Nedoslo-li k zadné
chybé, plati f | hv Zp[x], tj. h(a) = 0. Doslo-li k jediné chybé, byl
odesilan polynom h — x€ pro néjaké 0 < e < 7 a plati a® = h(«).
Odpovidajici e zjistime z tabulky pro vypoctené h(«):

e=0]1]e=2] a? e=4 a2 + o e=6|a%+1

e=1|ale=3]a+1]e=5]a2+a+1

Pokud doslo k vice nez jedné chybé, vyhodnotime prijaty polynom
$patné (chybu vibec nezjistime, anebo ji Spatné opravime).



Kéd Reed—Solomon opravujici chyby na vice pozicich

Véta. Necht p je prvocislo a f € Zp[x] je normovany ireducibilni
polynom, m = st(f) > 1.



Kéd Reed—Solomon opravujici chyby na vice pozicich

Véta. Necht p je prvocislo a f € Zp[x] je normovany ireducibilni
polynom, m = st(f) > 1. Predpokladejme, Ze polynom f je zvolen
tak, Ze v télese K = Zp[x]/[0]f prvek o = [x]|f € K je generdtor
multiplikativni grupy (K*,-) télesa K.



Kéd Reed—Solomon opravujici chyby na vice pozicich

Véta. Necht p je prvocislo a f € Zp[x] je normovany ireducibilni
polynom, m = st(f) > 1. Predpokladejme, Ze polynom f je zvolen
tak, Ze v télese K = Zp[x]/[0]f prvek o = [x]|f € K je generdtor
multiplikativni grupy (K*,-) télesa K. Necht r,t € Z, r > —1,
O<t<p™ -1



Kéd Reed—Solomon opravujici chyby na vice pozicich

Véta. Necht p je prvocislo a f € Zp[x] je normovany ireducibilni
polynom, m = st(f) > 1. Predpokladejme, Ze polynom f je zvolen
tak, Ze v télese K = Zp[x]/[0]f prvek o = [x]|f € K je generdtor
multiplikativni grupy (K*,-) télesa K. Necht r,t € Z, r > —1,

0 <t < p™— 1. Predpokladejme, Ze pro polynom g € Zp[x] plati
st(g) < p" —1ag(a™) =0 pro kazdé j =1,2,...,2t.



Kéd Reed—Solomon opravujici chyby na vice pozicich

Véta. Necht p je prvocislo a f € Zp[x] je normovany ireducibilni
polynom, m = st(f) > 1. Predpokladejme, Ze polynom f je zvolen
tak, Ze v télese K = Zp[x]/[0]f prvek o = [x]|f € K je generdtor
multiplikativni grupy (K*,-) télesa K. Necht r,t € Z, r > —1,

0 <t < p™— 1. Predpokladejme, Ze pro polynom g € Zp[x] plati
st(g) < p" —1ag(a™) =0 pro kazdé j = 1,2,...,2t. Pak
polynomialni kéd délky n = p™ — 1 dany polynomem g je schopen
opravit chybu na t pozicich.



Kéd Reed—Solomon opravujici chyby na vice pozicich

Véta. Necht p je prvocislo a f € Zp[x] je normovany ireducibilni
polynom, m = st(f) > 1. Predpokladejme, Ze polynom f je zvolen
tak, Ze v télese K = Zp[x]/[0]f prvek o = [x]|f € K je generdtor
multiplikativni grupy (K*,-) télesa K. Necht r,t € Z, r > —1,

0 <t < p™— 1. Predpokladejme, Ze pro polynom g € Zp[x] plati
st(g) < p" —1ag(a™) =0 pro kazdé j = 1,2,...,2t. Pak
polynomialni kéd délky n = p™ — 1 dany polynomem g je schopen
opravit chybu na t pozicich.

Dikaz. Predpokladejme, Ze existuje nenulové kédové slovo, jehoz
vzdalenost od nuly nepfevysuje 2t.



Kéd Reed—Solomon opravujici chyby na vice pozicich

Véta. Necht p je prvocislo a f € Zp[x] je normovany ireducibilni
polynom, m = st(f) > 1. Predpokladejme, Ze polynom f je zvolen
tak, Ze v télese K = Zp[x]/[0]f prvek o = [x]|f € K je generdtor
multiplikativni grupy (K*,-) télesa K. Necht r,t € Z, r > —1,

0 <t < p™— 1. Predpokladejme, Ze pro polynom g € Zp[x] plati
st(g) < p" —1ag(a™) =0 pro kazdé j = 1,2,...,2t. Pak
polynomialni kéd délky n = p™ — 1 dany polynomem g je schopen
opravit chybu na t pozicich.

Dikaz. Predpokladejme, Ze existuje nenulové kédové slovo, jehoz
vzdalenost od nuly neprevysuje 2t. Existuji tedy by, ..., by € Zp,
ne vSechny nuly, a 0 < k1 < ko < --- < ko < n tak, ze polynom
h =32t bix¥ je kédové slovo, tj. g | h,



Kéd Reed—Solomon opravujici chyby na vice pozicich

Véta. Necht p je prvocislo a f € Zp[x] je normovany ireducibilni
polynom, m = st(f) > 1. Predpokladejme, Ze polynom f je zvolen
tak, Ze v télese K = Zp[x]/[0]f prvek o = [x]|f € K je generdtor
multiplikativni grupy (K*,-) télesa K. Necht r,t € Z, r > —1,

0 <t < p™— 1. Predpokladejme, Ze pro polynom g € Zp[x] plati
st(g) < p" —1ag(a™) =0 pro kazdé j = 1,2,...,2t. Pak
polynomialni kéd délky n = p™ — 1 dany polynomem g je schopen
opravit chybu na t pozicich.

Dikaz. Predpokladejme, Ze existuje nenulové kédové slovo, jehoz
vzdalenost od nuly neprevysuje 2t. Existuji tedy by, ..., by € Zp,
ne vSechny nuly, a 0 < k1 < ko < --- < ko < n tak, ze polynom
h= 2,2;1 bixki je kédové slovo, tj. g | h, a proto h(a"*) =0 pro
kazdé j =1,2,...,2¢t.



Kéd Reed—Solomon opravujici chyby na vice pozicich

Véta. Necht p je prvocislo a f € Zp[x] je normovany ireducibilni
polynom, m = st(f) > 1. Predpokladejme, Ze polynom f je zvolen
tak, Ze v télese K = Zp[x]/[0]f prvek o = [x]|f € K je generdtor
multiplikativni grupy (K*,-) télesa K. Necht r,t € Z, r > —1,

0 <t < p™— 1. Predpokladejme, Ze pro polynom g € Zp[x] plati
st(g) < p" —1ag(a™) =0 pro kazdé j = 1,2,...,2t. Pak
polynomialni kéd délky n = p™ — 1 dany polynomem g je schopen
opravit chybu na t pozicich.

Dikaz. Predpokladejme, Ze existuje nenulové kédové slovo, jehoz
vzdalenost od nuly neprevysuje 2t. Existuji tedy by, ..., by € Zp,
ne vSechny nuly, a 0 < k1 < ko < --- < ko < n tak, ze polynom
h= 2,2;1 bixki je kédové slovo, tj. g | h, a proto h(a"*) =0 pro
kazdé j = 1,2,...,2t. Pak (alrt)k); .1, 5, je matice s linedrn&
zavislymi sloupci.



Kéd Reed—Solomon opravujici chyby na vice pozicich

Véta. Necht p je prvocislo a f € Zp[x] je normovany ireducibilni
polynom, m = st(f) > 1. Predpokladejme, Ze polynom f je zvolen
tak, Ze v télese K = Zp[x]/[0]f prvek o = [x]|f € K je generdtor
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opravit chybu na t pozicich.
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Véta. Necht p je prvocislo a f € Zp[x] je normovany ireducibilni
polynom, m = st(f) > 1. Predpokladejme, Ze polynom f je zvolen
tak, Ze v télese K = Zp[x]/[0]f prvek o = [x]|f € K je generdtor
multiplikativni grupy (K*,-) télesa K. Necht r,t € Z, r > —1,

0 <t < p™— 1. Predpokladejme, Ze pro polynom g € Zp[x] plati
st(g) < p" —1ag(a™) =0 pro kazdé j = 1,2,...,2t. Pak
polynomialni kéd délky n = p™ — 1 dany polynomem g je schopen
opravit chybu na t pozicich.

Dikaz. Predpokladejme, Ze existuje nenulové kédové slovo, jehoz
vzdalenost od nuly neprevysuje 2t. Existuji tedy by, ..., by € Zp,
ne vSechny nuly, a 0 < k1 < ko < --- < ko < n tak, ze polynom
h= 2,2;1 bixki je kédové slovo, tj. g | h, a proto h(a"*) =0 pro
kazdé j = 1,2,...,2t. Pak (alrt)k), .1, 5, je matice s linedrn&
zavislymi sloupci. Ovsem pro k = Ziil ki plati

0 = det(alrtk); 15 o = alrk. H1§i<j§2t(akj —aki)
uzitim vzorce pro Vandermond(v determinant. Ale to je soudin
majici pouze nenulové Cinitele, nebot o ma fad n, spor.

)
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Téleso K = Zo[x]/[x]f ma 16 prvkd, prvek oo = [x]f generuje
multiplikativni grupu (K™, ).
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Priklad kédu opravujiciho chyby na vice pozicich

Polynom f = x* + x + 1 € Zy[x] je ireducibilni nad Z.
Téleso K = Zo[x]/[x]f ma 16 prvkd, prvek oo = [x]f generuje
multiplikativni grupu (K™, ).

Polynom x* + x +1 ma v K koteny a, o, o, o®.

Polynom x* + x3 + x> + x + 1 mad v K koteny o3, a®,a?, al?.
Polynom x? + x +1 méa v K koteny a®, a19.

Proto polynom

g=(*+x+1) - (x*+ P+ +x+1)- (*+x+1) =
=xO0 B X P x+1
spliuje predpoklady predchozi véty pro p =2, m =4, n =15,
r=0,t=3.

Odpovidajici kéd délky 15 ma 5 vyznamovych a 10 kontrolnich
pismen. Je schopen opravit chyby az na tfech pozicich.



