Priklady vyuziti teorie symetrickych polynomi

Poznamka. Porovnanim Viétovych vztah( s definici elementarnich
symetrickych polynomi vidime, Ze koeficienty normovaného
polynomu f stupné n jsou (az na stfidajici se znaménka) hodnoty
elementarnich symetrickych polynomi v kofenech polynomu f.



Priklady vyuziti teorie symetrickych polynomi

Poznamka. Porovnanim Viétovych vztah( s definici elementarnich
symetrickych polynomi vidime, Ze koeficienty normovaného
polynomu f stupné n jsou (az na stfidajici se znaménka) hodnoty
elementarnich symetrickych polynomi v kofenech polynomu f.
Proto hodnotu libovolného symetrického polynomu v kofenech
polynomu f je mozné urit pomoci koeficientli polynomu f, aniz
by bylo nutné koreny polynomu f spocitat.



Priklady vyuziti teorie symetrickych polynomi

Poznamka. Porovnanim Viétovych vztah( s definici elementarnich
symetrickych polynomi vidime, Ze koeficienty normovaného
polynomu f stupné n jsou (az na stfidajici se znaménka) hodnoty
elementarnich symetrickych polynomi v kofenech polynomu f.
Proto hodnotu libovolného symetrického polynomu v kofenech
polynomu f je mozné urit pomoci koeficientli polynomu f, aniz
by bylo nutné koreny polynomu f spocitat. UkdZeme si to postupné
na tfech prikladech.



Priklady vyuziti teorie symetrickych polynomi

Poznamka. Porovnanim Viétovych vztah( s definici elementarnich
symetrickych polynomi vidime, Ze koeficienty normovaného
polynomu f stupné n jsou (az na stfidajici se znaménka) hodnoty
elementarnich symetrickych polynomi v kofenech polynomu f.
Proto hodnotu libovolného symetrického polynomu v kofenech
polynomu f je mozné urit pomoci koeficientli polynomu f, aniz
by bylo nutné koreny polynomu f spocitat. UkdZeme si to postupné
na tfech prikladech.
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Priklady vyuziti teorie symetrickych polynomi

Poznamka. Porovnanim Viétovych vztah( s definici elementarnich
symetrickych polynomi vidime, Ze koeficienty normovaného
polynomu f stupné n jsou (az na stfidajici se znaménka) hodnoty
elementarnich symetrickych polynomi v kofenech polynomu f.
Proto hodnotu libovolného symetrického polynomu v kofenech
polynomu f je mozné urit pomoci koeficientli polynomu f, aniz
by bylo nutné koreny polynomu f spocitat. UkdZeme si to postupné
na tfech prikladech.

Priklad 1. Polynom f = x3 — x?> + x4+ 1 € Z[x] ma v C t#i
jednoduché kofeny g, ap, 3. Spocitejte hodnotu vyrazu
a%az + 04%043 + 04104% + awz% + a%ag + 04204%.
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Priklad 2. Polynom f = x3 + ax? + bx + ¢ € C[x] m4 koFeny
a1, ap, a3 € C (kazdy koren je zde uveden tolikrat, kolik je jeho
nasobnost). Naleznéte normovany kvadraticky polynom g € C|[x],
jehoz koreny jsou

2 2 2 2 2 2
B1 = ajas + a1a3 + asaz, fo = ajaz + a5 + a3,

a vyjadrete koeficienty polynomu g pomoci koeficient polynomu f.

Priklad 3. Polynom f = x* + ax® + bx?® + cx + d € C[x] m4
kofeny aq, ap, a3, aa (kazdy koren je zde uveden tolikrat, kolik je
jeho nasobnost). Naleznéte normovany kubicky polynom

g(x) = x3 + ux?® + vx + w majici koreny

f1 = (a1 + a2)(az + ag),
B2 = (on + az)(a2 + as),
B3 = (o1 + as)(a2 + az),

a vyjadrete jeho koeficienty u, v, w pomoci koeficient a, b, ¢, d.



Priklad 1. Polynom f = x3 — x2 + x +1 € Z|x] ma v C t#i
jednoduché koreny ag, ap, 3. Spocitejte hodnotu vyrazu

a%az + 04%043 + 04104% + a1a§ + Oé%Oég, + 04204%.

Reseni. Mame uréit hodnotu h(ay, ap, a3) symetrického polynomu
h= X12X2 + X12X3 + X1X22 + X1X32 + X22X3 + X2X§ € Z[x1, x2, x3].



Priklad 1. Polynom f = x3 — x2 + x +1 € Z|x] ma v C t#i
jednoduché koreny ag, ap, 3. Spocitejte hodnotu vyrazu

a%az + a%ag + 04104% + alag + Oé%Oé3 + 04204%.

Reseni. Mame uréit hodnotu h(ay, ap, a3) symetrického polynomu
h= X12X2 + XfXg, + X1X22 + X1X32 + X22X3 + X2X§ € Z[x1, x2, x3].
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tedy 51(041,042,043) =1, 52(041,042,043) =1, S3(Oé1,0é2,0é3) = —1.



Priklad 1. Polynom f = x3 — x2 + x +1 € Z|x] ma v C t#i
jednoduché koreny ag, ap, 3. Spocitejte hodnotu vyrazu

a%az + a%a3 + 04104% + alag + a%ag + 04204%.

Reseni. Mame uréit hodnotu h(ay, ap, a3) symetrického polynomu
h= X12X2 + XfXg, + X1X22 + X1X32 + X22X3 + X2X§ € Z[x1, x2, x3].

Z Viétovych vztah( zndme hodnoty elementarnich symetrickych
polynomi, aZz na stfidajici se znaménka jde o koeficienty polynomu f,
tedy 51(041,042,043) =1, 52(041,062,043) =1, S3(Oé1,0¢2,0z3) = —1.
Polynom h je homogenni.
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Reseni. Mame uréit hodnotu h(ay, ap, a3) symetrického polynomu
h= XfXg + XfXg, + X1X22 + X1X32 + X22X3 + X2X§ € Z[x1, x2, x3].

Z Viétovych vztah( zndme hodnoty elementarnich symetrickych
polynomi, aZz na stfidajici se znaménka jde o koeficienty polynomu f,
tedy si(a1, a0, a3) =1, sp(a1, a0, a3) =1, s3(a1, a2, a3) = —1.
Polynom h je homogenni. Vyjadfime jej pomoci elementarnich
symetrickych polynomd; podle algoritmu z prednasky vime, ze

z toho, ze polynom h ma vedouci ¢len x12xz a vedouci koeficient 1
plyne, Ze h = s;s; + As3 pro zatim neznamy koeficient A € Z (jde
o trojice exponentd [2,1,0] a [1,1,1]).
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jednoduché koreny ag, ap, 3. Spocitejte hodnotu vyrazu

04%042 + a%a3 + 04104% + alag + a§a3 + 04204%.

Reseni. Mame uréit hodnotu h(ay, ap, a3) symetrického polynomu
h= XfXg + XfXg, + X1X22 + X1X32 + X22X3 + X2X§ € Z[x1, x2, x3].

Z Viétovych vztah( zndme hodnoty elementarnich symetrickych
polynomi, aZz na stfidajici se znaménka jde o koeficienty polynomu f,
tedy si(a1, a0, a3) =1, sp(a1, a0, a3) =1, s3(a1, a2, a3) = —1.
Polynom h je homogenni. Vyjadfime jej pomoci elementarnich
symetrickych polynomd; podle algoritmu z prednasky vime, ze
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Priklad 1. Polynom f = x3 — x? + x +1 € Z[x] ma v C tfi
jednoduché koreny ag, ap, 3. Spocitejte hodnotu vyrazu

04%042 + a%a3 + 04104% + a1a§ + Oé%Oég + 04204%.

Reseni. Mame uréit hodnotu h(ay, ap, a3) symetrického polynomu
h= XfXg + XfXg, + X1X22 + X1X32 + X22X3 + X2X§ € Z[x1, x2, x3].

Z Viétovych vztah( zndme hodnoty elementarnich symetrickych
polynomi, aZz na stfidajici se znaménka jde o koeficienty polynomu f,
tedy si(a1, a0, a3) =1, sp(a1, a0, a3) =1, s3(a1, a2, a3) = —1.
Polynom h je homogenni. Vyjadfime jej pomoci elementarnich
symetrickych polynomd; podle algoritmu z prednasky vime, ze

z toho, ze polynom h ma vedouci ¢len x12xz a vedouci koeficient 1
plyne, Ze h = s;s; + As3 pro zatim neznamy koeficient A € Z (jde
o trojice exponentl [2,1,0] a [1,1,1]). Volbou x; = xp = x3 =1
dostaneme

h(1,1,1) = s1(1,1,1)-5p(1,1,1)+ As3(1,1,1) = 3-3+A-1 = A+9,
az h(1,1,1) = 6 plyne A = —3. Plati proto h = sys, — 3s3,



Priklad 1. Polynom f = x3 — x? + x +1 € Z[x] ma v C tfi
jednoduché koreny ag, ap, 3. Spocitejte hodnotu vyrazu

04%042 + a%a3 + 04104% + a1a§ + Oé%Oég + 04204%.

Reseni. Mame uréit hodnotu h(ay, ap, a3) symetrického polynomu
h= XfXg + XfXg, + X1X22 + X1X32 + X22X3 + X2X§ € Z[x1, x2, x3].

Z Viétovych vztah( zndme hodnoty elementarnich symetrickych
polynomi, aZz na stfidajici se znaménka jde o koeficienty polynomu f,
tedy si(a1, a0, a3) =1, sp(a1, a0, a3) =1, s3(a1, a2, a3) = —1.
Polynom h je homogenni. Vyjadfime jej pomoci elementarnich
symetrickych polynomd; podle algoritmu z prednasky vime, ze

z toho, ze polynom h ma vedouci ¢len x12xz a vedouci koeficient 1
plyne, Ze h = s;s; + As3 pro zatim neznamy koeficient A € Z (jde
o trojice exponentl [2,1,0] a [1,1,1]). Volbou x; = xp = x3 =1
dostaneme

h(1,1,1) = s1(1,1,1)-5p(1,1,1)+ As3(1,1,1) = 3-3+A-1 = A+9,
az h(1,1,1) = 6 plyne A = —3. Plati proto h = s;s, — 3s3, odkud

h(ai, az, a3) = si(a1, a2, @3) - s2(a, a2, a3) — 3s3(a1, az, a3) =
—1.1-3-(-1)=4.



Pfiklad 2. Polynom f = x3 + ax? 4+ bx + ¢ € C[x] m4 koreny
a1, ap, a3 € C (kazdy kofen je zde uveden tolikrat, kolik je jeho
nasobnost). Naleznéte normovany kvadraticky polynom g € Cl[x],
jehoz koreny jsou

2 2 2 2 2 2
B1 = ajan + a0z + asa3, B2 = ajaz + a105 + a3,

a vyjadrete koeficienty polynomu g pomoci koeficienti polynomu f.

Reseni. Je tedy g = (x — f1)(x — B2) = x> — (B1 + B2)x + B1f2.
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ReSeni. Je tedy g = (x — B1)(x — B2) = x* — (B1 + B2)x + B132.
Plati 81 + B2 = h(ai, a2, a3) pro polynom

h= X12X2 + X12X3 + X1X22 + X1X32 + X22X3 + X2X§ € Zx1, x2, x3).



Priklad 2. Polynom f = x3 4+ ax? 4 bx + ¢ € C[x] m4 koreny
a1, ap, a3 € C (kazdy kofen je zde uveden tolikrat, kolik je jeho
nasobnost). Naleznéte normovany kvadraticky polynom g € Cl[x],
jehoz koreny jsou

2 2 2 2 2 2
B1 = ajan + a0z + asa3, B2 = ajaz + a105 + a3,

a vyjadrete koeficienty polynomu g pomoci koeficienti polynomu f.
ReSeni. Je tedy g = (x — B1)(x — B2) = x* — (B1 + B2)x + S1 2.
Plati 81 + B2 = h(ai, a2, a3) pro polynom

h= X12X2 + X12X3 + X1X22 + X1X32 + X22X3 + X2X§ € Zx1, x2, x3).

Z teseni prikladu 1 vime, ze h = s;sp — 3s3, odkud

h(at, a2, a3) = si(a1, a2, @3) - so(aq, a0, a3) — 3s3(a1, az, a3) =
=(—a)-b—3-(—c)=3c—ab.



Priklad 2. Polynom f = x3 4+ ax? 4 bx + ¢ € C[x] m4 koreny
a1, ap, a3 € C (kazdy kofen je zde uveden tolikrat, kolik je jeho
nasobnost). Naleznéte normovany kvadraticky polynom g € Cl[x],
jehoz koreny jsou

2 2 2 2 2 2
B1 = ajan + a0z + asa3, B2 = ajaz + a105 + a3,

a vyjadrete koeficienty polynomu g pomoci koeficienti polynomu f.

ReSeni. Je tedy g = (x — f1)(x — B2) = x* — (B1 + B2)x + 1.
Plati 81 + B2 = h(ai, a2, a3) pro polynom

h= X12X2 + X12X3 + X1X22 + X1X32 + X22X3 + X2X§ € Zx1, x2, x3).

Z teseni prikladu 1 vime, ze h = s;sp — 3s3, odkud

h(at, a2, a3) = si(a1, a2, @3) - so(aq, a0, a3) — 3s3(a1, az, a3) =
=(—a)-b—3-(—c)=3c—ab.

Dostali jsme 31 + 82 = 3¢ — ab.



Podobné (18> = k(ai, a2, a3) pro homogenni symetricky polynom
k = (xEx2 + x1%3 + x2x3)(x2x3 + x1X3 + x2x3) € Z[x1, x2, x3].



Podobné (18> = k(ai, a2, a3) pro homogenni symetricky polynom
k = (xEx2 + x1%3 + x2x3)(x2x3 + x1X3 + x2x3) € Z[x1, x2, x3].
Vedouci ¢len tohoto polynomu je x12x2 -X12X3 = x{x2x3, jeho
vedouci koeficient je 1.



Podobné (18> = k(ai, a2, a3) pro homogenni symetricky polynom
k = (xEx2 + x1%3 + x2x3)(x2x3 + x1X3 + x2x3) € Z[x1, x2, x3].
Vedouci ¢len tohoto polynomu je x12x2 -X12X3 = x{x2x3, jeho
vedouci koeficient je 1. Podle algoritmu z prednasky je

k = 51353 + 8523 + Csy15p83 + Ds32 pro zatim nezndmé B, C,D € Z
(jde o trojice exponentd [4,1,1], [3,3,0], [3,2,1] a [2,2,2]).



Podobné (18> = k(ai, a2, a3) pro homogenni symetricky polynom
k = (xEx2 + x1%3 + x2x3)(x2x3 + x1X3 + x2x3) € Z[x1, x2, x3].
Vedouci ¢len tohoto polynomu je x12x2 -X12X3 = x{x2x3, jeho
vedouci koeficient je 1. Podle algoritmu z prednasky je

k = 51353 + 8523 + Csy15p83 + Ds32 pro zatim nezndmé B, C,D € Z
(jde o trojice exponentd [4,1,1], [3,3,0], [3,2,1] a [2,2,2]).
Dosazenim x; = xo = 1, x3 = 0 dostaneme 1 = B.



Podobné (18> = k(ai, a2, a3) pro homogenni symetricky polynom
k = (xEx2 + x1%3 + x2x3)(x2x3 + x1X3 + x2x3) € Z[x1, x2, x3].
Vedouci ¢len tohoto polynomu je x12x2 -X12X3 = x{x2x3, jeho
vedouci koeficient je 1. Podle algoritmu z prednasky je

k = 51353 + 8523 + Csy15p83 + Ds32 pro zatim nezndmé B, C,D € Z
(jde o trojice exponentd [4,1,1], [3,3,0], [3,2,1] a [2,2,2]).
Dosazenim x; = x» = 1, x3 = 0 dostaneme 1 = B. Dosazenim

x1 =xp =1, x3 = —2 dostaneme 9 = —27B + 4D, odkud D = 9.



Podobné (18> = k(ai, a2, a3) pro homogenni symetricky polynom
k = (xEx2 + x1%3 + x2x3)(x2x3 + x1X3 + x2x3) € Z[x1, x2, x3].
Vedouci ¢len tohoto polynomu je x12x2 -X12X3 = x{x2x3, jeho
vedouci koeficient je 1. Podle algoritmu z prednasky je

k = 51353 + 8523 + Csy15p83 + Ds32 pro zatim nezndmé B, C,D € Z
(jde o trojice exponentd [4,1,1], [3,3,0], [3,2,1] a [2,2,2]).
Dosazenim x; = x» = 1, x3 = 0 dostaneme 1 = B. Dosazenim

x1 =xp =1, x3 = —2 dostaneme 9 = —27B + 4D, odkud D = 9.
Dosazenim x; = x» = x3 = 1 dostaneme 9 = 27 + 27B +9C + D,
odkud C = —6.



Podobné (18> = k(ai, a2, a3) pro homogenni symetricky polynom
k = (xEx2 + x1%3 + x2x3)(x2x3 + x1X3 + x2x3) € Z[x1, x2, x3].
Vedouci ¢len tohoto polynomu je x12x2 -X12X3 = x{x2x3, jeho
vedouci koeficient je 1. Podle algoritmu z prednasky je

k = 51353 + 8523 + Csy15p83 + Ds32 pro zatim nezndmé B, C,D € Z
(jde o trojice exponentd [4,1,1], [3,3,0], [3,2,1] a [2,2,2]).
Dosazenim x; = x» = 1, x3 = 0 dostaneme 1 = B. Dosazenim

x1 =xp =1, x3 = —2 dostaneme 9 = —27B + 4D, odkud D = 9.
Dosazenim x; = x» = x3 = 1 dostaneme 9 = 27 + 27B +9C + D,
odkud C = —6. Proto k = s3s3 + 5 — 6515253 + 9s3.



Podobné (18> = k(ai, a2, a3) pro homogenni symetricky polynom
k = (xEx2 + x1%3 + x2x3)(x2x3 + x1X3 + x2x3) € Z[x1, x2, x3].
Vedouci ¢len tohoto polynomu je x12x2 -X12X3 = x{x2x3, jeho
vedouci koeficient je 1. Podle algoritmu z prednasky je

k = 51353 + 8523 + Csy15p83 + Ds32 pro zatim nezndmé B, C,D € Z
(jde o trojice exponentd [4,1,1], [3,3,0], [3,2,1] a [2,2,2]).
Dosazenim x; = x» = 1, x3 = 0 dostaneme 1 = B. Dosazenim

x1 =xp =1, x3 = —2 dostaneme 9 = —27B + 4D, odkud D = 9.
Dosazenim x; = x» = x3 = 1 dostaneme 9 = 27 + 27B +9C + D,
odkud C = —6. Proto k = s3s3 + 5 — 6515253 + 9s3.

Dostali jsme

k(a1,az,03) = (—a)® - (—c) + b> —6(—a) - b- (—c) + 9(—c)* =
= a%c + b3 — 6abc + 9¢?,

a tedy 318> = a3c + b3 — 6abc + 9c2.



Podobné (18> = k(ai, a2, a3) pro homogenni symetricky polynom
k = (xEx2 + x1%3 + x2x3)(x2x3 + x1X3 + x2x3) € Z[x1, x2, x3].
Vedouci ¢len tohoto polynomu je x12x2 -X12X3 = x{x2x3, jeho
vedouci koeficient je 1. Podle algoritmu z prednasky je

k = 51353 + 8523 + Csy15p83 + Ds32 pro zatim nezndmé B, C,D € Z
(jde o trojice exponentd [4,1,1], [3,3,0], [3,2,1] a [2,2,2]).
Dosazenim x; = x» = 1, x3 = 0 dostaneme 1 = B. Dosazenim

x1 =xp =1, x3 = —2 dostaneme 9 = —27B + 4D, odkud D = 9.
Dosazenim x; = x» = x3 = 1 dostaneme 9 = 27 + 27B +9C + D,
odkud C = —6. Proto k = s3s3 + 5 — 6515253 + 9s3.

Dostali jsme

k(a1,az,03) = (—a)® - (—c) + b> —6(—a) - b- (—c) + 9(—c)* =
= a%c + b3 — 6abc + 9¢?,

a tedy 318> = a3c + b3 — 6abc + 9¢?. Hledany polynom g je proto

g = x>+ (ab — 3¢)x + (a*c + b> — 6abc + 9¢c?).



Priklad 3. Polynom f = x* + ax3 + bx? + cx + d € C[x] m4
kofeny a1, ap, a3, g (kazdy korfen je zde uveden tolikrat, kolik je
jeho nasobnost). Naleznéte normovany kubicky polynom
g(x) = x3 + ux?® + vx + w majici koreny

B1 = (a1 + az)(a3 + o),

B2 = (a1 + az)(az + o),

B3 = (al + Ct4)(042 + 043),
a vyjadrete jeho koeficienty u, v, w pomoci koeficientl a, b, ¢, d.
Reseni. Protoze u = —f31 — (o — 3, vyjadfime symetricky polynom
h = (x1 4+ x2)(x3 + xa) + (x1 + x3)(x2 + xa) + (x1 + xa)(x2 + x3)

pomoci elementdrnich symetrickych polynom.



Priklad 3. Polynom f = x* + ax3 + bx? + cx + d € C[x] m4
kofeny a1, ap, a3, g (kazdy korfen je zde uveden tolikrat, kolik je
jeho nasobnost). Naleznéte normovany kubicky polynom
g(x) = x3 + ux?® + vx + w majici koreny

f1 = (a1 + a2)(az + as),

B2 = (a1 + az)(az + o),

b3 = (al + 044)(042 + 043),
a vyjadrete jeho koeficienty u, v, w pomoci koeficientl a, b, ¢, d.
Reseni. Protoze u = —f31 — (o — 3, vyjadfime symetricky polynom

h = (x1 4+ x2)(x3 + xa) + (x1 + x3)(x2 + xa) + (x1 + xa)(x2 + x3)

pomoci elementarnich symetrickych polynomu. Vedouci ¢len
polynomu h spocitame urcenim vedoucich ¢lentd a koeficientl tfi
sCitancl, jejich vedouci ¢leny jsou po fadé xix3, x31x2, X1X2,
vSechny maji vedouci koeficienty 1.



Priklad 3. Polynom f = x* + ax3 + bx? + cx + d € C[x] m4
kofeny a1, ap, a3, g (kazdy korfen je zde uveden tolikrat, kolik je
jeho nasobnost). Naleznéte normovany kubicky polynom
g(x) = x3 + ux?® + vx + w majici koreny

f1 = (a1 + a2)(az + as),

B2 = (a1 + az)(az + o),

b3 = (al + 044)(042 + 043),
a vyjadrete jeho koeficienty u, v, w pomoci koeficientl a, b, ¢, d.
Reseni. Protoze u = —f31 — (o — 3, vyjadfime symetricky polynom

h = (x1 4+ x2)(x3 + xa) + (x1 + x3)(x2 + xa) + (x1 + xa)(x2 + x3)

pomoci elementarnich symetrickych polynomu. Vedouci ¢len
polynomu h spocitame urcenim vedoucich ¢lentd a koeficientl tfi
sCitancl, jejich vedouci ¢leny jsou po fadé xix3, x31x2, X1X2,
vSechny maji vedouci koeficienty 1. Vedouci ¢len polynomu h je
tedy x3x2, vedouci koeficient je 2, polynom h je homogenni.



Priklad 3. Polynom f = x* + ax3 + bx? + cx + d € C[x] m4
kofeny a1, ap, a3, g (kazdy korfen je zde uveden tolikrat, kolik je
jeho nasobnost). Naleznéte normovany kubicky polynom

g(x) = x3 + ux?® + vx + w majici koreny

p1 = (a1 + az)(as + aa),
B2 = (a1 + az)(az + o),
B3 = (a1 + ag)(a2 + a3),
a vyjadrete jeho koeficienty u, v, w pomoci koeficientl a, b, ¢, d.
Reseni. Protoze u = —f1 — 32 — B33, vyjad¥ime symetricky polynom
h=(x1 +x2)(x3 + xa) + (x1 + x3)(x2 + xa) + (x1 + xa4)(x2 + x3)

pomoci elementarnich symetrickych polynomu. Vedouci ¢len
polynomu h spocitame urcenim vedoucich ¢lentd a koeficientl tfi
sCitancl, jejich vedouci ¢leny jsou po fadé xix3, x31x2, X1X2,
vSechny maji vedouci koeficienty 1. Vedouci ¢len polynomu h je
tedy x3x2, vedouci koeficient je 2, polynom h je homogenni.
Jedinou uvazovanou ¢tvefici koeficientd je [1, 1,0, 0], proto

h = 2s,, odkud plyne u = —2b.



Podobné v = 318> + 183 + P23, vyjadfime proto homogenni
symetricky polynom

k=(x1+x)0x3+ xa)(x1 + x3)(x2 + xa) +
+ (X1 + X2)(X3 + X4)(X1 -+ X4)(X2 + X3) +
+ (3 + x3)(x2 + xa) (xa + xa)(x2 + x3)

pomoci elementdrnich symetrickych polynom.



Podobné v = 318> + 183 + P23, vyjadfime proto homogenni
symetricky polynom

k=(x1+x)0x3+ xa)(x1 + x3)(x2 + xa) +
+ (X1 + X2)(X3 + X4)(X1 -+ X4)(X2 + X3) +
+ (3 + x3)(x2 + xa) (xa + xa)(x2 + x3)

pomoci elementdrnich symetrickych polynomu. Vedouci ¢len
polynomu k je x2x2, vedouci koeficient je 1.



Podobné v = 318> + 183 + P23, vyjadfime proto homogenni
symetricky polynom

k=(x1+x)0x3+ xa)(x1 + x3)(x2 + xa) +
+ (X1 + X2)(X3 + X4)(X1 -+ X4)(X2 + X3) +
+ (3 + x3)(x2 + xa) (xa + xa)(x2 + x3)

pomoci elementdrnich symetrickych polynomu. Vedouci ¢len
polynomu k je x2x2, vedouci koeficient je 1. Proto plati

k= 522 + Asis3 + Bsy

pro zatim neznamé A, B € Z (jde o ¢tvefice exponenti [2,2,0, 0],
[2,1,1,0] a [1,1,1,1]).



Podobné v = 318> + 183 + P23, vyjadfime proto homogenni
symetricky polynom

k=(x1+x)0x3+ xa)(x1 + x3)(x2 + xa) +
+ (X1 + X2)(X3 + X4)(X1 -+ X4)(X2 + X3) +
+ (3 + x3)(x2 + xa) (xa + xa)(x2 + x3)

pomoci elementdrnich symetrickych polynomu. Vedouci ¢len
polynomu k je x2x2, vedouci koeficient je 1. Proto plati

k= 522 + Asis3 + Bsy
pro zatim neznamé A, B € Z (jde o ¢tvefice exponenti [2,2,0, 0],

[2,1,1,0] a [1,1,1,1]). Z dosazeni x; = xp = x3 = 1, x4 = 0 plyne
12 =9+ 3A, odkud A =1.



Podobné v = 318> + 183 + P23, vyjadfime proto homogenni
symetricky polynom

k=(x1+x)0x3+ xa)(x1 + x3)(x2 + xa) +
+ (X1 + X2)(X3 + X4)(X1 -+ X4)(X2 + X3) +
+ (3 + x3)(x2 + xa) (xa + xa)(x2 + x3)

pomoci elementdrnich symetrickych polynomu. Vedouci ¢len
polynomu k je x2x2, vedouci koeficient je 1. Proto plati

k= 522 + Asis3 + Bsy

pro zatim neznamé A, B € Z (jde o ¢tvefice exponenti [2,2,0, 0],
[2,1,1,0] a [1,1,1,1]). Z dosazeni x; = xp = x3 = 1, x4 = 0 plyne
12=9+3A, odkud A=1. Volbouxi =x =x3=x4 =1
dostaneme 48 = 36 + 16A + B, odkud B = —4.



Podobné v = 318> + 183 + P23, vyjadfime proto homogenni
symetricky polynom

k=(x1+x)0x3+ xa)(x1 + x3)(x2 + xa) +
+ (X1 + X2)(X3 + X4)(X1 -+ X4)(X2 + X3) +
+ (3 + x3)(x2 + xa) (xa + xa)(x2 + x3)

pomoci elementdrnich symetrickych polynomu. Vedouci ¢len
polynomu k je x2x2, vedouci koeficient je 1. Proto plati

k= 522 + Asis3 + Bsy

pro zatim neznamé A, B € Z (jde o ¢tvefice exponenti [2,2,0, 0],
[2,1,1,0] a [1,1,1,1]). Z dosazeni x; = xp = x3 = 1, x4 = 0 plyne
12=9+3A, odkud A=1. Volbouxi =x =x3=x4 =1
dostaneme 48 = 36 + 16A + B, odkud B = —4. Proto

k = 522 + 5153 — 454,

odkud plyne v = b? + ac — 4d.



Kone¢né w = —f1 8>3, vyjadfime proto homogenni symetricky
polynom

m=(x1 + x2)(x3 + x4)(x1 + x3)(x2 + xa)(x1 + xa)(x2 + x3)

pomoci elementdrnich symetrickych polynom.



Kone¢né w = —f1 8>3, vyjadfime proto homogenni symetricky
polynom

m=(x1 + x2)(x3 + x4)(x1 + x3)(x2 + xa)(x1 + xa)(x2 + x3)

pomoci elementdrnich symetrickych polynom. Vedouci ¢len

polynomu m je xf’x22X3, vedouci koeficient je 1.



Kone¢né w = —f1 8>3, vyjadfime proto homogenni symetricky
polynom

m=(x1 + x2)(x3 + x4)(x1 + x3)(x2 + xa)(x1 + xa)(x2 + x3)

pomoci elementdrnich symetrickych polynom. Vedouci ¢len

polynomu m je xf’x22X3, vedouci koeficient je 1. Proto plati

m= 51553 + C51254 + Ds32 + Espsy

pro zatim neznamé C, D, E € 7Z (jde o &tvefice exponent(
[3,2,1,0], [3,1,1,1], [2,2,2,0] a [2,2,1,1]).



Kone¢né w = —f1 8>3, vyjadfime proto homogenni symetricky
polynom

m=(x1 + x2)(x3 + x4)(x1 + x3)(x2 + xa)(x1 + xa)(x2 + x3)

pomoci elementdrnich symetrickych polynom. Vedouci ¢len

polynomu m je xf’x22X3, vedouci koeficient je 1. Proto plati

m= 51553 + C51254 + Ds32 + Espsy

pro zatim neznamé C, D, E € 7Z (jde o &tvefice exponent(
[3,2,1,0], [3,1,1,1], [2,2,2,0] a [2,2,1,1]). Z dosazeni
x1=x2=x3=1,x4=0plyne8=9+ D, odkud D = —1.



Kone¢né w = —f1 8>3, vyjadfime proto homogenni symetricky
polynom

m=(x1 + x2)(x3 + x4)(x1 + x3)(x2 + xa)(x1 + xa)(x2 + x3)

pomoci elementdrnich symetrickych polynom. Vedouci ¢len

polynomu m je xf’x22X3, vedouci koeficient je 1. Proto plati

m= 51553 + C51254 + Ds32 + Espsy

pro zatim neznamé C, D, E € 7Z (jde o &tvefice exponent(
[3,2,1,0], [3,1,1,1], [2,2,2,0] a [2,2,1,1]). Z dosazeni
x1=xp=x3=1,x4=0plyne 8 =94 D, odkud D = —1. Volbou
x1 =x» =1, x3 = x4 = —1 dostaneme 0 = —2E, odkud E = 0.



Kone¢né w = —f1 8>3, vyjadfime proto homogenni symetricky
polynom

m=(x1 + x2)(x3 + x4)(x1 + x3)(x2 + xa)(x1 + xa)(x2 + x3)

pomoci elementdrnich symetrickych polynom. Vedouci ¢len

polynomu m je xf’x22X3, vedouci koeficient je 1. Proto plati

m= 51553 + C51254 + Ds32 + Espsy

pro zatim neznamé C, D, E € 7Z (jde o &tvefice exponent(
[3,2,1,0], [3,1,1,1], [2,2,2,0] a [2,2,1,1]). Z dosazeni
x1=xp=x3=1,x4=0plyne 8 =94 D, odkud D = —1. Volbou
x1 =x» =1, x3 = x4 = —1 dostaneme 0 = —2E, odkud E = 0.
Konecné volbou x; = x» = x3 = x4 = 1 dostaneme

64 =96+ 16C + 16D + 6E, a tedy C = —1.



Kone¢né w = —f1 8>3, vyjadfime proto homogenni symetricky
polynom

m=(x1 + x2)(x3 + x4)(x1 + x3)(x2 + xa)(x1 + xa)(x2 + x3)

pomoci elementdrnich symetrickych polynom. Vedouci ¢len

polynomu m je xf’x22X3, vedouci koeficient je 1. Proto plati

m= 51553 + C51254 + Ds32 + Espsy

pro zatim neznamé C, D, E € 7Z (jde o &tvefice exponent(
[3,2,1,0], [3,1,1,1], [2,2,2,0] a [2,2,1,1]). Z dosazeni
x1=xp=x3=1,x4=0plyne 8 =94 D, odkud D = —1. Volbou
x1 =x» =1, x3 = x4 = —1 dostaneme 0 = —2E, odkud E = 0.
Konecné volbou x; = x» = x3 = x4 = 1 dostaneme

64 =96+ 16C + 16D + 6E, a tedy C = —1. Proto

m = 5152583 — 51254 — 53%,

odkud plyne w = —abc + a*d + 2.



Kone¢né w = —f1 8>3, vyjadfime proto homogenni symetricky
polynom

m=(x1 + x2)(x3 + x4)(x1 + x3)(x2 + xa)(x1 + xa)(x2 + x3)

pomoci elementdrnich symetrickych polynom. Vedouci ¢len

polynomu m je xf’x22X3, vedouci koeficient je 1. Proto plati

m= 51553 + C51254 + Ds32 + Espsy
pro zatim neznamé C, D, E € 7Z (jde o &tvefice exponent(
[3,2,1,0], [3,1,1,1], [2,2,2,0] a [2,2,1,1]). Z dosazeni
x1=xp=x3=1,x4=0plyne 8 =94 D, odkud D = —1. Volbou
x1 =x» =1, x3 = x4 = —1 dostaneme 0 = —2E, odkud E = 0.
Konecné volbou x; = x» = x3 = x4 = 1 dostaneme
64 =96+ 16C + 16D + 6E, a tedy C = —1. Proto

m = 5152583 — 51254 — 53%,

odkud plyne w = —abc + a*d + 2.
Hledany polynom g je proto

g = x3 = 2bx? + (b + ac — 4d)x + (—abc + a*d + ¢?).



Trocha historie o reseni algebraickych rovnic 3. a 4. stupné



Trocha historie o reseni algebraickych rovnic 3. a 4. stupné
Scipione del Ferro (1465 — 1526) nasel metodu FeSeni jisté tfidy
kubickych rovnic tvaru x3 + mx = n, patrné koncem 15. stoleti, ale
svlj vysledek nezverejioval, byl pry objeven az posmrtné v jeho
poznamkovém bloku.
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Niccolo Tartaglia (1500 — 1557) oznamil v roce 1530, Ze umi
resit kubické rovnice, ale sviij postup nezverejnil.
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Gerolamo Cardano (1501 — 1576) v roce 1539 presvédcil
Tartaglia, aby mu svilj postup prozradil, mél vSak zakdzano postup
zverejnit.
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poznamkovém bloku.
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resit kubické rovnice, ale sviij postup nezverejnil.

Gerolamo Cardano (1501 — 1576) v roce 1539 presvédcil
Tartaglia, aby mu svilj postup prozradil, mél vSak zakdzano postup
zverejnit. Avsak poté, co se mu dostal do rukou pozndmkovy blok
del Ferro, publikoval toto feseni jako del Ferrovo roku 1545 v knize
Ars Magna se zminkou, ze Tartagla nasel nezavisle feseni (bylo to
az 6 let poté, co mu je Tartaglia sdélil).
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Cardanilv zdk Lodovico Ferrari v roce 1540 objevil, jak vyresit
rovnici ¢tvrtého stupné pomoci feseni jiné rovnice tretiho stupné.



Trocha historie o reseni algebraickych rovnic 3. a 4. stupné
Scipione del Ferro (1465 — 1526) nasel metodu FeSeni jisté tfidy
kubickych rovnic tvaru x3 + mx = n, patrné koncem 15. stoleti, ale
svlj vysledek nezverejioval, byl pry objeven az posmrtné v jeho
poznamkovém bloku.

Niccolo Tartaglia (1500 — 1557) oznamil v roce 1530, Ze umi
resit kubické rovnice, ale sviij postup nezverejnil.

Gerolamo Cardano (1501 — 1576) v roce 1539 presvédcil
Tartaglia, aby mu svilj postup prozradil, mél vSak zakdzano postup
zverejnit. Avsak poté, co se mu dostal do rukou pozndmkovy blok
del Ferro, publikoval toto feseni jako del Ferrovo roku 1545 v knize
Ars Magna se zminkou, ze Tartagla nasel nezavisle feseni (bylo to
az 6 let poté, co mu je Tartaglia sdélil).

Cardanilv zdk Lodovico Ferrari v roce 1540 objevil, jak vyresit
rovnici ¢tvrtého stupné pomoci feseni jiné rovnice tretiho stupné.

Protoze jde o aplikaci symetrickych polynomi, ukaZzme si vice
detaili.



Cardanovy vzorce pro koreny kubického polynomu

Libovolny polynom f = x3 + ax? + bx + ¢ € C[x] Ize substituci
y = x+ § upravit do tvaru

—g? 3_
f = (y—%)3+a(y—§)2+b(y—%)+c:y3+3b3a y+2a 92a7b+27<:.




Cardanovy vzorce pro koreny kubického polynomu
Libovolny polynom f = x3 + ax? + bx + ¢ € C[x] Ize substituci
y = x+ § upravit do tvaru
f— (y— §)3+a(y— §)2+b(y— %)—i—c _ y3—i— 3bga2y+ 233—92a7b+27c.
Bez Gjmy na obecnosti tedy mizeme predpokladdat, ze plati a = 0.




Cardanovy vzorce pro koreny kubického polynomu
Libovolny polynom f = x3 + ax? + bx + ¢ € C[x] Ize substituci
y = x+ § upravit do tvaru
f— (y— §)3+a(y— §)2+b(y— %)—i—c _ y3—i— 3bga2y+ 233—92a7b+27c.
Bez Gjmy na obecnosti tedy mizeme predpokladdat, ze plati a = 0.
Pak kofeny a1, an, a3 € C polynomu f splnuji a1 + ap + a3 = 0.




Cardanovy vzorce pro koreny kubického polynomu
Libovolny polynom f = x3 + ax? + bx + ¢ € C[x] Ize substituci
y = x+ § upravit do tvaru
f— (y—§)3—|—a(y—§)2+b(y—§)—|—c _ y3—i— 3bga2y+ 233—92a7b+27c.
Bez Gjmy na obecnosti tedy mizeme predpokladdat, ze plati a = 0.
Pak kofeny a1, an, a3 € C polynomu f splnuji a1 + ap + a3 = 0.
Vime, ze f1 = a%az + a1a§ + oz%oz3, Br = 05%043 + alag + ozzozg
z prikladu 2 splfiuji 81 + B2 = 3¢, B182 = b>+9c? a
(B1—B2)? = (B1+52)* —4B102 = 92 —4(b3+9¢?) = —4b> —27c2.




Cardanovy vzorce pro koreny kubického polynomu
Libovolny polynom f = x3 + ax? + bx + ¢ € C[x] Ize substituci
y = x+ § upravit do tvaru
f— (y—§)3—|—a(y—§)2+b(y—§)—|—c _ y3—i— 3bga2y+ 233—92a7b+27c.
Bez Gjmy na obecnosti tedy mizeme predpokladdat, ze plati a = 0.
Pak kofeny a1, an, a3 € C polynomu f splnuji a1 + ap + a3 = 0.

Vime, ze f1 = a%az + a1a§ + oz%oz3, Br = 05%043 + alag + ozzozg

z ptikladu 2 spliiuji f1 + B2 = 3¢, 182 = b3 +9¢? a

(B1—P2)? = (B1+B2)?—4B182 = 9 —4(b3+9c?) = —4b3—27¢2.
Zvolme d € C, aby d? = 4p3 + 272



Cardanovy vzorce pro koreny kubického polynomu
Libovolny polynom f = x3 + ax? + bx + ¢ € C[x] Ize substituci
y = x+ § upravit do tvaru
f— (y—§)3—|—a(y—§)2+b(y—§)—|—c _ y3—i— 3bga2y+ 233—92a7b+27c.
Bez Gjmy na obecnosti tedy mizeme predpokladdat, ze plati a = 0.
Pak kofeny a1, an, a3 € C polynomu f splnuji a1 + ap + a3 = 0.

Vime, ze f1 = a%az + a1a§ + oz%oz3, Br = 05%043 + alag + ozzoz%

z prikladu 2 splfiuji 81 + B2 = 3¢, B182 = b>+9c? a

(BL—B2)? = (Bi+B2)? =412 = 9c2—4(b*+9c?) = —4b3—27c2.
Zvolme d € C, aby d? = 4b3 +27c?. Pak 51 — Bo = i - d (po
pripadné zaméné ay — a3, az — ap zméni 1 — B2 znaménko).



Cardanovy vzorce pro koreny kubického polynomu
Libovolny polynom f = x3 + ax? + bx + ¢ € C[x] Ize substituci
y = x+ § upravit do tvaru
f— (y—§)3—|—a(y—§)2+b(y—§)—|—c _ y3—i— 3bga2y+ 233—923717-&-27c.
Bez Gjmy na obecnosti tedy mizeme predpokladdat, ze plati a = 0.
Pak kofeny a1, an, a3 € C polynomu f splnuji a1 + ap + a3 = 0.

Vime, ze f1 = a%az + a1a§ + a§a3, Br = 05%043 + alag + ozzoz%

z prikladu 2 splfiuji 81 + B2 = 3¢, B182 = b>+9c? a

(B1—B2)% = (B1+32)2 — 451> = 92 —4(b>+9¢?) = —4b> —27¢2.
Zvolme d € C, aby d? = 4b3 +27c?. Pak 51 — Bo = i - d (po
pripadné zaméné ay — a3, az — ap zméni 1 — B2 znaménko).
TRIK: Oznaéme 71 = a1 + pas + p?as, Y2 = a1 + p2as + pas,

kdep——j—i-f/ a tedy p? ——1 @iap"’:l.



Cardanovy vzorce pro koreny kubického polynomu
Libovolny polynom f = x3 + ax? + bx + ¢ € C[x] Ize substituci
y = x+ § upravit do tvaru
f— (y—§)3—|—a(y—§)2+b(y—§)—|—c _ y3—i— 3bga2y+ 233—923717-&-27c.
Bez Gjmy na obecnosti tedy mizeme predpokladdat, ze plati a = 0.
Pak kofeny a1, an, a3 € C polynomu f splnuji a1 + ap + a3 = 0.

Vime, ze f1 = a%az + a1a§ + a§a3, Br = 05%043 + alag + ozzoz%

z ptikladu 2 spliiuji f1 + B2 = 3¢, 182 = b3 +9¢? a

(B1—B2)2 = (B1+B2)2—4P182 = 92— 4(b3+9c?) = —4b> —27¢2.
Zvolme d € C, aby d? = 4b3 +27c?. Pak 51 — Bo = i - d (po
pripadné zaméné ay — a3, az — ap zméni 1 — B2 znaménko).
TRIK: Oznaéme 1 = a1 + pag + p?az, 12 = a1 + p?az + pas,
kde p = —% + ?i, a tedy p? = —% — @i a p® = 1. Protoze

1+ p+ p? =0, sectenim dostaneme

Mt PPt e ot
a1 = 3 ; Qp = f) a3 = f



Umocnénim na treti po tpravé dostaneme

fyf = a% + ag + a% +3pB1 + 3p2ﬂ2 + 6aianas,
73 = a‘;’ + ag + ag + 3,0251 + 3pB2 + baianas.
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Umocnénim na treti po tpravé dostaneme
fyf = a% + ag + a% +3pB1 + 3p2ﬂ2 + 6aianas,
73 = a‘;’ + ag + ag + 3p2ﬁ1 + 3pB2 + baianas.
Pomoci algoritmu z teorie symetrickych polynom( odvodime
X3+ x3 4+ x3 = s3 — 3515 + 3s3, a tedy o3 + a3 + a3 = —3c. Proto
7 = ~9c—3(B1+ B2) + 22i(B1 — B2) = —Fc — 34,
73 =—9c— 3(B1+ Ba) = 2Pi(B1 — Bo) = ~Fc + 3d.

Z téchto rovnosti mizeme tfeti odmocninou ziskat v1 a 7».
Mame tfi moznosti, jak zvolit 1. Touto volbou zvolime i 2, nebot
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= Oé% + Oé% + Oé§ — Q1 — Q103 — Qo3 =

=(o1 +ax+ 043)2 — 3(0&10&2 + i3 + a2a3) = —3b.



Umocnénim na treti po tpravé dostaneme
fyf = a% + ag + a% +3pB1 + 3p2ﬂ2 + 6aianas,
73 = a‘;’ + ag + ag + 3p2ﬁ1 + 3pB2 + baianas.
Pomoci algoritmu z teorie symetrickych polynom( odvodime
X3+ x3 4+ x3 = s3 — 3515 + 3s3, a tedy o3 + a3 + a3 = —3c. Proto
7 = ~9c—3(B1+ B2) + 22i(B1 — B2) = —Fc — 34,
73 =—9c— 3(B1+ Ba) = 2Pi(B1 — Bo) = ~Fc + 3d.

Z téchto rovnosti mizeme tfeti odmocninou ziskat v1 a 7».
Mame tfi moznosti, jak zvolit 1. Touto volbou zvolime i 2, nebot

Y172 = (a1 + paz + paz) (a1 + pPas + paz) =
= Oé% + Oé% + Oé§ — Q1 — Q103 — Qo3 =

=(o1 +ax+ 043)2 — 3(0&10&2 + i3 + a2a3) = —3b.

Jind volba ~; by jen zaménila oznaceni korenil, nebot
py1 = a3+ pox + pPaz a PPy = ap + paz + pPog.
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coz z uvedeného vyjadreni neni vidét.
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Priklad uziti Cardanovych vzorcii
Priklad 4. Hledejme koteny polynomu f = x3 +x —2 v C.

ReSeni. Je tedy b =1, c = —2, pak d = V4b3 +27c2 = 4/7.
Proto 73 = —Z ¢ — 3¥3d = 27 — 6V/21,

=Lt 3Bd=27+6V2L

To jsou redlna &isla, mizeme tedy zvolit 41 = v/27 — 61/21 € R.
Protoze 7172 = —3 € R, je pak 72 = v/27 + 61/21 € R.

Kofeny polynomu f tedy jsou a3 = %(’71 +72) €R,

az = 3(pP*1 + p12), a3 = 3(p1 + p*72)-

Zadany polynom f vsak ma raciondlni kofen. Vime, Ze racionalnim
kofenem polynomu f muize byt pouze nékteré z Cisel +1, £2,
dosazenim zjistime, Ze kofenem je Cislo 1. Musi tedy platit a; = 1,
coz z uvedeného vyjadreni neni vidét. Dostavdme rozklad
f=(x—1)(x*>+x+2), odkud ap = %ﬁ, az = A%ﬁ

To bychom z Cardanovych vzorcil dostali, jen kdybychom postrehli,
ze (3Y21)° =2 1 21,/51 4 189 4 21,/51 — 27 4 6v/21.



Koreny polynomu ctvrtého stupné
Libovolny polynom f = x* 4+ ax3 4 bx? 4+ cx + d € C[x] Ize
substituci y = x + 7 vyjadfit jako polynom &tvrtého stupné
proménné y, ktery ma nulovy koeficient u y3.
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kolik je jeho nasobnost) pak tedy plati a3 + a + a3z + ag = 0.



Koreny polynomu ctvrtého stupné
Libovolny polynom f = x* 4+ ax3 4 bx? 4+ cx + d € C[x] Ize
substituci y = x + 7 vyjadfit jako polynom &tvrtého stupné
proménné y, ktery ma nulovy koeficient u y3. Proto bez tjmy na
obecnosti mizeme predpokladat, ze a = 0. Pro koreny
aq, o, a3, ag polynomu f (kde kazdy koren je zde uveden tolikrat,
kolik je jeho nasobnost) pak tedy plati a3 + a + a3z + ag = 0.
Definujme f1, 82, B3 jako v prikladu 3, pak

f1= (o1 + az)(az +oa) = —(a1 + 042)2;
fo = (a1 + a3)(az + cu) = —(a1 + a3)2,
,83 = (Oq =+ 044)(012 + 053) = —(041 + a4)2.



Koreny polynomu ctvrtého stupné
Libovolny polynom f = x* 4+ ax3 4 bx? 4+ cx + d € C[x] Ize
substituci y = x + 7 vyjadfit jako polynom &tvrtého stupné
proménné y, ktery ma nulovy koeficient u y3. Proto bez tjmy na
obecnosti mizeme predpokladat, ze a = 0. Pro koreny
aq, o, a3, ag polynomu f (kde kazdy koren je zde uveden tolikrat,
kolik je jeho nasobnost) pak tedy plati a3 + a + a3z + ag = 0.
Definujme f1, 82, B3 jako v prikladu 3, pak

p1 = (a1 + az)(az +au) = —(a1 + 042)2;

B2 = (a1 + az)(a2 + ou) = —(a1 + a3)2,

B3 = (a1 + ag)(az + az) = —(a1 + as)?.

Z prikladu 3 vime, ze (1, B2, B3 jsou kofeny polynomu
g(x) = x3 —2bx® + (b? — 4d)x + 2,

kde jsme vyuzili a = 0.



Koreny polynomu ctvrtého stupné
Libovolny polynom f = x* 4+ ax3 4 bx? 4+ cx + d € C[x] Ize
substituci y = x + 7 vyjadfit jako polynom &tvrtého stupné
proménné y, ktery ma nulovy koeficient u y3. Proto bez tjmy na
obecnosti mizeme predpokladat, ze a = 0. Pro koreny
aq, o, a3, ag polynomu f (kde kazdy koren je zde uveden tolikrat,
kolik je jeho nasobnost) pak tedy plati a3 + a + a3z + ag = 0.
Definujme f1, 82, B3 jako v prikladu 3, pak

p1 = (a1 + az)(az +au) = —(a1 + 042)2;

B2 = (a1 + az)(a2 + ou) = —(a1 + a3)2,

B3 = (a1 + ag)(az + az) = —(a1 + as)?.

Z prikladu 3 vime, ze (1, B2, B3 jsou kofeny polynomu
g(x) = x3 —2bx® + (b? — 4d)x + 2,

kde jsme vyuzili a = 0. Je tedy mozné pomoci Cardanovych vzorci
ziskat 1, B2, 53, odkud po odmocnéni pfi vhodné volbé znamének
snadnym vypoctem dostaneme koreny ag, ao, a3, a4.



Reciproké polynomy

Definice. Polynom f = apx" 4+ ap_1x" 1 + - 4+ a1x + ap € R[x],
kde R je téleso, se nazyva reciproky, jestlize ag # 0 a pro kazdé
i=0,1,...,nplati a,_; = a;.
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Reciproké polynomy

Definice. Polynom f = apx" 4+ ap_1x" 1 + - 4+ a1x + ap € R[x],
kde R je téleso, se nazyva reciproky, jestlize ag # 0 a pro kazdé
i=0,1,...,nplati a,_; = a;.

Nepresné lze fici, ze polynom je reciproky, jestlize nema koren nulu
a ,dostaneme totéz, at uz ¢teme jeho koeficienty zepfedu nebo
zezadu." Divod, proc se tyto polynomy nazyvaji reciproké, naznaci
nasledujici véta.

Véta. Necht je dano téleso R a reciproky polynom
f=anx"+ap_1x"1 4+ +aix+ag € R[x]. Pak pro kazdy koren
a € R polynomu f plati, Ze také a1 € R je kofen polynomu f.

Diikaz. Protoze ag # 0, plati a # 0, a tedy existuje ! € R.
Ziejmé plati " - f(a™!) = ap + ap_1a + -+ + ara™ 1 + apa”.
Uzitim a,_; = a; dostaneme a" - f(a™1) = f(a) = 0, odkud
f(a™1) =0.
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Podminka f(a) = 0 proto vede na to, Ze 3 = a+ a ™! je kofenem
jistého polynomu stupné r. Ze znalosti 5 pak lze urcit o feSenim
kvadratické rovnice.



Priklad hledani korentl reciprokého polynomu

Priklad 5. Naleznéte vSechny koreny polynomu
f=6x>+ x* —43x3 — 43x%2 + x + 6 € C[x].



Priklad hledani korentl reciprokého polynomu

Priklad 5. Naleznéte vSechny koreny polynomu
f=6x>+ x* —43x3 — 43x%2 + x + 6 € C[x].

Reseni. Polynom f je reciproky lichého stupné, proto jej vydélime
polynomem x + 1 a dostaneme f = (x + 1) - g pro polynom
g = 6x* —5x3 —38x2 — 5x + 6.



Priklad hledani korentl reciprokého polynomu

Priklad 5. Naleznéte vSechny koreny polynomu
f=6x>+ x* —43x3 — 43x%2 + x + 6 € C[x].
Reseni. Polynom f je reciproky lichého stupné, proto jej vydélime

polynomem x + 1 a dostaneme f = (x + 1) - g pro polynom
g = 6x* — 5x3 — 38x? — 5x + 6. Hleddme tedy nenulové a € C

tak, aby 60* — 503 — 3802 — 5o+ 6 = 0.
Vydélenim a2 a Gpravou 6(a?® + a=2) —5(a+a"1) — 38 = 0.



Priklad hledani korentl reciprokého polynomu

Priklad 5. Naleznéte vSechny koreny polynomu

f=6x>+ x* —43x3 — 43x%2 + x + 6 € C[x].

Reseni. Polynom f je reciproky lichého stupné, proto jej vydélime
polynomem x + 1 a dostaneme f = (x + 1) - g pro polynom

g = 6x* — 5x3 — 38x? — 5x + 6. Hleddme tedy nenulové a € C

tak, aby 60* — 503 — 3802 — 5o+ 6 = 0.
Vydélenim a2 a Gpravou 6(a?® + a=2) —5(a+a"1) — 38 = 0.
Oznaéme B =a +a L.



Priklad hledani korentl reciprokého polynomu

Priklad 5. Naleznéte vSechny koreny polynomu
f=6x>+ x* —43x3 — 43x%2 + x + 6 € C[x].

Reseni. Polynom f je reciproky lichého stupné, proto jej vydélime
polynomem x + 1 a dostaneme f = (x + 1) - g pro polynom

g = 6x* — 5x3 — 38x? — 5x + 6. Hleddme tedy nenulové a € C
tak, aby 60* — 503 — 3802 — 5o+ 6 = 0.

Vydélenim a2 a Gpravou 6(a?® + a=2) —5(a+a"1) — 38 = 0.
Oznaéme B = o+ a~ L. Pak a® + a2 = 3% — 2 a dostadvame
kvadratickou rovnici 63° — 53 — 50 = 0 s diskriminantem

(=5)% —4-6-(—50) = 1225 = 352,



Priklad hledani korentl reciprokého polynomu

Priklad 5. Naleznéte vSechny koreny polynomu
f=6x>+ x* —43x3 — 43x%2 + x + 6 € C[x].

Reseni. Polynom f je reciproky lichého stupné, proto jej vydélime
polynomem x + 1 a dostaneme f = (x + 1) - g pro polynom

g = 6x* — 5x3 — 38x? — 5x + 6. Hleddme tedy nenulové a € C
tak, aby 60* — 503 — 3802 — 5o+ 6 = 0.

Vydélenim a2 a Gpravou 6(a?® + a=2) —5(a+a"1) — 38 = 0.
Oznaéme B = o+ a~ L. Pak a® + a2 = 3% — 2 a dostadvame
kvadratickou rovnici 63° — 53 — 50 = 0 s diskriminantem

(=5)% —4-6-(—50) = 1225 = 352,

Tato rovnice ma feseni $; = 5+35 10 , B =

Njon



Priklad hledani korentl reciprokého polynomu

Priklad 5. Naleznéte vSechny koreny polynomu
f=6x>+ x* —43x3 — 43x%2 + x + 6 € C[x].

Reseni. Polynom f je reciproky lichého stupné, proto jej vydélime
polynomem x + 1 a dostaneme f = (x + 1) - g pro polynom

g = 6x* — 5x3 — 38x? — 5x + 6. Hleddme tedy nenulové a € C
tak, aby 60* — 503 — 3802 — 5o+ 6 = 0.

Vydélenim a2 a Gpravou 6(a?® + a=2) —5(a+a"1) — 38 = 0.
Oznaéme B = o+ a~ L. Pak a® + a2 = 3% — 2 a dostadvame
kvadratickou rovnici 63° — 53 — 50 = 0 s diskriminantem

(=5)% —4-6-(—50) = 1225 = 352,

5+35 10 By = _ _5

Tato rovnice ma feseni 1 = 3

P¥ipad p; = ? vede na a? — ga—l— 1=0s koreny a1 =3, 01 =

1
3



Priklad hledani korentl reciprokého polynomu

Priklad 5. Naleznéte vSechny koreny polynomu
f=6x>+ x* —43x3 — 43x%2 + x + 6 € C[x].

Reseni. Polynom f je reciproky lichého stupné, proto jej vydélime
polynomem x + 1 a dostaneme f = (x + 1) - g pro polynom

g = 6x* — 5x3 — 38x? — 5x + 6. Hleddme tedy nenulové a € C
tak, aby 60* — 503 — 3802 — 5o+ 6 = 0.

Vydélenim a2 a Gpravou 6(a?® + a=2) —5(a+a"1) — 38 = 0.
Oznaéme B = o+ a~ L. Pak a® + a2 = 3% — 2 a dostadvame
kvadratickou rovnici 63° — 53 — 50 = 0 s diskriminantem

(=5)% —4-6-(—50) = 1225 = 352,

Tato rovnice ma feseni $; = 5+35 10 , B = = —%.
P¥ipad p; = ? vede na a? — ga—l— 1=0s koreny a1 =3, 01 =

P¥ipad 8, = —3 davd a® + 3a +1=0s koteny a3 = —2, ay = —1.

W=



Priklad hledani korentl reciprokého polynomu

Priklad 5. Naleznéte vSechny koreny polynomu
f=6x>+ x* —43x3 — 43x%2 + x + 6 € C[x].

Reseni. Polynom f je reciproky lichého stupné, proto jej vydélime
polynomem x + 1 a dostaneme f = (x + 1) - g pro polynom

g = 6x* — 5x3 — 38x? — 5x + 6. Hleddme tedy nenulové a € C
tak, aby 60* — 503 — 3802 — 5o+ 6 = 0.

Vydélenim a2 a Gpravou 6(a?® + a=2) —5(a+a"1) — 38 = 0.
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Tato rovnice ma reseni 51 = 5+35 10 , Bo = = _%,
PFipad /81 = ? vede na o2 — ?OZ‘F]- =0s koreny o1 =3, 01 = %
Pripad B, = —% dava o2 + %a +1=0skofeny az = -2, ag = _%_

Poslednim kofenem polynomu f je a5 = —1.
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Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813) kolem 1770 sjednotil
mnoho rlznych zndmych trik( uZivanych pro feseni rovnic.
Studoval permutace kofenl a definoval tzv. Lagrangeovy
resolventy. Marné hledal obecné feSeni rovnic 5. a vysSich stupnd.
Nebyl vSak schopen dokazat, ze takové FeSeni neexistuje.
Paolo Ruffini (1765 — 1822) v roce 1799 dal (nekompletni) dikaz,
Ze existuji rovnice 5 stupné, jejichz koreny nelze vyjadrit vzorcem
(s kone¢né mnoha operacemi s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni a
pocitani odmocnin). Jeho prace viak byla prehlizena (méla asi 500
stran), az mnohem pozdéji se zjistilo, ze dikaz nebyl kompletni.
Niels Henrik Abel (1802 — 1829, zemfel na tuberkulézu) dokazal
(pomoci teorie grup nezdvisle na Galoisovi) v roce 1824, ze pro
kofeny rovnic patého a vyssich stupnd neexistuje obecny vzorec.
Evariste Galois (1811 — 1832, zemfrel po souboji), pomoci teorie
grup, kterou objevil nezavisle na Abelovi, nasel kritérium, kterym
Ize urcit, zda koreny polynomu lze zapsat pomoci vzorce
(s koneéné mnoha operacemi s¢itdni, od¢itani, nasobeni, déleni a
pocitani odmocnin).
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Od podatku 19. stoleti, na zdkladé objev(i Abela, Galoise a na né
navazujicich matematik(i hlavnim obsahem algebry prestava byt
feSeni algebraickych rovnic (tj. hledani kofenti polynomil), ale stava
se jim studium algebraickych struktur (grup, okruhd atd.).

Jako priklad Ize uvést Galoisovu teorii studujici grupy symetrii
polynomi. Totiz to, zda kofeny daného polynomu je mozné vyjadrit
algebraickym vyrazem obsahujicim odmocniny, nepozname pfimo
na onom polynomu, ale je mozné to zjistit z jeho grupy symetrii.

Toto téma vSak uz v tomto pfedmétu otvirat nebudeme. Je to
jednim z témat navazujiciho predmétu M3150 Algebra II.



