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Prvky okruhu R[xi, ..., x,] nazyvdme polynomy n proménnych nad
okruhem R, zfejmé je kazdy takovy polynom mozné zapsat jako
koneény soucet scitancl tvaru axilfxg2 .. .xil;’", kde a € R,
0<m<nl1l<ih<b<:-<ip<naky,...,kym€eN.

Pro usnadnéni zapisu pro kazdé i = 1,..., n definujeme x,-0 =1
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1<i<{l = ri+rl =kj+ k!, coz bylo tfeba dokazat.
Pfipad [r1,..., rn] = [ki,. .., kn] |ze dokazat podobné.
Dusledek. Necht f,g € R[xi, ..., xa] jsou nenulové polynomy. Je-li
soucin vedoucich koeficienti polynomi f a g nenulovy, pak
vedouci ¢len soucinu f - g je souc¢inem vedoucich ¢lend polynoma f
a g a vedouci koeficient soucinu f - g je souc¢inem vedoucich
koeficientii polynomii f a g.
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uvédomit, Zze za téchto predpokladi
ro_r r ki ko kn _ ri+ki r2+k2 rnt+k,
aci'cy ...cr - beitey? e = (a- b)et T e T L g,
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zaméfime pouze na jeden aspekt teorie okruhid polynomi vice
proménnych: budeme studovat tzv. symetrické polynomy.
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Diikaz. Plyne z toho, Ze mnozina transpozic
{(1,2),(1,3),...,(1,n)} generuje grupu Sp,.
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Elementdrni symetrické polynomy

Definice. Necht R je okruh. Nasledujici polynomy
Siy...,Sn € R[x1,...,xs] nazyvdme elementarni symetrické
polynomy n proménnych:

S1=X1+ X2+ + Xp,

So = X1Xo + X1X3 + -+ X1 Xp + XoX3 + - + Xn—1Xn,

Sk = E Xiy Xiy « + + X

1<ip<ip<--<ix<n

Sp = X1X2 ...Xp.

Pozndmka. Ztejmé jsou elementdrni symetrické polynomy n
proménnych skutecné symetrické polynomy n proménnych.
Ukazeme, Ze naopak jakykoli symetricky polynom n proménnych
Ize vyjadrit pomoci nich.
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s konstantnimi polynomy i mezi sebou. Proto je zobrazeni

®: R[x1,...,xn] = S uréené predpisem ®(f) = f(s1,...,sp)
homomorfismus okruh.

Nasim cilem je ukazat, Zze ® je izomorfismus.
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priemz plati r; < riy1 pro néjaké i € {1,...,n—1}. Protoze f je
symetricky, aplikaci transpozice (i, + 1) dostaneme, ze f ma také
Clen
rn ri—1 riv1 ri riy2 rn
Xit e XXX G X,

rn.,r rn, r
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Protoze za vedoucim ¢lenem polynomu t podle lemmatu 1 mize
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po konecné mnoha téchto redukcich dostaneme nulovy polynom.
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ostatnich ¢lend.
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Algoritmus

Je dan nenulovy symetricky polynom f € R[x, ..., xy].

Lze predpokladat, ze f je homogenni stupné s = st(f)

(jinak f napiSeme jako soucet nékolika homogennich symetrickych
polynom( a kazdy scitanec vyjadfujeme zvlast).

Necht x;*x3? ... x/" je vedouci ¢len polynomu f.

Vime,zern >n>--->r,n+n+---+rn=s.

VypiSeme viechny n-tice [ki, ..., ks| € N{, které jsou
lexikograficky mensi nez [ry, ..., r,]| a které spliuji
ki>ky>--->kn ki +ko+---+ kp=s.

Necht a je vedouci koeficient polynomu f. Pak pro kazdou
vypsanou n-tici [y, ..., kn] existuje ajx, . x,] € R tak, Ze plati

_ n—r» rn—1—"rn _r, ki—ka kn—1—kn _k,
f=as' ?...5"7] s+ E Aky,....kn] S1 .8, s
[k17~--7kn]

Koeficienty a, ...k, ur¢ime metodou neurcitych koeficientd: obé
strany rovnosti jsou polynomy. Kazdym dosazenim za proménné
dostaneme linearni rovnici pro neznamé koeficienty.



