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Véta 17. Pro kazdé n € N je ®,(x) normovany polynom stupné
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Véta 18. Pro kazdé n € N je ®,(x) ireducibilni polynom nad Q, je
to tedy minimalni polynom ¢isla (, nad Q a [Q(¢n).: Q] = (n).
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Definice. Podtéleso K télesa C se nazyva abelovské, jestlize K/Q
je Galoisovo rozsifeni s komutativni Galoisovou grupou.

Ddsledek. Kazdé podtéleso K libovolného kruhového télesa je
abelovske.

Poznamka. Nasledujici hluboka a slavna véta Kroneckera a Webera
ukazuje, Ze je tomu i naopak:

Véta (Kronecker-Weber). Kazdé abelovské téleso K je podtélesem
vhodného kruhového télesa, tj. existuje n € N tak, ze K C Q(¢p)-
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Priklad. Pro kazdé n > 5 plati, Ze ani S, ani A, nejsou FeSitelné
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grupa A, je jednoducha. Podobné subnormalni fady grupy S, jsou
pouze dvé, totiz S, > {id} a S, > A, > {id}.
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Véta 20. Libovolna podgrupa resitelné grupy je resitelna.
Véta 21. Necht G je konecna grupa, H jeji normalni podgrupa. Pak
plati: grupa G je resitelnd, pravé kdyz jsou H i G/H resitelné grupy.
Pozndmka. Otazka, které konecné grupy jsou resitelné, vedla
k velkému rozvoji teorie grup, zminme nasledujici hluboké vysledky:
» Veéta (Burnside). Je-li fad |G| grupy G délitelny nejvyse
dvéma prvocisly, je G resitelna.
» Véta (Feit—Thompson). Je-li fad |G| grupy G liché Cislo, je G
resitelna.
» Véta (Thompson). Grupa G neni fesitelnd, pravé kdyz existuji
prvky x,y € G, x #1 # y, takové, Ze rady prvkii x, y a xy
jsou po dvou nesoudélné.

Priklad. V grupé A, (pfipadné S,), kde n > 5, zvolme

x = (12345), y = (12)(34), pak xy = (135), a tedy prvky x, y a
xy maji rady 5, 2, 3. Proto z Thompsonovy véty plyne, Ze grupy
A, ani S, nejsou fesitelné.
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Definice. Rozsireni téles F C K se nazyva jednoduché radikalové
rozsirent, jestlize existuji « € K, n € N tak, ze K = F(a) a
a" e F.

Priklad. Pro libovolnad k, m € N je rozsiteni téles Q C Q(+/m)
jednoduché radikélové rozsiteni. Podobné Q C Q((m) je
jednoduché radikalové rozsireni.

Definice. Rozsifeni téles F C K se nazyva radikalové rozsirenti,
jestlize existuji télesa F=Fg C [ C F, C--- C F, = K tak, ze
F;_1 C F; je jednoduché radikalové rozsifeni pro kazdé
i=12,....,m.

Definice. Cislo o € C se nazyva vyjadritelné v radikdlech, jestlize
existuje radikalové rozsiteni télesa Q obsahujici a.

Poznamka. Kazdé komplexni Cislo, které Ize napsat jako
algebraicky vyraz obsahujici raciondlni Cisla, operace scitdni,
odcitani, nasobeni, déleni a n-té odmocniny, kde n € N, je
vyjadritelné v radikalech.
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jestlize je kazdy kofen polynomu f vyjadritelny v radikalech.

Pozndmka. ReSitelny je kazdy polynom f € Q[x], ktery je
kvadraticky (vzpomerfime na stfedoskolsky vzorec), kubicky
(Cardanovy vzorce) anebo stupné 4 (jeho kofeny lze vyjadfit
pomoci kofenl jeho kubické resolventy). Pro¢ pro polynomy stupné
5 neexistuje univerzalni vzorec na vypocet jejich korend, vysvétlil
az Galois nasledujici vétou (kterou uvedeme bez ditkazu).
Pfipomenme, Ze Galoisova grupa polynomu f € Q[x] nad Q je
Gal(K/Q), kde K je rozkladové téleso polynomu f nad Q.

Véta (Galois). Necht f € Q[x] je libovolny nekonstantni polynom.
Pak plati: polynom f je fesitelny, pravé kdyz Galoisova grupa
polynomu f nad Q je resitelnd.

Pozndmka. Galoisova véta ukazuje, ze grupy symetrii hraji

v matematice vyznamnou Ulohu: to, zda je dany polynom freSitelny,
nepozname pfimo na ném, ale pozndme to na grupé symetrii jeho
rozkladového télesa.
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Polynom, ktery neni resitelny
Priklad. Necht f = x> — 6x + 3 € Q[x] a K je rozkladové téleso
polynomu f nad Q. Podle Eisensteinova kriteria je f ireducibilni
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korenl pro polynomy patého stupné!



