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Analogicky opacna nerovnost, z antisymetrie asociativita.
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Priklad. Kazdy fetézec (neboli linedrné uspofddanad mnozina, tj.
usporadand mnozina, v niz jsou kazdé dva prvky srovnatelné) je
svaz: supremem danych dvou prvki je ten vétsi z nich, jejich
infimem je ten mensi.

Priklad. Pro libovolnou mnozinu X je (P(X), C) svaz: supremem
libovolnych dvou podmnozin mnoziny X je jejich sjednoceni, jejich
infimem je jejich prinik.

Priklad. Mnozina prirozenych Cisel N je usporddana relaci
délitelnosti, pfitom (N, |) je svaz: pro libovolna dvé pfirozend &isla
je jejich supremem jejich nejmensi spoleény nasobek a jejich
infimem je jejich nejvétsi spolecny délitel.
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Kromé toho pro kazdé prvky a, b € G plati

aANb=a<—=a<b<=aVvVb=nb.

Dikaz. To, ze (G,V) a (G, A) jsou polosvazy, plyne z véty 1.2 a
principu duality; rovnéz tak ekvivalentnost uvedenych podminek.
Absorpcni zakony jsou zrfejmé.
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Véta 2.2. Necht (G, V,A) je mnozina se dvéma idempotentnimi,
asociativnimi a komutativnimi operacemi, které jsou spolu svazany
absorpcnimi zdkony. Pak plati
1. pro kazdé prvky a,b € G platiaANb=a<= aV b= b,
2. definujeme-li na G relaci < takto: pro libovolné prvky
a,b € G klademe

a<b<= aVvVb=bh,

pak je < usporddani na G takové, ze (G, <) je svaz, v némz
pro libovolné prvky a, b € G je prvek aV b jejich supremum a
prvek a A b jejich infimum.

Diikaz. Necht pro prvky a, b € G plati a A b = a. Pak
avVb=(aAb)Vb=0bV(aAb)=bdleabsorpéniho zdkona.
Opacna implikace analogicky. Ostatni plyne z véty 1.3 a principu
duality.
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Pozndmka. 7 dokazanych vét vyplyvd, zZe svazy jsou totéz co
algebraické struktury (G, V, A) se dvéma idempotentnimi,
asociativnimi a komutativnimi operacemi, svdzanymi spolu
absorpénimi zdkony. Proto i tyto struktury (G, V, A) budeme také
nazyvat svazy.

Princip duality: Je-li (G, V, A) svaz, pak i (G, A, V) je svaz (tzv.
svaz dudlni k pivodnimu svazu). Obecné, jestlize v néjakém platném
tvrzeni o svazech systematicky zaménime supremum < infimum,

V < A, < & >, dostaneme opét platné tvrzeni o svazech.

Pozndmka. Protoze neni nutné zdlraznovat, zda mame na mysli
svaz jako usporddanou mnoZinu nebo jako algebraickou strukturu
se dvéma operacemi, nebudeme dale, nebude-li to z néjakych
divodi vhodné nebo dokonce nevyhnutelné, usporadani ¢i operace
vyznalovat. Budeme tedy misto o svazu (G, <) & svazu (G, V, A)
jednoduse psat o svazu G.
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Véta 2.3. V libovolném svazu G pro kaZzdou trojici prvki
a, b, c € G plati tzv. distributivni nerovnosti

(avb)A(aVvec) > aVv(bAc),
(anb)Vv(anc) <aA(bVeo).

Je-li navic ¢ < a, plati tzv. modularni nerovnost
(anb)vec<an(bVvec).

Ddkaz. Jisté plati aV b > a, aV ¢ > a, tedy a je dolni zavorou
prvki aV b, aV ¢, proto (aV b) A (aV ¢) > a. Plati
avb>b>bAc,aVc>c>bAc, odkud podobné
(aVb)A(aVec)>bAc. Protoje (aV b)A(aV c) horni zévorou
prvkli a, b A ¢ a dostavame prvni distributivni nerovnost. Druhou
Ize principem duality odvodit z prvni.

Je-li navic ¢ < a, plati a A ¢ = ¢, proto modularni nerovnost plyne
z druhé distributivni nerovnosti.
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Pozndmka. Pro svaz G a podmnozinu A C G je podsvaz (A)
(resp. idedl Al, resp. filtr A1) generovany mnozinou A tim
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Definice. Necht G a H jsou svazy, f : G — H zobrazeni. Rekneme,
Ze je f svazovy homomorfismus, jestlize pro kazdé a, b € G plati

f(anb) = f(a)Af(b), f(aVv b)=f(a)Vf(b).

Rekneme, Ze f je svazovy izomorfismus (neboli izomorfismus
svazl), je-li f bijektivni homomorfismus.

Poznamka. Protoze kazdy svaz je také usporddand mnozina, ma
smysl se ptat, zda svazovy homomorfismus je téZ izotonni
zobrazeni.
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oriklad, izotonni zobrazent / \
mezi svazy nemusi byt
. ) o, 'Y > @
svazovym homomorfismem. \/
./.‘.v >.
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Véta 4.1. Necht (G, <) je uspofddand mnozina. Ndsledujici
podminky jsou ekvivalentni:
1. (G, <) je uplny svaz.
2. kazda podmnoZina mnozZiny G md v usporddané mnoZiné
(G, <) supremum.
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5. (G, <) md nejvétsi prvek a kaZzdd neprazdna podmnozina
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Dikaz. Protoze infimum (resp. supremum) prazdné mnoziny je
nejvétsi (resp. nejmensi) prvek, je ¢tvrtd podminka identickd

s druhou a pata s treti.

Druha a treti podminka jsou navzajem dualni, zatimco prvni
podminka je dudlni sama k sobé. Stadi ukdzat, ze prvni je
ekvivalentni s druhou, ekvivalenci prvni s treti dostaneme z duality.
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stranu plati a, b € (al U bl)], protoi aV b e (al Ub]l)|, odkud
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Véta 4.3 (Tarski). Necht G je dplny svaz, ¢ : G — G izotonni
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coz spolu s x < p(x) (vzdyt x € A) dava x < p(a). Je tedy ¢(a)

horni zadvora mnoziny A, tedy jeji supremum a < ¢(a). Z izotonie

v(a) < ¢(p(a)), ale to znamena p(a) € A. Ovéem a je supremum
mnoziny A, proto p(a) < a. Celkem tedy a = ¢(a).
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(g1, ) N (g2, h2) = (g1 A g2, h1 A ho).

Véta 5.1. (G x H,V, ) z predchozi definice je svaz.

Dikaz. Je tfeba ovérit, ze obé operace jsou asociativni, komutativni
a idempotentni a Ze plati absorpc¢ni zakony. To je snadné: vzdy se
pritom vyuzije, ze dokazovand rovnost plati v kazdém z obou svazli
a Ze operace se v soucinu pocitaji po slozkach.



Pozndmky o soucinu svazi

Pozndmka. Jak jsme si rozmysleli v predchozim dlikaze, v soucinu
svazl plati vsechny rovnosti platné v obou svazech.



Pozndmky o soucinu svazi

Pozndmka. Jak jsme si rozmysleli v predchozim dlikaze, v soucinu
svazl plati vsechny rovnosti platné v obou svazech. Vlastnosti,
které se vSak nedaji vyjadrit jako konjunkce rovnosti, uz soucin
svazil zdédit nemusi.



Pozndmky o soucinu svazi

Pozndmka. Jak jsme si rozmysleli v predchozim dlikaze, v soucinu
svazl plati vsechny rovnosti platné v obou svazech. Vlastnosti,
které se vSak nedaji vyjadrit jako konjunkce rovnosti, uz soucin
svazil zdédit nemusi.

Napriklad vlastnost byt retézec mizeme zachytit takto: pro kazdé
dva prvky x, y plati x < y nebo x > y, coz pomoci svazovych
operaci |ze zapsat podminkou x Ay = x nebo x Ay = y.



Pozndmky o soucinu svazi

Pozndmka. Jak jsme si rozmysleli v predchozim dlikaze, v soucinu
svazl plati vsechny rovnosti platné v obou svazech. Vlastnosti,
které se vSak nedaji vyjadrit jako konjunkce rovnosti, uz soucin
svazll zdédit nemusi.

Napriklad vlastnost byt retézec mizeme zachytit takto: pro kazdé
dva prvky x, y plati x < y nebo x > y, coz pomoci svazovych
operaci lze zapsat podminkou x A y = x nebo x A y = y. To vsak
neni konjunkce rovnosti, ale disjunkce.



Pozndmky o soucinu svazi

Pozndmka. Jak jsme si rozmysleli v predchozim dlikaze, v soucinu
svazl plati vsechny rovnosti platné v obou svazech. Vlastnosti,
které se vSak nedaji vyjadrit jako konjunkce rovnosti, uz soucin
svazll zdédit nemusi.

Napriklad vlastnost byt retézec mizeme zachytit takto: pro kazdé
dva prvky x, y plati x < y nebo x > y, coz pomoci svazovych
operaci lze zapsat podminkou x A y = x nebo x A y = y. To vsak
neni konjunkce rovnosti, ale disjunkce.

A skutec¢né, tato vlastnost se souc¢inem nedédi: souéinem dvou
dvouprvkovych retézcil je Ctyrprvkovy svaz, ktery neni fetézec.



Pozndmky o soucinu svazi

Pozndmka. Jak jsme si rozmysleli v predchozim dlikaze, v soucinu
svazl plati vsechny rovnosti platné v obou svazech. Vlastnosti,
které se vSak nedaji vyjadrit jako konjunkce rovnosti, uz soucin
svazll zdédit nemusi.

Napriklad vlastnost byt retézec mizeme zachytit takto: pro kazdé
dva prvky x, y plati x < y nebo x > y, coz pomoci svazovych
operaci lze zapsat podminkou x A y = x nebo x A y = y. To vsak
neni konjunkce rovnosti, ale disjunkce.

A skutec¢né, tato vlastnost se souc¢inem nedédi: souéinem dvou
dvouprvkovych retézcil je Ctyrprvkovy svaz, ktery neni fetézec.

Poznamka. Podobné jako soucin dvou svaz( jsme mohli definovat i
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prvkl a, b, c € G takovych, ze ¢ < a, plati modularni nerovnost

(anb)Ve<an(bVeo).

Definice. Svaz G se nazyva modularni, jestlize pro kazdou trojici
prvkd a, b, c € G plati implikace

c<a == (anb)vVec=aA(bVc).
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podmnozin mnoziny X moduldrni. Snadno se ovéfi, ze pro
libovolné mnoziny A,B,C C X plati AN(BUC)C (AnB)UC.
Jestlize tohzxeAﬂ(BUC) ax¢ C, pakxe ANB.

Priklad. Libovolny fetézec je moduldrni svaz. Stadi ovéFit rovnost
pro kazdy ze tfi pfipadi b<c<a,c<b<a c<a<b Pro
kazdy z nich vzdy vyjde na obou stranach rovnosti , prostredni*
prvek.
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Definice. Necht G je svaz, a,b € G, a < b. Mnozina
[a, b] = {x € G;a < x < b} se nazyva interval ve svazu G.

Pozndmka. Protoze [a, b] = (at) N (b)), je kazdy interval
podsvazem svazu G.
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Véta 6.2. Necht G je modularni svaz, a, b € G libovolné. Pak
intervaly [a,a V b] a [a A b, b] jsou izomorfni svazy.
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Dudlné Ize ukazat, ze zobrazeni g : [a A b, b] — [a,a V b] dané
predpisem g(y) =y V a pro kazdé y € [a A b, b] je izotonni.
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Priklad. Svaz Ms, zvany téz diamant, je modularni.
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c<a = (anb)Vec=aA(bVc)
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zrejmé plati, je-li ¢ nejmensi prvek
svazu (pak je na obou stranach
rovnosti a A b) anebo je-li a
nejvétsi prvek svazu (pak je

na obou stranach rovnosti bV c). . . .
Jestlize a = ¢, plati rovnost také,
tentokrat diky absorpénim zakondm.

V pripadé svazu Ms jsou
tim vylerpdny vSechny moznosti. °
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Véta 6.3. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz pro kazdou trojici prvki
a,b,c € G plati

(anb)v(anc)=aA(bV(aAc)).

Didkaz. Je-li svaz modularni, plyne predchozi rovnost z modularni
rovnosti pro prvky a, b, a A ¢ diky zfejmé nerovnosti a A ¢ < a.
Naopak, necht svaz G spliiuje rovnost této véty a necht a,b,c € G
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(anb)ve=(anb)Vv(anc)=aA(bV(aic))=aA(bVc),

coz jsme méli dokazat.

Diisledek. Soucin modularnich svazii je modularni svaz.
Homomorfni obraz modularniho svazu je modularni svaz.

Dikaz. Vime z dikazu véty 5.1, ze soucin zdédi libovolnou rovnost
platnou v obou svazech. Také tvrzeni o homomorfnich obrazech
plyne z toho, Ze modularita je charakterizovana rovnosti.
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libovolné trojici prvki a, b, ¢ € G tak, ze ¢ < a, a ozname
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xVb=bVc>yVbhb, coz spolu s dfive odvozenou opacnou
nerovnosti ddva x Vb =y V b.
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yAb=(an(bVvc))Ab=an((bVc)Ab)=aAb.



Zx<yplynexVb<yVb nebotzyVb>y>x,yVb>bije
jasné, ze y V b je horni zavora prvk( x, b. Z absorpcniho zakona
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Analogicky z x < y plyne x A b < y A b a z absorpcniho zdkona
yAb=(an(bVvc))Ab=an((bVc)Ab)=aAb.

Jist¢ aAb<(aAb)Vc=x, také aA b < b, proto
yAb=aAb<xAb, opét s opacnou nerovnosti dostadvame
potfebnou rovnost x A b=y A b.



Moduldrni svazy - charakterizace ,,zakdzanym" podsvazem

Véta 6.4. Svaz G je moduldrni, pravé kdyZ pro kaZdou trojici prvkii
a,b,c € G plati implikace

a>c,aANb=cAb,aVvb=cVb = a=c.



Moduldrni svazy - charakterizace ,,zakdzanym" podsvazem

VEta 6.4. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz pro kaZzdou trojici prvki
a,b,c € G plati implikace

a>c,aANb=cAb,aVvb=cVb = a=c.

Véta 6.5. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz neobsahuje podsvaz
izomorfni se svazem Ns (pétidhelnikem).



Moduldrni svazy - charakterizace ,,zakdzanym" podsvazem

VEta 6.4. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz pro kaZzdou trojici prvki
a,b,c € G plati implikace

a>c,aANb=cAb,aVvb=cVb = a=c.

Véta 6.5. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz neobsahuje podsvaz
izomorfni se svazem Ns (pétidhelnikem).

Ddkaz. ,=" Kazdy podsvaz libovolného modularniho svazu je
modularni, coz N5 neni.



Moduldrni svazy - charakterizace ,,zakdzanym" podsvazem

VEta 6.4. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz pro kaZzdou trojici prvki
a,b,c € G plati implikace

a>c,aANb=cAb,aVvb=cVb = a=c.

Véta 6.5. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz neobsahuje podsvaz
izomorfni se svazem Ns (pétidhelnikem).

Ddkaz. ,=" Kazdy podsvaz libovolného modularniho svazu je
modularni, coz N5 neni.

<" Dle véty 6.4. existuji a, b, c € G spliujici a > c,
aANb=cAb,avb=cVb



Moduldrni svazy - charakterizace ,,zakdzanym" podsvazem

VEta 6.4. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz pro kaZzdou trojici prvki
a,b,c € G plati implikace

a>c,aANb=cAb,aVvb=cVb = a=c.

Véta 6.5. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz neobsahuje podsvaz
izomorfni se svazem Ns (pétidhelnikem).

Ddkaz. ,=" Kazdy podsvaz libovolného modularniho svazu je
modularni, coz N5 neni.

<" Dle véty 6.4. existuji a, b, c € G spliujici a > c,
aANb=cAb, aVb=cVb. Pak podmnozina
{a,b,c,aNb,aV b} C G je podsvaz G, ktery neni modularni
podle véty 6.4.



Moduldrni svazy - charakterizace ,,zakdzanym" podsvazem

VEta 6.4. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz pro kaZzdou trojici prvki
a,b,c € G plati implikace

a>c,aANb=cAb,aVvb=cVb = a=c.

Véta 6.5. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz neobsahuje podsvaz
izomorfni se svazem Ns (pétidhelnikem).

Ddkaz. ,=" Kazdy podsvaz libovolného modularniho svazu je
modularni, coz N5 neni.

<" Dle véty 6.4. existuji a, b, c € G spliujici a > c,
aANb=cAb, aVb=cVb. Pak podmnozina
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je, jsou tyto prvky po dvou riizné, proto je b nesrovnatelné s ai c.



Moduldrni svazy - charakterizace ,,zakdzanym" podsvazem

VEta 6.4. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz pro kaZzdou trojici prvki
a,b,c € G plati implikace

a>c,aANb=cAb,aVvb=cVb = a=c.

Véta 6.5. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz neobsahuje podsvaz
izomorfni se svazem Ns (pétidhelnikem).

Ddkaz. ,=" Kazdy podsvaz libovolného modularniho svazu je
modularni, coz N5 neni.

<" Dle véty 6.4. existuji a, b, c € G spliujici a > c,
aANb=cAb, aVb=cVb. Pak podmnozina

{a,b,c,aNb,aV b} C G je podsvaz G, ktery neni modularni
podle véty 6.4. Protoze kazdy nejvyse Ctyrprvkovy svaz moduldrni
je, jsou tyto prvky po dvou riizné, proto je b nesrovnatelné s ai c.
Tento podsvaz je tedy izomorfni s Ns.



Moduldrni svazy - charakterizace ,,zakdzanym" podsvazem

VEta 6.4. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz pro kaZzdou trojici prvki
a,b,c € G plati implikace

a>c,aANb=cAb,aVvb=cVb = a=c.

Véta 6.5. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz neobsahuje podsvaz
izomorfni se svazem Ns (pétidhelnikem).

Ddkaz. ,=" Kazdy podsvaz libovolného modularniho svazu je
modularni, coz N5 neni.

<" Dle véty 6.4. existuji a, b, c € G spliujici a > c,
aANb=cAb, aVb=cVb. Pak podmnozina

{a,b,c,aNb,aV b} C G je podsvaz G, ktery neni modularni
podle véty 6.4. Protoze kazdy nejvyse Ctyrprvkovy svaz moduldrni
je, jsou tyto prvky po dvou riizné, proto je b nesrovnatelné s ai c.
Tento podsvaz je tedy izomorfni s Ns.

Dasledek. Dudlni svaz k moduldrnimu svazu je opét modularni.
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(anb)Vv(anc)<an(bvc
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V libovolném svazu G pro kazdou trojici prvkl a, b, c € G plati
distributivni nerovnosti

(avb)A(aVec)>aV(bAc),
(anb)Vv(anc)<an(bVvec).
Definice. Svaz G se nazyva distributivni, jestlize pro kaZzdou trojici
prvkl a, b, c € G plati distributivni rovnost
(anb)V(anc)=aAn(bVc).
Véta 7.1. Necht G je distributivni svaz. Pak pro kazdou trojici
prvki a, b, c € G plati i ndsledujici distributivni rovnost
(avb)A(aVec)=aV(bAc).
Didkaz. 7 distributivity a absorpéniho zakona dostavame
(avb)A(ave)=((avb)rna)V((avb)Ac)=
=aV((anc)V(bAc))=
=(aV(anc))V(bAc)=aV(bAc).
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Dikaz. V podsvazu se suprema i infima pocitaji jako v plvodnim
svazu.
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Dasledek. Dualni svaz k distributivnimu svazu je opét distributivni.
Priklad. Svaz P(X) vSech podmnozin libovolné mnoziny X je
distributivni. Libovolny retézec je distributivni.

Véta 7.2. KaZdy distributivni svaz je modularni.
Ddkaz. Necht G je distributivni svaz, a, b, c € G takové, ze ¢ < a.
Pak plati modularni rovnost
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Dasledek. Dualni svaz k distributivnimu svazu je opét distributivni.
Priklad. Svaz P(X) vSech podmnozin libovolné mnoziny X je
distributivni. Libovolny fetézec je distributivni.

Véta 7.2. KaZdy distributivni svaz je modularni.

Ddkaz. Necht G je distributivni svaz, a, b, c € G takové, ze ¢ < a.
Pak plati modularni rovnost

an(bvc)=(anb)V(anc)=(aAb)Vec.

Priklad. Svaz Ns (pétitihelnik) ani svaz Ms (diamant) nejsou
distributivni.

VEéta 7.3. Podsvaz distributivniho svazu je distributivni svaz.
Dikaz. V podsvazu se suprema i infima pocitaji jako v plvodnim
svazu.

VEta 7.4. Soucin distributivnich svazii je distributivni svaz.
Homomorfni obraz distributivniho svazu je distributivni svaz.



Distributivni svazy - pfiklady a zakladni vastnosti

Dasledek. Dualni svaz k distributivnimu svazu je opét distributivni.
Priklad. Svaz P(X) vSech podmnozin libovolné mnoziny X je
distributivni. Libovolny fetézec je distributivni.

Véta 7.2. KaZdy distributivni svaz je modularni.

Ddkaz. Necht G je distributivni svaz, a, b, c € G takové, ze ¢ < a.
Pak plati modularni rovnost

an(bvc)=(anb)V(anc)=(aAb)Vec.

Priklad. Svaz Ns (pétitihelnik) ani svaz Ms (diamant) nejsou
distributivni.

VEéta 7.3. Podsvaz distributivniho svazu je distributivni svaz.
Dikaz. V podsvazu se suprema i infima pocitaji jako v plvodnim
svazu.

VEta 7.4. Soucin distributivnich svazii je distributivni svaz.

Homomorfni obraz distributivniho svazu je distributivni svaz.
Dikaz. Vlastnost ,,byt distributivni” je definovdana rovnosti.



Distributivni svazy - ekvivalentni podminka
Pripomenme:
Véta 6.4. Svaz G je modularni, pravé kdyz pro kaZdou trojici prvki
a,b,c € G plati implikace

a>c,aANb=cAb,avVvb=cVb = a=c.
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Distributivni svazy - ekvivalentni podminka
Pripomenme:
Véta 6.4. Svaz G je modularni, pravé kdyz pro kaZdou trojici prvki
a,b,c € G plati implikace

a>c,aANb=cAb,avVvb=cVb = a=c.

VEta 7.5. Svaz G je distributivni, pravé kdyz pro kazdou trojici
prvkii a, b, c € G plati implikace

aANb=cAb, aVb=cVb = a=c. (2)

Dikaz. ,,=" Necht G je distributivni svaz, a, b, c € G splniuji
aANb=cAb,aVb=cVb.Z absorpcnich zakonl a distributivity
c=(cAb)Vc=(anb)Vc=(aVc)A(bVc)=
=(avec)A(avb)=aV(cAb)=aV(aAb)=a.



.<=" Z (2) plyne (1), tedy podle véty 6.4 je G modularni.
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x,y,z € G jsou libovolné.
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a= ((y\/x)/\z) V(xAy)=(yVx)A (z\/(x/\y)),
c=((yvz)Ax)V(zAy)=(yV2)A(xV (zAY)),

tedy pfi zdméné x <> z se zaméni a < c.



.<=" Z (2) plyne (1), tedy podle véty 6.4 je G moduldrni. Necht
x,y,z € G jsou libovolné. Oznaéme b =y,

a=((yVx)AzZ)V(xAy)=(yVX)A(zV(xAy)),
c= ((y\/z)/\x)\/(z/\y):(y\/z)/\(x\/(z/\y)),
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anb = yAN(yVx)A(zV(xAy)) = yA(zV(xAy)) = (yAz)V(xAy) = cAb.
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x,y,z € G jsou libovolné. Oznaéme b =y,

a=((yVx)AzZ)V(xAy)=(yVX)A(zV(xAy)),
c=((yvz)Ax)V(zAy)=(yV2)A(xV (zAY)),
tedy pfi zdméné x <> z se zaméni a <> c¢. Protoze x Ay <y, mame
anb = yAN(yVx)A(zV(xAy)) = yA(zV(xAy)) = (yAz)V(xAy) = cAb.
Podobné z y < y V x plyne

avb = ((yVx)Az)V(xAy)Vy = ((yVx)Az)Vy = (yVx)A(zVy) = cVb.



.<=" Z (2) plyne (1), tedy podle véty 6.4 je G moduldrni. Necht
x,y,z € G jsou libovolné. Oznaéme b =y,

a=((yVx)AzZ)V(xAy)=(yVX)A(zV(xAy)),
c=((yvz)Ax)V(zAy)=(yV2)A(xV (zAY)),
tedy pfi zdméné x <> z se zaméni a <> c¢. Protoze x Ay <y, mame
anb = yAN(yVx)A(zV(xAy)) = yA(zV(xAy)) = (yAz)V(xAy) = cAb.
Podobné z y < y V x plyne
avb = ((yVx)Az)V(xAy)Vy = ((yVx)Az)Vy = (yVx)A(zVy) = cVb.

Pomoci implikace (2) dostdvame a = c.



.<=" Z (2) plyne (1), tedy podle véty 6.4 je G moduldrni. Necht
x,y,z € G jsou libovolné. Oznaéme b =y,

a=((yVx)AzZ)V(xAy)=(yVX)A(zV(xAy)),
c=((yvz)Ax)V(zAy)=(yV2)A(xV (zAY)),
tedy pfi zdméné x <> z se zaméni a <> c¢. Protoze x Ay <y, mame
anb = yAN(yVx)A(zV(xAy)) = yA(zV(xAy)) = (yAz)V(xAy) = cAb.
Podobné z y < y V x plyne
avb = ((yVx)Az)V(xAy)Vy = ((yVx)Az)Vy = (yVx)A(zVy) = cVb.
Pomoci implikace (2) dostdvame a =c. Z x Ay < x plyne
xNa=xN(yVx)A(zV(xAy))=xA(zV(xAy)) =
=(xAz)V(xAy),

xNc=xN(yVz)AxV(zAy))=xAN(xV(zAy))AN(yVz)=
=xA(yVz).



.<=" Z (2) plyne (1), tedy podle véty 6.4 je G moduldrni. Necht
x,y,z € G jsou libovolné. Oznaéme b =y,

a=((yVx)AzZ)V(xAy)=(yVX)A(zV(xAy)),
c=((yvz)Ax)V(zAy)=(yV2)A(xV (zAY)),
tedy pfi zdméné x <> z se zaméni a <> c¢. Protoze x Ay <y, mame
anb = yAN(yVx)A(zV(xAy)) = yA(zV(xAy)) = (yAz)V(xAy) = cAb.
Podobné z y < y V x plyne
avb = ((yVx)Az)V(xAy)Vy = ((yVx)Az)Vy = (yVx)A(zVy) = cVb.
Pomoci implikace (2) dostdvame a =c. Z x Ay < x plyne
xNa=xN(yVx)A(zV(xAy))=xA(zV(xAy)) =
=(xANz)V(xAy),
xNc=xN(yVz)AxV(zAy))=xAN(xV(zAy))AN(yVz)=
=xA(yVz).

Celkem tedy x A(yVz)=xAc=xANa=(xAy)V(xAz).



.<=" Z (2) plyne (1), tedy podle véty 6.4 je G moduldrni. Necht
x,y,z € G jsou libovolné. Oznaéme b =y,

a=((yVx)AzZ)V(xAy)=(yVX)A(zV(xAy)),
c=((yvz)Ax)V(zAy)=(yV2)A(xV (zAY)),
tedy pfi zdméné x <> z se zaméni a <> c¢. Protoze x Ay <y, mame
anb = yAN(yVx)A(zV(xAy)) = yA(zV(xAy)) = (yAz)V(xAy) = cAb.
Podobné z y < y V x plyne
avb = ((yVx)Az)V(xAy)Vy = ((yVx)Az)Vy = (yVx)A(zVy) = cVb.
Pomoci implikace (2) dostdvame a =c. Z x Ay < x plyne
xNa=xN(yVx)A(zV(xAy))=xA(zV(xAy)) =
=(xANz)V(xAy),
xNc=xN(yVz)AxV(zAy))=xAN(xV(zAy))AN(yVz)=
=xA(yVz).

Celkem tedy x A(yVz)=xAc=xANa=(xAy)V(xAz).
Protoze x,y,z € G byly libovolné, je G distributivni svaz.
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svazu je distributivni, coz Ms neni.
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VEta 6.5. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz neobsahuje podsvaz
izomorfni se svazem Ns (pétidhelnikem).
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Diisledek. Svaz G je distributivni, pravé kdyZ neobsahuje ani
podsvaz izomorfni se svazem Ms (diamantem) ani podsvaz
izomorfni se svazem Ns (pétidhelnikem).
Dikaz véty 7.6. ,=" Kazdy podsvaz libovolného distributivniho
svazu je distributivni, coz Ms neni.
+<=" Necht modularni svaz G neni distributivni.
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véty 7.5 existuji a,b,c € G tak, Ze a# c,aANb=cA b,
avVb=cVb.



Distributivni svazy - charakterizace ,,zakdzanymi" podsvazy
Pripomenme:
VEta 6.5. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz neobsahuje podsvaz
izomorfni se svazem Ns (pétidhelnikem).
Véta 7.6. Moduldrni svaz G je distributivni, pravé kdyZ neobsahuje
podsvaz izomorfni se svazem Ms (diamantem).
Diisledek. Svaz G je distributivni, pravé kdyZ neobsahuje ani
podsvaz izomorfni se svazem Ms (diamantem) ani podsvaz
izomorfni se svazem Ns (pétidhelnikem).
Dikaz véty 7.6. ,=" Kazdy podsvaz libovolného distributivniho
svazu je distributivni, coz Ms neni.
»<" Necht moduldrni svaz G neni distributivni. Podle predchozi
véty 7.5 existuji a,b,c € G tak, Ze a# c,aANb=cA b,
aV b= cV b. Podle véty 6.4 jsou a, ¢ nesrovnatelné.
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VEta 6.5. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz neobsahuje podsvaz

izomorfni se svazem Ns (pétidhelnikem).

Véta 7.6. Moduldrni svaz G je distributivni, pravé kdyZ neobsahuje

podsvaz izomorfni se svazem Ms (diamantem).

Diisledek. Svaz G je distributivni, pravé kdyZ neobsahuje ani

podsvaz izomorfni se svazem Ms (diamantem) ani podsvaz

izomorfni se svazem Ns (pétidhelnikem).

Dikaz véty 7.6. ,=" Kazdy podsvaz libovolného distributivniho

svazu je distributivni, coz Ms neni.

»<" Necht moduldrni svaz G neni distributivni. Podle predchozi

véty 7.5 existuji a,b,c € G tak, Ze a# c,aANb=cA b,

aV b= cVb. Podle véty 6.4 jsou a, c nesrovnatelné. Oznaéme
m=((aVc)Ab)V(anc).

Z modularity (diky aAc < a<aVc) plyne
m=(aVvec)A(bV(anc)).
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Mame tedy v moduldrnim svazu G prvky a# ¢, aA b= c A b,
aVb=cVb m=((avc)Ab)V(aAc)=(aVvc)A(bV(aAc)).
Prvky a, ¢ zde vystupuji symetricky, prvek m se nezméni pfi
zaméné a < c.

Pak z modularity

mVa=((avVc)Ab)V(anc)Va= ((aVc)Ab)Va= (aVc)A(bVa),
nebot a < aV c. Protoze bV a je horni zévora b, c, je
bva>aVvc odkud mva=aVc.

Zaménou a < ¢ dostavame, Ze mVc=aV c.

Dualizaci predchoziho vypoltu mAa=aAc=mAc.

Proto {a,c,m,aV c,a A c} je podsvaz svazu G, ktery podle véty
7.5 neni distributivni.

Snadno se ovéfi, ze viechny nejvyse pétiprvkové moduldrni svazy
jsou distributivni s vyjimkou téch, které jsou izomorfni s Ms.

Proto je podsvaz {a,c,m,aV c,a A c} izomorfni s Ms.



VV-nedosazitelnost

Definice. Prvek a svazu G se nazyva V-nedosazitelny, jestlize pro
kazdé b, c € G takové, ze a= bV c, plati a= b nebo a = c.



VV-nedosazitelnost

Definice. Prvek a svazu G se nazyva V-nedosazitelny, jestlize pro
kazdé b, c € G takové, ze a= bV c, plati a= b nebo a = c.

Pozndmka. Prvek a svazu G je tedy V-nedosazitelny, jestlize
neexistuji b,c € G splnujici b< a, c<a,a=bVec.



VV-nedosazitelnost

Definice. Prvek a svazu G se nazyva V-nedosazitelny, jestlize pro
kazdé b, c € G takové, ze a= bV c, plati a= b nebo a = c.

Pozndmka. Prvek a svazu G je tedy V-nedosazitelny, jestlize
neexistuji b,c € G splnujici b< a, c<a,a=bVec.

Ekvivalentné: prvek a svazu G je V-nedosazitelny, jestlize pro kazdé
b,c € G takové, Ze b < a a soulasné ¢ < a, plati bV ¢ < a.



VV-nedosazitelnost

Definice. Prvek a svazu G se nazyva V-nedosazitelny, jestlize pro
kazdé b, c € G takové, ze a= bV c, plati a= b nebo a = c.

Pozndmka. Prvek a svazu G je tedy V-nedosazitelny, jestlize
neexistuji b,c € G splnujici b< a, c<a,a=bVec.

Ekvivalentné: prvek a svazu G je V-nedosazitelny, jestlize pro kazdé
b,c € G takové, Ze b < a a soulasné ¢ < a, plati bV ¢ < a.

Odtud indukci: V-nedosazitelny prvek neni supremem ani zadné
neprazdné konecné mnoziny prvk( ostfe mensich nez on.



VV-nedosazitelnost

Definice. Prvek a svazu G se nazyva V-nedosazitelny, jestlize pro
kazdé b, c € G takové, ze a= bV c, plati a= b nebo a = c.

Pozndmka. Prvek a svazu G je tedy V-nedosazitelny, jestlize
neexistuji b,c € G splnujici b< a, c<a,a=bVec.

Ekvivalentné: prvek a svazu G je V-nedosazitelny, jestlize pro kazdé
b,c € G takové, Ze b < a a soulasné ¢ < a, plati bV ¢ < a.
Odtud indukci: V-nedosazitelny prvek neni supremem ani zadné
neprazdné konecné mnoziny prvk( ostfe mensich nez on.

Oznaceni. Mnozinu vSech V-nedosazitelnych prvki svazu G
oznac¢ime J(G).



VV-nedosazitelnost

Definice. Prvek a svazu G se nazyva V-nedosazitelny, jestlize pro
kazdé b, c € G takové, ze a= bV c, plati a= b nebo a = c.

Pozndmka. Prvek a svazu G je tedy V-nedosazitelny, jestlize
neexistuji b,c € G splnujici b< a, c<a,a=bVec.

Ekvivalentné: prvek a svazu G je V-nedosazitelny, jestlize pro kazdé
b,c € G takové, Ze b < a a soulasné ¢ < a, plati bV ¢ < a.
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Oznaceni. Mnozinu vSech V-nedosazitelnych prvki svazu G
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Véta 7.8. Pro konecny distributivni svaz G uvaZme usporadanou
mnozinu (J(G), <), tj. mnozZinu J(G) vsech V-nedosazitelnych
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Polozme a=x3 V---V x, =sup X, pak pro kazdé i =1,...,n
plati a > x;, tedy x; € al. Protoze také x; € J(G), je x; € n(a).
Dokazali jsme X C n(a). Dokazme nyni opa¢nou inkluzi: zvolme
libovolné y € n(a). Pak y € J(G) a y < a. Proto z distributivity

y=yANa=yAxaV---Vx))=WAx1)V--V(yAxp).

Ovsem y je V-nedosazitelny, a tedy nemiiZze byt supremem mensich
prvki. Existuje tedy i € {1...n} tak, Ze y = y A x;, coz znamena,
ze y < x;. OvSem x; € X, kterd je dédicnd, tedy y € X, tedy
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Proto jsou operacemi suprema a infima ve svazu D(J(G)) pravé
mnozinovy prinik a sjednoceni.

Je tedy (D(J(G)), C) podsvazem svazu (P(J(G)), C) vsech
podmnozin mnoziny J(G).
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Definice. Necht G je svaz s nejmensim prvkem 0 a nejvétSim
prvkem 1. Rekneme, Ze prvek b € G je komplementem prvku

a € G ve svazu G, jestlize platiaAb=0,aVv b=1. Svaz G se
nazyva komplementdrni, jestlize ke kazdému prvku existuje aspon
jeden komplement.

Pozndmka. 7 komutativity obou operaci plyne, ze je-li prvek b
komplementem prvku a, pak je prvek a komplementem prvku b.

Priklad. Svazy Ms (diamant) a Ns (pétithelnik) jsou
komplementarni, avSak k nékterym prvkim existuje komplement(
vice nez jeden.

Priklad. Retézec majici aspoi t¥i prvky neni komplementarni.

Poznamka. Podsvaz komplementarniho svazu nemusi byt
komplementarni: komplementarni svaz N5 (pétidhelnik) obsahuje
Ctyrprvkovy fetézec jako podsvaz.
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Definice. Méjme Booleovy algebry G a H a zobrazeni f : G — H.
Rekneme, Ze je f homomorfismus Booleovych algeber, je-li f
svazovy homomorfismus, pro ktery plati £(0) =0, f(1) = 1.
Rekneme, Ze f je izomorfismus Booleovych algeber, je-li f
bijektivni homomorfismus Booleovych algeber.

Booleovy algebry G a H nazveme izomorfni, jestliZze existuje
izomorfismus Booleovych algeber f : G — H.

Véta 8.6. Necht' f : G — H je homomorfismus Booleovych
algeber, a € G. Pak plati f(a') = f(a)’.
Diikaz. Jisté plati

f(a)Vvf(a)="f(adVva)=Ff(1)=1,
f(a') A f(a) = f(d Aa)=f(0)=0.

Odtud plyne, Ze f(a) je komplementem prvku f(a’) v Booleové
algebre H.
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Konecné Booleovy algebry

Definice. Necht G je Booleova algebra, a € G, a # 0. Rekneme, e
a je atom Booleovy algebry G, jestlize kromé 0 neexistuje zadny
jiny prvek Booleovy algebry G mensi nez a.

Véta 8.7. Necht G je konecna Booleova algebra, A mnoZina vsech
jejich atomi. Pak G je izomorfni s Booleovou algebrou
(P(A),U,N).

Diikaz. UZijeme vétu 7.8. Kazdy atom je V-nedosazitelny, stejné
jako prvek 0. Ukazeme, ze jiné V-nedosazitelné prvky G nema.
Jestlize V-nedosazitelny prvek x € G neni atom ani 0, existuje y € G,
Ze0<y<x.Pakx=xA1l=xA(yVy)=((xAy)V(xAy).
Ze V-nedosazitelnosti x plyne x = x A y/, tj. x < y/, odkud y < y/,
tedy y =y Ay’ =0, spor.

Ukazali jsme, ze J(G) = AU {0}, a protoze libovolné dva rizné
atomy jsou nesrovnatelné, je D(J(G)) = {M C AU {0} | 0 € M}.
Ztejmé zobrazeni f : P(A) — D(J(G)) urcené predpisem

f(M) = MU {0} je izomorfismus usporadanych mnozin, tedy i
svazl, a véta plyne z véty 7.8.
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Definice. Okruh (R, +,-) se nazyva Boolelv okruh, je-li
idempotentni, tj. pro kazdé x € R plati x - x = x.
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Definice. Okruh (R, +,-) se nazyva Boolelv okruh, je-li
idempotentni, tj. pro kazdé x € R plati x - x = x.

Priklad. Pro libovolnou mnoZinu X tvofi (P(X),+,N), kde + zna&i
symetricky rozdil mnozin, tj. A<~ B = (A— B) U (B — A), Booleiv
okruh. Dikaz zanedlouho uvidime, je to specidlni priklad véty 9.2.

VEta 9.1. Netrivialni Booleliv okruh je komutativni okruh
charakteristiky 2.

Dikaz. Z idempotentnosti plyne
141=(1+1)-(1+1)=1-1+1-141-141-1=14+1+4+1+1.
Pri¢tenim —(1 4 1) dostaneme 1 + 1 = 0. Protoze okruh neni
trividlni, plati 1 # 0, a tedy ma charakteristiku 2.
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Booleovy okruhy

Definice. Okruh (R, +,-) se nazyva Boolelv okruh, je-li
idempotentni, tj. pro kazdé x € R plati x - x = x.

Priklad. Pro libovolnou mnoZinu X tvofi (P(X),+,N), kde + zna&i
symetricky rozdil mnozin, tj. A<~ B = (A— B) U (B — A), Booleiv
okruh. Dikaz zanedlouho uvidime, je to specidlni priklad véty 9.2.

VEta 9.1. Netrivialni Booleliv okruh je komutativni okruh
charakteristiky 2.

Dikaz. Z idempotentnosti plyne
141=(1+1)-(1+1)=1-1+1-141-141-1=14+1+4+1+1.
Pri¢tenim —(1 4 1) dostaneme 1 + 1 = 0. Protoze okruh neni
trividlni, plati 1 # 0, a tedy ma charakteristiku 2.

Opét z idempotentnosti pro libovolné x, y € R dostavame

x4y = (x+y) (x+y) = x-x+x-y+y-x+y-y = x+x-y+y-x+y,
odkud x -y = —y - x = y - x, coz jsme méli dokazat.
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Véta 9.2. Necht (G, V, \) je Booleova algebra. Definujme na
mnozZiné G operace + a - takto: pro libovolné x,y € G klademe

x+y=KxAY)YV (' Ny), X-y=xAy.

Pak (G, +,-) je Booleiv okruh.

Diikaz. Obé operace jsou komutativni, ndsobeni je i asociativni a
idempotentni. Pro kazdé x € G plati x+ 0 =x, x+ x =0,
x-1=x. Je tedy (G, ") je pologrupa s neutralnim prvkem 1.
Dokazme distributivni zakon, necht x,y,z € G jsou libovolné.

Z definic a De Morganovych zakon plyne

x-y+x-z=(xAy)AN(xA2))V((xAy) AN(xAz))=
=(xAyAX'VZ) V(X VYy)Axnz)=
=(XAYAX)V(XAYANZYV (X AxAZ)V (Y AxNAz)=
=(xAyANZYV(xAYy' ANZ)=
=xA((yAZ)V (Y NzZ) =x-(y+2),

coz jsme chtéli dokazat.
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Z definice a De Morganovych zdkon( plyne
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Z definice a De Morganovych zdkon( plyne

(x+y) 2= ((xAY)V (X AY) AZ)V (((xAY)V xm 2) =
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permutaci. Proto

(x+ty)+tz=(y+2z)+x=x+(y+2),

a tedy s¢itani je asociativni, tudiz (G, +) je komutativni grupa.
Ukazali jsme, ze (G, +,-) je Boolelv okruh.
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Véta 9.3. Necht (R, +,-) je Booleiv okruh. Definujme na mnoZiné
R operace VV a A takto: pro libovolné x,y € R klademe

xVy=x-y+x+y, XANy=x-Yy.



Booleova algebra vznikd z Booleova okruhu
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