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Je-li R podtélesem télesa T, pak mizeme aditivni grupu (T, +)
chapat jako vektorovy prostor nad télesem R: skalarnim nasobkem
vektoru t € T skaldrem r € R je soucin r - t politany v télese T.
Axiomy vektorového prostoru jsou splnény:

pro kazdé skaldry ri, n» € R a kazdé vektory t1,t> € T plati
> (n+n)-th=n-ti+n-t,

n-(tit+t)=n-t1+n-t,

n-(rn-t1)=(n-nr) t,

» 1.t =t

v

v

(v T plati distributivni zdkony, ndsobeni je asociativni a 1 je
jedni¢ka). Mame tedy definovdnu dimenzi dimg T € NU {00},
ziejmé tato dimenze nem(izZe byt nula.

Definice. Necht R C T je rozsifenim téles. Jeho stupném [T : R]

rozumime dimenzi vektorového prostoru T nad télesem R, tj.
[T: Rl=dimg T.
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Multiplikativnost stupné rozsireni
Véta. Necht R C S, S C T jsou rozsifeni téles. Pak plati

T

[T:S]
[T:R|=[T:S]-[S:R|, S|IT:R]

[S:R]

R

kde uZivdme konvence n- oo = 0o - n = 0o pro kazdé n € NU {oo}.

Dikaz. Je-li [S : R] = oo, pro kazdé n € N v S existuje n linedrné
nezavislych prvki nad R, protoze S C T, jsou tyto prvky v T a
plati [T : R] = oc.

Je-li [T : S] = o0, pro kazdé n € N v T existuje n linedrné
nezavislych prvkd nad S. Ty jsou linedrné nezavislé i nad R, a
proto [T : R] = oc.
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Pak existuji d1,...,0, € S, Ze v = Y7, djcv;. Existuji tedy
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)
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T nad S, B1,...,8m baze S nad R. Ukdzeme, Ze «;f3;
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Pak existuji d1,...,0, € S, Ze v = Y7, djcv;. Existuji tedy

gj € R, ze 6; =Y., ;ifj pro kazdé i. Dosazenim

)
iy (ze,-j@-) o= 3" S i)
i=1 \ j=1 i=1 j=1

Tedy a;f; (1 <i<n,1<j< m)jemnozina generatorii T nad R.

Je-li D771 377 €jj(if3y) pro néjaké e;; € R nulovy vektor, pak

z linedrni nezavislosti ag,...,a, nad S dostaneme, ze

m v 1z - . / V3 s . .
> =18 =0 pro kazdé i = 1,..., n a z linedrni nezavislosti
B1,.-.,Bm nad R dostaneme, Ze ¢;; = 0 pro kazdé i/, j.

Tedy aif; (1<i<n1<j<m)jebaze T nad R.
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Algebraické a transcendentni prvky

Mé&jme rozsifeni téles R C T a polynom
f=apx"+---+aix+a € R[x].

Pak je také f € T|[x], a proto pro kazdé c € T mizeme uvazovat
hodnotu f(c) =a,-c"+---+a1-c+ap € T. Pfipomefime, ze ¢
se nazyva kofenem polynomu f, je-li f(c) = 0.

Definice. Necht R C T je roz&itenim téles, c € T. Rekneme, Ze
prvek ¢ je algebraicky nad télesem R, jestlize existuje nenulovy
polynom f € R[x], jehoz je ¢ kofenem. V opa¢ném pripadé fikame,
ze prvek c je transcendentni nad télesem R.

Pozndmka. O komplexnim Cisle ¢ fikdme, Ze je algebraické (resp.
transcendentni), je-li ¢ algebraické (resp. transcendentni) nad
télesem racionalnich Cisel Q.



Minimalni polynom algebraického prvku

Véta. Necht R C T je rozsifenim téles, c € T algebraicky prvek
nad R.



Minimalni polynom algebraického prvku

Véta. Necht R C T je rozsitenim téles, c € T algebraicky prvek
nad R. Pak c je korenem pravé jednoho normovaného
ireducibilniho polynomu f € R|[x].



Minimalni polynom algebraického prvku

Véta. Necht R C T je rozsitenim téles, c € T algebraicky prvek
nad R. Pak c je korenem pravé jednoho normovaného
ireducibilniho polynomu f € R[x|. Navic plati

1. pro libovolny h € R[x] je h(c) =0, pravé kdyz f | h v R[x],



Minimalni polynom algebraického prvku

Véta. Necht R C T je rozsitenim téles, c € T algebraicky prvek
nad R. Pak c je korenem pravé jednoho normovaného
ireducibilniho polynomu f € R[x|. Navic plati
1. pro libovolny h € R[x] je h(c) =0, pravé kdyz f | h v R[x],
2. R(c)=R[c] v T,



Minimalni polynom algebraického prvku

Véta. Necht R C T je rozsifenim téles, c € T algebraicky prvek
nad R. Pak c je korenem pravé jednoho normovaného
ireducibilniho polynomu f € R[x|. Navic plati
1. pro libovolny h € R[x] je h(c) =0, pravé kdyz f | h v R[x],
2. R(c)=R[c] v T,
3. 1,c,¢%,...,c"1, kde n = st f, je bdzi vektorového prostoru
R[c] nad R,



Minimalni polynom algebraického prvku

Véta. Necht R C T je rozsitenim téles, c € T algebraicky prvek
nad R. Pak c je korenem pravé jednoho normovaného
ireducibilniho polynomu f € R[x|. Navic plati

1.
2.
3.

pro libovolny h € R|[x] je h(c) =0, pravé kdyz f | h v R[x],
R(c)=R[c] v T,

1,c,c?,...,c" 1, kde n = stf, je bdzi vektorového prostoru
R[c] nad R,
stuperi rozsiteni [R(c) : R] =stf.



Minimalni polynom algebraického prvku

Véta. Necht R C T je rozsifenim téles, c € T algebraicky prvek
nad R. Pak c je korenem pravé jednoho normovaného
ireducibilniho polynomu f € R[x|. Navic plati
1. pro libovolny h € R[x] je h(c) =0, pravé kdyz f | h v R[x],
2. R(c)=R[c] v T,
3. 1,c,¢%,...,c"1, kde n = st f, je bdzi vektorového prostoru
R[c] nad R,
4. stupern rozsireni [R(c) : R] =stf.
Dikaz. Protoze c je algebraicky prvek nad R, mizeme mezi viemi

normovanymi polynomy z R[x], jejichz je ¢ kofenem, zvolit
polynom co mozna nejmensiho stupné a oznacit jej f.



Minimalni polynom algebraického prvku

Véta. Necht R C T je rozsifenim téles, c € T algebraicky prvek
nad R. Pak c je korenem pravé jednoho normovaného
ireducibilniho polynomu f € R[x|. Navic plati

1. pro libovolny h € R[x] je h(c) =0, pravé kdyz f | h v R[x],

2. R(c)=R[c] v T,

3. 1,c,¢%,...,c"1, kde n = st f, je bdzi vektorového prostoru

R[c] nad R,
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Véta. Necht R C T je rozsitenim téles, c € T algebraicky prvek
nad R. Pak c je korenem pravé jednoho normovaného
ireducibilniho polynomu f € R[x|. Navic plati
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2. R(c)=R[c] v T,
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R[c] nad R,
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Dikaz. Protoze c je algebraicky prvek nad R, mizeme mezi viemi
normovanymi polynomy z R[x], jejichz je ¢ kofenem, zvolit
polynom co mozna nejmensiho stupné a oznadit jej f. Oznaéme
n=stf. Zfejmé n > 0. Kdyby f = g - h pro néjaké nekonstantni
polynomy g, h € R[x], tak by bylo mozné je zvolit oba normované
a dostali bychom spor, protoze stg < n, sth < n a pritom c by byl
kofenem alespon jednoho z nich. Je tedy f ireducibilni.
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a = h(c) = q(c) - f(c) + r(c) = r(c). Proto 1,¢,c?,...,c"1
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mensino nez n, ktery by mél ¢ za koren, a to by byl spor. Dokazali
jsme bod 3.



Zbyva ukazat, ze R(c) = R]c], jinymi slovy, Ze R|c] je téleso.



Zbyva ukazat, ze R(c) = R]c], jinymi slovy, Ze R|c] je téleso.

Vime, Ze libovolny nenulovy prvek a € R[c] je tvaru oo = h(c).



Zbyva ukazat, ze R(c) = R]c], jinymi slovy, Ze R|c] je téleso.

Vime, Ze libovolny nenulovy prvek a € R[c] je tvaru oo = h(c).
Protoze h(c) = a # 0, tak f { h, a protoze f je ireducibilni, tak
jsou f a h nesoudélné.



Zbyva ukazat, ze R(c) = R]c], jinymi slovy, Ze R|c] je téleso.

Vime, Ze libovolny nenulovy prvek a € R[c] je tvaru oo = h(c).
Protoze h(c) = a # 0, tak f { h, a protoze f je ireducibilni, tak
jsou f a h nesoudélné. Proto jejich nejvétsi spolecny délitel 1 Ize
vyjadfit Bezoutovou rovnosti, tedy existuji polynomy a, b € R[x]
tak,zel=a-f+b- h.



Zbyva ukazat, ze R(c) = R]c], jinymi slovy, Ze R|c] je téleso.

Vime, Ze libovolny nenulovy prvek a € R[c] je tvaru oo = h(c).
Protoze h(c) = a # 0, tak f { h, a protoze f je ireducibilni, tak
jsou f a h nesoudélné. Proto jejich nejvétsi spolecny délitel 1 Ize
vyjadfit Bezoutovou rovnosti, tedy existuji polynomy a, b € R[x]
tak, Ze 1 = a- f + b- h. Dosazenim ¢ odtud dostaneme

1=a(c)-f(c)+ b(c)-h(c)=b(c)-h(c)=b(c)

Je tedy b(c) € R[c] inverzni prvek k prvku a v okruhu R][c].



Zbyva ukazat, ze R(c) = R]c], jinymi slovy, Ze R|c] je téleso.

Vime, Ze libovolny nenulovy prvek a € R[c] je tvaru oo = h(c).
Protoze h(c) = a # 0, tak f { h, a protoze f je ireducibilni, tak
jsou f a h nesoudélné. Proto jejich nejvétsi spolecny délitel 1 Ize
vyjadfit Bezoutovou rovnosti, tedy existuji polynomy a, b € R[x]
tak, Ze 1 = a- f + b- h. Dosazenim ¢ odtud dostaneme

1=a(c)-f(c)+ b(c)-h(c)=b(c)-h(c)=b(c)

Je tedy b(c) € R[c] inverzni prvek k prvku a v okruhu R][c].
Dokazali jsme bod 2, diky niZz z bodu 3 plyne bod 4.



Zbyva ukazat, ze R(c) = R]c], jinymi slovy, Ze R|c] je téleso.

Vime, Ze libovolny nenulovy prvek a € R[c] je tvaru oo = h(c).
Protoze h(c) = a # 0, tak f { h, a protoze f je ireducibilni, tak
jsou f a h nesoudélné. Proto jejich nejvétsi spolecny délitel 1 Ize
vyjadfit Bezoutovou rovnosti, tedy existuji polynomy a, b € R[x]
tak, Ze 1 = a- f + b- h. Dosazenim ¢ odtud dostaneme

1=a(c)-f(c)+ b(c)-h(c)=b(c)-h(c)=b(c)
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Definice. Polynom f € R[x] z pfedchozi véty nazyvame minimalni
polynom algebraického prvku ¢ € T nad R.



Minimalni polynom algebraického prvku - jiny dikaz
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R[c] nad R,
stuperi rozsiteni [R(c) : R] = stf.
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Dikaz. Zobrazeni ¢, které kazdému polynomu h € R[x] pfifadi
jeho hodnotu v ¢, tj. p(h) = h(c), je homomorfismus okruh
¢ : R[x] = T. Obrazem v tomto homomorfismu je
©(R[x]) = {h(c); h € R[x]} = R|c], nebot je to podokruh télesa
T, a to nejmensi z téch, co obsahuji R U {c}. Na diagram
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Oznaéme n=stf.



Oznaéme n = st f. Zvolme libovolné polynom h € R[x] a vydélme
jej se zbytkem polynomem f.



Oznaéme n = st f. Zvolme libovolné polynom h € R[x] a vydélme
jej se zbytkem polynomem f. Mame

h=gq-f+r, q,r € R[x], str<n.



Oznaéme n = st f. Zvolme libovolné polynom h € R[x] a vydélme
jej se zbytkem polynomem f. Mame

h=gq-f+r, q,r € R[x], str<n.

Pak h(c) = q(c) - f(c) + r(c) = r(c).



Oznaéme n = st f. Zvolme libovolné polynom h € R[x] a vydélme
jej se zbytkem polynomem f. Mame

h=gq-f+r, q,r € R[x], str<n.
Pak h(c) = q(c) - f(c) + r(c) = r(c). Odtud

R[c] = {h(c); h € R[x]} =
={r(c); r € R[x], str < n} =

1

={n+n-c+-+r1-c"r,...,m1€ R}



Oznaéme n = st f. Zvolme libovolné polynom h € R[x] a vydélme
jej se zbytkem polynomem f. Mame

h=gq-f+r, q,r € R[x], str<n.
Pak h(c) = q(c) - f(c) + r(c) = r(c). Odtud

R[c] = {h(c); h € R[x]} =
={r(c); r € R[x], str < n} =

1

={n+n-c+-+r1-c"r,...,m1€ R}

Pritom r(c) = 0 znamend f | r, coz kvili str < n = st f nastane
jediné pro r =0,



Oznaéme n = st f. Zvolme libovolné polynom h € R[x] a vydélme
jej se zbytkem polynomem f. Mame

h=gq-f+r, q,r € R[x], str<n.
Pak h(c) = q(c) - f(c) + r(c) = r(c). Odtud

R[c] = {h(c); h € R[x]} =
={r(c); r € R[x], str < n} =

1

={n+n-c+-+r1-c"r,...,m1€ R}

Pritom r(c) = 0 znamend f | r, coz kvili str < n = st f nastane
jeding pro r =0, tedy 1, ¢, c?,...,c" ! je bazi vektorového
prostoru R|[c] nad R.



Oznaéme n = st f. Zvolme libovolné polynom h € R[x] a vydélme
jej se zbytkem polynomem f. Mame

h=gq-f+r, q,r € R[x], str<n.
Pak h(c) = q(c) - f(c) + r(c) = r(c). Odtud

R[c] = {h(c); h € R[x]} =
={r(c); r € R[x], str < n} =

1

={n+n-c+-+r1-c"r,...,m1€ R}

Pritom r(c) = 0 znamend f | r, coz kvili str < n = st f nastane
jeding pro r =0, tedy 1, ¢, c?,...,c" ! je bazi vektorového
prostoru R[c] nad R. Proto [R(c): R] = n.
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Téleso racionalnich funkci

Pozndmka. Libovolnému oboru integrity jsme sestrojili podilové
téleso. Pro libovolné téleso R je okruh polynomi R[x] oborem
integrity, mame tedy podilové téleso i pro néj.

Definice. Necht R je libovolné téleso. Podilové téleso oboru
integrity R[x] nazyvame téleso raciondlnich funkci nad télesem R,
znacime jej R(x).

Libovolny prvek télesa racionalnich funkci je tedy zlomek, ktery ma
ve jmenovateli i Citateli polynomy s koeficienty z télesa R, tedy

R(x) = {;; f g €RIx], g # o}.

Operace s¢itani a nasobeni jsou v R(x) definovény tak, jak jsme
zvykli pracovat se zlomky. Pfitom okruh polynomi R[x] je
podokruhem télesa R(x), nebot libovolny polynom f je ztotoznén

se zlomkem {
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Véta. Necht R C T je rozsifenim téles, c € T transcendentni prvek
nad R.
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Téleso R(c) pro prvek c, ktery je transcendentni nad R
Véta. Necht R C T je rozsifenim téles, ¢ € T transcendentni prvek
nad R. Pak plati

1. Re] SR(c) v T,
2. R[c] Z R[x], R(c) = R(x),
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1. Re] SR(c) v T,
2. R[c] = R[x], R(c) = R(x),
3. stuperi rozsiteni [R(c) : R] = oc.
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Téleso R(c) pro prvek c, ktery je transcendentni nad R
Véta. Necht R C T je rozsifenim téles, ¢ € T transcendentni prvek
nad R. Pak plati

1. Re] SR(c) v T,
2. R[c] ¥ R[x], R(c) & R(x),
3. stuperi rozsiteni [R(c) : R] = oc.
Dikaz. Zobrazeni ¢ pfifazujici kazdému polynomu h € R[x] jeho

hodnotu v ¢, tj. ¢(h) = h(c), je homomorfismus okruhd
¢ : R[x] = T, obrazem je ¢(R[x]) = {h(c); h € R[x]} = R][c].



Téleso R(c) pro prvek c, ktery je transcendentni nad R
Véta. Necht R C T je rozsifenim téles, ¢ € T transcendentni prvek
nad R. Pak plati

1. Re] SR(c) v T,

2. R[c] = R[x], R(c) = R(x),

3. stuperi rozsiteni [R(c) : R] = oc.
Dikaz. Zobrazeni ¢ pfifazujici kazdému polynomu h € R[x] jeho
hodnotu v ¢, tj. ¢(h) = h(c), je homomorfismus okruhd
¢ : R[x] = T, obrazem je ¢(R[x]) = {h(c); h € R[x]} = R][c].
ProtoZe c je transcendentni nad R, je ker o = {0} a ¢ je injekce.



Téleso R(c) pro prvek c, ktery je transcendentni nad R
Véta. Necht R C T je rozsifenim téles, ¢ € T transcendentni prvek
nad R. Pak plati

1. Re] SR(c) v T

2. R[c] = R[x], R(c) = R(x),

3. stuperi rozsiteni [R(c) : R] =
Dikaz. Zobrazeni ¢ pfifazujici kazdému polynomu h € R[x] jeho
hodnotu v ¢, tj. ¢(h) = h(c), je homomorfismus okruhd
¢ : R[x] = T, obrazem je ¢(R[x]) = {h(c); h € R[x]} = R][c].
Protoze c je transcendentni nad R, je kerp = {0} a ¢ je injekce.

Tedy R[x] & R[c]. RS . R|c] s R(¢) (—> T

A

R[X]C—> R(x



Téleso R(c) pro prvek c, ktery je transcendentni nad R
Véta. Necht R C T je rozsifenim téles, ¢ € T transcendentni prvek
nad R. Pak plati

1. Re] SR(c) v T

2. R[c] = R[x], R(c) = R(x),

3. stuperi rozsiteni [R(c) : R] =
Dikaz. Zobrazeni ¢ pfifazujici kazdému polynomu h € R[x] jeho
hodnotu v ¢, tj. ¢(h) = h(c), je homomorfismus okruhd
¢ : R[x] = T, obrazem je ¢(R[x]) = {h(c); h € R[x]} = R][c].
Protoze c je transcendentni nad R, je kerp = {0} a ¢ je injekce.

Tedy R[x] = R[c]. ch—> Rlc] 5 R(c) (—> T
R[X]C—> R(x

Homomorfismus ¢ lze rozsifit na |nJekt|vn| homomorfismus
@ : R(x) — T predpisem g?;(g) = h(c)g(c)~!, obrazem je
podtéleso R(c) télesa T.



Téleso R(c) pro prvek c, ktery je transcendentni nad R
Véta. Necht R C T je rozsifenim téles, ¢ € T transcendentni prvek
nad R. Pak plati

1. Re] SR(c) v T

2. R[c] = R[x], R(c) = R(x),

3. stuperi rozsiteni [R(c) : R] =
Dikaz. Zobrazeni ¢ pfifazujici kazdému polynomu h € R[x] jeho
hodnotu v ¢, tj. ¢(h) = h(c), je homomorfismus okruhd
¢ : R[x] = T, obrazem je p(R[x]) = {h(c); h € R[x]} = R|c].
Protoze c je transcendentni nad R, je kerp = {0} a ¢ je injekce.

Tedy R[x] = R[c]. ch—> Rlc] 5 R(c) (—> T
R[X]C—> R(x

Homomorfismus ¢ lze rozsifit na |nJekt|vn| homomorfismus
@ : R(x) — T predpisem go( ) = h(c)g(c)™?, obrazem je
podtéleso R(c ) télesa T. Zrejme je dimg R[x] = oo, a proto
[R(c) : R] =
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Definice. Necht R C T je rozsireni téles.
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> jednoduché, existuje-li prvek ¢ € T, ktery je algebraicky nad
R, takovy, ze T = R(c);
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rozsireni je
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rozsireni je
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Jednoduchd, konecna a algebraicka rozsireni

Definice. Necht R C T je rozsiteni téles. Rekneme, Ze toto
rozsireni je
> jednoduché, existuje-li prvek ¢ € T, ktery je algebraicky nad
R, takovy, ze T = R(c);
> konecné, je-li stupen [T : R| < oo;
> algebraické, je-li kazdy prvek ¢ € T algebraicky nad R.

Véta. Kazdé jednoduché rozsiteni téles je konecné.

Dikaz. Je-li T = R(c) pro c € T, ktery je algebraicky nad R, pak
vime, ze [T : R = [R(c) : R] =stf, kde f € R[x] je minimalni

polynom prvku ¢ nad R.
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Jednoduch3, konecna a algebraicka rozsireni

Definice. Necht R C T je rozsiteni téles. Rekneme, Ze toto
rozsireni je
> jednoduché, existuje-li prvek ¢ € T, ktery je algebraicky nad
R, takovy, ze T = R(c);
> konecné, je-li stupen [T : R| < oo;

> algebraické, je-li kazdy prvek ¢ € T algebraicky nad R.

Véta. Kazdé jednoduché rozsiteni téles je konecné.

Dikaz. Je-li T = R(c) pro c € T, ktery je algebraicky nad R, pak
vime, ze [T : R = [R(c) : R] =stf, kde f € R[x] je minimalni
polynom prvku ¢ nad R.

Pozndamka. Pro télesa charakteristiky nula plati i opacna implikace,

tuto vétu vSak budeme dokazovat az v pfedmétu Galoisova teorie:
Kazdé konelné rozsiteni téles charakteristiky nula je jednoduché.
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Véta. KaZzdé konecné rozsireni téles je algebraické.
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Véta. KaZzdé konecné rozsireni téles je algebraické.

Dikaz. Necht R C T je konelné rozsireni téles, pak stupen
[T : R] = m je pfirozené Cislo.



v s

Jednoduch3, konecna a algebraicka rozsireni

Véta. KaZzdé konecné rozsireni téles je algebraické.

Dikaz. Necht R C T je konelné rozsireni téles, pak stupen
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zavislé nad R, nebot je jich vice nez dimg T = m.
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Jednoduch3, konecna a algebraicka rozsireni

Véta. KaZzdé konecné rozsireni téles je algebraické.

Dikaz. Necht R C T je konelné rozsireni téles, pak stupen

[T : R] = m je pfirozené Cislo.

Pro libovolny prvek ¢ € T jsou prvky 1,c,c?,...,c™ linearné
zavislé nad R, nebot je jich vice nez dimg T = m.

Existuji tedy rg, 11, ..., rm € R, ne vSechny nulové, tak, ze
-l+n-c+m-c2+--+ryp-c™=0.

Proto je ¢ kofenem nenulového polynomu
r=rmx™+---+nx+rn € R[x], a tedy c je algebraicky nad R.



Jednoduchd, konecna a algebraicka rozsireni

Véta. KaZzdé konecné rozsireni téles je algebraické.

Dikaz. Necht R C T je konelné rozsireni téles, pak stupen

[T : R] = m je pfirozené Cislo.

Pro libovolny prvek ¢ € T jsou prvky 1,c,c?,...,c™ linearné
zavislé nad R, nebot je jich vice nez dimg T = m.

Existuji tedy rg, 11, ..., rm € R, ne vSechny nulové, tak, ze
-l+n-c+m-c2+--+ryp-c™=0.

Proto je ¢ kofenem nenulového polynomu
r=rmx™+---+nx+rn € R[x], a tedy c je algebraicky nad R.

Diisledek. Necht R C T je rozsiteni téles. Jestlize téleso T
obsahuje prvek transcendentni nad R, pak [T : R] = oc.



Konstrukce jednoduchého rozsireni
Véta. Necht R je téleso, f € R[x] normovany ireducibilni polynom.
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Konstrukce jednoduchého rozsireni
Véta. Necht R je téleso, f € R[x] normovany ireducibilni polynom.
Pak R[x]|/(f) je téleso, které je jednoduché rozsiteni télesa R.
Presnéji: ztotoznime libovolny prvek r € R s tfidou r + (f)
obsahujici konstantni polynom r a oznaéime ¢ = x + (f) tfidu
obsahujici polynom x, pak R[x]/(f) = R(c) a f je minimalni
polynom prvku ¢ nad R.
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Ddkaz. Protoze f je ireducibilni polynom nad télesem R, hlavni
idedl (f) € R[x] je maximalnim idedlem okruhu polynomi R[x].
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injektivni.



Konstrukce jednoduchého rozsireni
Véta. Necht R je téleso, f € R[x] normovany ireducibilni polynom.
Pak R[x]|/(f) je téleso, které je jednoduché rozsiteni télesa R.
Presnéji: ztotoznime libovolny prvek r € R s tridou r + (f)
obsahujici konstantni polynom r a oznaéime ¢ = x + (f) tfidu
obsahujici polynom x, pak R[x]/(f) = R(c) a f je minimalni
polynom prvku ¢ nad R.
Diikaz. Protoze f je ireducibilni polynom nad télesem R, hlavni
idedl (f) € R[x] je maximalnim idedlem okruhu polynomi R[x].
Protoze R[x] je komutativni okruh, je faktorokruh T = R[x]/(f)
téleso. R « s . R[x]

Tk

T = R[x]/(f)

Protoze 7|g : R — T je homomorfismus okruh(i mezi télesy, je
injektivni. Proto miZeme ztotoznit libovolny prvek r € R s jeho
obrazem r+ (f) v T.



Konstrukce jednoduchého rozsireni
Véta. Necht R je téleso, f € R[x] normovany ireducibilni polynom.
Pak R[x]|/(f) je téleso, které je jednoduché rozsiteni télesa R.
Presnéji: ztotoznime libovolny prvek r € R s tridou r + (f)
obsahujici konstantni polynom r a oznaéime ¢ = x + (f) tfidu
obsahujici polynom x, pak R[x]/(f) = R(c) a f je minimalni
polynom prvku ¢ nad R.

Diikaz. Protoze f je ireducibilni polynom nad télesem R, hlavni

idedl (f) € R[x] je maximalnim idedlem okruhu polynomi R[x].
Protoze R[x] je komutativni okruh, je faktorokruh T = R[x]/(f)
téleso. RS R[x]

Tk

T = R[x]/(f)

Protoze 7|g : R — T je homomorfismus okruh(i mezi télesy, je
injektivni. Proto miZeme ztotoznit libovolny prvek r € R s jeho
obrazem r + (f) v T. Po tomto ztotoznéni je R podtélesem télesa
T, mame tedy rozsireni téles R C T.



Ozna¢me ¢ = x + (f) tfidu obsahujici linedrni polynom x.



Oznaéme ¢ = x + (f) tfidu obsahujici linedrni polynom x. Pak pro
libovolny polynom g = gmx™ + -+ + g1x + go € R|[x] plati

glc) =gmc™+-- - +gic+g=
= (gm + (F))(x+(F))"+ -+ (g1 + (£))(x + () + (g0 + () =
= (gmx" + -+ gix + go) + (f) = g + (f).



Oznaéme ¢ = x + (f) tfidu obsahujici linedrni polynom x. Pak pro
libovolny polynom g = gmx™ + -+ + g1x + go € R|[x] plati

glc) =gmc™+-- - +gic+g=
= (gm + (F))(x+(F))"+ -+ (g1 + (£))(x + () + (g0 + () =
= (gmx" + -+ gix + go) + (f) = g + (f).

Odtud T = R(c).
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Oznaéme ¢ = x + (f) tfidu obsahujici linedrni polynom x. Pak pro
libovolny polynom g = gmx™ + -+ + g1x + go € R|[x] plati

g(c) =gmc" +- - +ac+g =
= (gm + ()X + ()" +---+ (& + ( Nx+(F)) + (go + () =
= (gmx’"+-~+g1x+go)+(f) + (f).

Odtud T = R(c). Specidlné f(c) =f +(f) =0+ (f) =0, a tedy

c je kofenem polynomu f. ProtozZe f je normovany a ireducibilni
nad R, je f minimalnim polynomem prvku c.

Poznamka. Je-li stf > 1, nema polynom f v télese R Zadny koren.



Oznaéme ¢ = x + (f) tfidu obsahujici linedrni polynom x. Pak pro
libovolny polynom g = gmx™ + -+ + g1x + go € R|[x] plati

g(c)=gmc™+---+gic+g =

= (gm + (M) x+ ()" +--- + (& +( Nx+(F)) + (go + () =

:(gmx’"+~-+g1x+go)+(f) + (f).

Odtud T = R(c). Specidlné f(c) =f +(f) =0+ (f) =0, a tedy
c je kofenem polynomu f. ProtozZe f je normovany a ireducibilni
nad R, je f minimalnim polynomem prvku c.

Poznamka. Je-li stf > 1, nema polynom f v télese R Zadny koren.

Konstrukci z predchozi véty jsme téleso R ,rozsirili" na téleso
R(c), pficemz minimalni polynom prvku c je pravé f.



Oznaéme ¢ = x + (f) tfidu obsahujici linedrni polynom x. Pak pro
libovolny polynom g = gmx™ + -+ + g1x + go € R|[x] plati

g(c)=gmc™+---+gic+g =

= (gm + (M) x+ ()" +--- + (& +( Nx+(F)) + (go + () =

:(gmx’"+~-+g1x+go)+(f) + (f).

Odtud T = R(c). Specidlné f(c) =f +(f) =0+ (f) =0, a tedy
c je kofenem polynomu f. ProtozZe f je normovany a ireducibilni
nad R, je f minimalnim polynomem prvku c.

Poznamka. Je-li stf > 1, nema polynom f v télese R Zadny koren.
Konstrukci z predchozi véty jsme téleso R ,rozsirili" na téleso
R(c), pficemz minimalni polynom prvku c je pravé f.

Porovnanim s dlikazem véty o minimalnim polynomu vidime, Ze
takové rozsireni je jediné aZ na izomorfismus, je totiz izomorfni

s faktorokruhem R[x]/(f).
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Rozkladové téleso polynomu
Véta. Necht' R je téleso a f € R[x] nekonstantni polynom. Pak
existuje rozsiteni T télesa R takové, Ze f se v T|x| rozklddd na
soucin linedrnich Ciniteld.
Dikaz. Vétu dokazeme indukci vzhledem ke st f.
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K = R[x]/(g1) rozsifeni télesa R, ve kterém ma polynom g kofen
a = x + (g1). Existuje proto normovany polynom g € K[x] takovy,
Zegi=(x—a)-q. Oznaéme g = a-q- g - gk € K[x], pak
f=(x—a)-gastg=stf—1.
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Proto podle indukéniho predpokladu existuje rozsireni T télesa K
takové, ze g se v T[x] rozkladd na soudin linedrnich initeld. Pak
T je také rozsifeni télesa R takové, ze f se v T[x] rozklada na
soucin linedrnich Ciniteld.

Definice. Podle predchozi véty pro libovolny nekonstantni polynom
f € R[x], kde R je téleso, existuje rozsiteni R C T takové, ze

f=a (x—a1) - (x—anp),

kde a € R, a1,...,a, € T. Pak téleso R(a1,...,a,) nazyvame
rozkladové téleso polynomu f nad télesem R.

Pozndmka. Je mozné dokazat, ze rozkladové téleso polynomu f
nad télesem R je uréeno jednoznac¢né az na izomorfismus: jsou-li
K, L obé rozkladova télesa polynomu f nad télesem R, pak existuje
izomorfismus ¢ : K — L takovy, ze ¢(r) = r pro kazdé r € R.
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Véta. Necht R C T je rozsiteni téles. Pak plati: R C T je
Jednoduché rozsiteni, pravé kdyz existuje polynom f € R|[x]|, ktery
Je ireducibilni nad R, a izomorfismus okruhi v : R[x]/(f) — T
tak, Ze nasledujici diagram komutuje

,Tc_c> R[x]
T <Y OR[x]/(F)

Dikaz. ,=" Je-li T = R(c), kde c je algebraicky prvek nad R,
pak jsme izomorfismus 1) ziskali v ditkaze véty o minimalnim
polynomu (tam se jmenoval Q).
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RS R[]

j |

T <Y OR[N /(F)

.<=" Oznaéme ¢ = 9(x + (f)) € T. Pro libovolny polynom
g =8mx" + -+ g1x + g € R[x] plati

g(c) =gmc™+ - +gic+ g =
= 1P(gm + () - (V(x +(F))" +-
+¥(g1 + () - ¥(x + (F)) + w(g ())=
= (gmx™ + - + gix + go + () = ¥ (g + (f)).

Libovolny prvek télesa T je tedy tvaru g(c) pro vhodny g € R[x],
proto T = R(c). Volbou g = f dostaneme
f(c) = ¢(f +(f)) = (0 +(£)) =0,

a tudiz c je algebraicky nad R.
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Diikaz. Ztejmé R C A, nebot kazdy r € R je korenem nenulového
polynomu x — r € R[x]. Musime dokazat, ze pro kazdé o, 5 € A
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(R(«))(B) je nejmensi podtéleso télesa T obsahujici (R(«)) U{S},
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algebraicky nad R(«) a plati [R(«, 8) : R(«v)] < oo. Dohromady
[R(e, B) : R] = [R(c, B) : R(c)] - [R(«x) : R] < 00. Protoze kazdé
konecné rozsiteni téles je algebraické, plati, ze

—a,a+ f,a-p € R(a, 3), a pokud « # 0, tak také

a~! € R(a, B) jsou algebraické prvky nad R.
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Priklad nekonecného algebraického rozsireni

Aplikujme predchozi vétu na rozsifeni Q C C. Pak A je téleso
vsech algebraickych cisel. Proto je Q C A algebraické rozsireni.

Ukazeme, ze Q C A neni konecné. Pro libovolné n € N je polynom
x™ — 2 je ireducibilni nad Q podle Eisensteinova kriteria, a tedy je
minimalnim polynomem algebraického &isla v/2, odkud

[Q(V2): Q] = n.



Priklad nekonecného algebraického rozsireni

Aplikujme predchozi vétu na rozsifeni Q C C. Pak A je téleso
vsech algebraickych cisel. Proto je Q C A algebraické rozsireni.

Ukazeme, ze Q C A neni konecné. Pro libovolné n € N je polynom
x™ — 2 je ireducibilni nad Q podle Eisensteinova kriteria, a tedy je
minimalnim polynomem algebraického &isla v/2, odkud

[Q(+v/2) : Q] = n. Proto vektorovy prostor A nad Q obsahuje
n-rozmérny vektorovy podprostor pro kazdé n € N, nemize byt
tedy koneénérozmérny.
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(Ne)resitelnost geometrickych Gloh pravitkem a kruZitkem

Z antiky pochazeji tfi problémy, jejichz feSeni pravitkem a
kruzitkem nebylo zndmo:

» trisekce thlu (rozdélit dany Ghel na tfetiny),

» zdvojeni krychle (k dané krychli sestrojit krychli
dvojnasobného objemu, tj. k GseCce dané délky najit Gsecku
V/2-krat del$i),

» kvadratura kruhu (k danému kruhu sestrojit ¢tverec o stejném
obsahu).

Abychom mohli dokazat, Ze zadné FeSeni téchto Gloh neexistuje,
musime presné specifikovat, co to znamena resit Glohu pravitkem a
kruzitkem.



Predpokladejme, Ze v roviné je zadano konecné mnoho bodil
popisujicich zadani Glohy.



Predpokladejme, Ze v roviné je zadano konecné mnoho bodil
popisujicich zadani Glohy. Témto bodim budeme fikat vyznacné.



Predpokladejme, Ze v roviné je zadano konecné mnoho bodil
popisujicich zadani Glohy. Témto bodim budeme fikat vyznacné.
Smime sestrojit libovolnou pfimku prochazejici dvéma vyznaénymi
body a libovolnou kruznici, jejimz stfedem je vyznacny bod a
polomérem vzdalenost nékterych dvou vyznaénych bodd.



Predpokladejme, Ze v roviné je zadano konecné mnoho bodil
popisujicich zadani Glohy. Témto bodim budeme fikat vyznacné.
Smime sestrojit libovolnou pfimku prochazejici dvéma vyznaénymi
body a libovolnou kruznici, jejimz stfedem je vyznacny bod a
polomérem vzdalenost nékterych dvou vyznaénych bodd.
Libovolny prisecik sestrojenych kruznic ¢i pfimek miizeme pridat
k vyznacnym boddm.



Predpokladejme, Ze v roviné je zadano konecné mnoho bodil
popisujicich zadani Glohy. Témto bodim budeme fikat vyznacné.
Smime sestrojit libovolnou pfimku prochazejici dvéma vyznaénymi
body a libovolnou kruznici, jejimz stfedem je vyznacny bod a
polomérem vzdalenost nékterych dvou vyznaénych bodd.

Libovolny prisecik sestrojenych kruznic ¢i pfimek miizeme pridat

k vyznacnym bodiim. Jde o to, jestli po kone¢né mnoha krocich lze
docilit toho, ze mezi vyznaénymi body je bod, ktery popisuje reseni
dané dlohy.



Predpokladejme, Ze v roviné je zadano konecné mnoho bodil
popisujicich zadani Glohy. Témto bodim budeme fikat vyznacné.
Smime sestrojit libovolnou pfimku prochazejici dvéma vyznaénymi
body a libovolnou kruznici, jejimz stfedem je vyznacny bod a
polomérem vzdalenost nékterych dvou vyznaénych bodd.

Libovolny prisecik sestrojenych kruznic ¢i pfimek miizeme pridat

k vyznacnym bodiim. Jde o to, jestli po kone¢né mnoha krocich lze
docilit toho, ze mezi vyznaénymi body je bod, ktery popisuje reseni
dané dlohy.

Zavedeme v této roviné soustavu souradnic, rovinu tedy
ztotoznujeme s kartézskym soucinem R x R.



Predpokladejme, Ze v roviné je zadano konecné mnoho bodil
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Smime sestrojit libovolnou pfimku prochazejici dvéma vyznaénymi
body a libovolnou kruznici, jejimz stfedem je vyznacny bod a
polomérem vzdalenost nékterych dvou vyznaénych bodd.

Libovolny prisecik sestrojenych kruznic ¢i pfimek miizeme pridat

k vyznacnym bodiim. Jde o to, jestli po kone¢né mnoha krocich lze
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Jsou dany dva body o soufadnicich [0,0] a [0, 1], cilem je ziskat

bod [0, v/2].
Je tedy Top = Q.

Protoze x3 — 2 je minimalni polynom &isla v/2 nad Q, plati
[Q(V?2) : Q] =3.
Jestlize tedy v/2 € T,, pak 3| [T, : Tol. T,

Q(v2)
To=Q

To spolu s odvozenou délitelnosti [T, : To] | 2" dava spor 3 | 2".
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cos3a = cos3 o — 3cosarsin? o« = 4 cos3 o — 3 cos .

Pro a = § dostdvame, Ze ¢ = 2cos g je kofenem polynomu
— 3x — 1. Tento kubicky polynom nema raciondlni kofen (£1
kofen neni), a tedy je ireducibilni nad Q.

Odtud [Q(cos ) : Q] = 3 a stejné jako v predchozim pripadé
dostavame spor.
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V tomto pfipadé€ vyuzijeme toho, ze 7 je transcendentni Cislo
(tento fakt zde nebudeme dokazovat).

Jsou dédny dva body o soufadnicich [0,0] a [0, 1]. Kruh
jednotkového poloméru ma obsah 7. Cilem je ziskat bod [0, \/7].
Opét mame Ty = Q.

Predpokladejme, ze \/m € T, pak ™ € T,,.

Protoze 7 je transcendentni nad Q, plyne odtud [T, : Q] = oo, coz
je spor s tim, ze Q C T, je konecné rozsireni.



