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Okruh hlavnich ideali

Véta. Necht R je netrividlni komutativni okruh. Pak R je téleso,
pravé kdyz R a {0} jsou jediné idedly okruhu R.
Definice. Okruh R se nazyva okruh hlavnich ideald, jestlize

> R je obor integrity;

> kazdy idedl okruhu R je hlavni.
Priklady. Okruh Z je okruh hlavnich idedli. Kazdé téleso je okruh
hlavnich idedli. Okruh zbytkovych tfid Z,, je okruh hlavnich ideald,
pravé kdyz je m prvocislo. Okruh Z[x] neni okruh hlavnich ideald.

Véta. Necht R je téleso. Pak kazdy idedl okruhu polynomi R[x] je
hlavni.

Disledek. Necht R je téleso. Pak okruh polynomi R|[x] je okruh
hlavnich idedld.

VEéta. Jestlize R je okruh hlavnich ideadli, pak je R okruh
s jednoznacnym rozkladem.

Dikaz je uveden napriklad v knize Dummit, Foote: Abstract
Algebra v kapitole 8.3.
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Maximalni idealy, prvoidealy

Véta. Necht | je idedl komutativniho okruhu R. Pak faktorokruh
R/I je téleso, pravé kdyz | je maximalni idedl okruhu R.

Definice. Necht | je idedl okruhu R. Rekneme, Ze I je prvoideal
okruhu R, jestlize R # | a soucasné pro libovolné prvky a,b € R
plati implikace a-bel = aé&€lnebobel.

Véta. Necht' | je idedl komutativniho okruhu R. Pak faktorokruh
R/I je obor integrity, pravé kdyz | je prvoideal okruhu R.
Dasledek. Jestlize | je maximalni ideadl komutativniho okruhu R,
pak I je prvoidedl okruhu R.
Véta. Necht R je téleso a f € R|[x]|, f # 0, ndsledujici vyroky jsou
ekvivalentni:

1. (f) je maximdini idedl okruhu R[x];

2. (f) je prvoidedl okruhu R|[x];

3. f je ireducibilni polynom nad R.



Opakovani: Hlavni véta o faktorgrupach

Véta (Hlavni véta o faktorgrupach). Necht f : G — K je
homomorfismus grup, H normalni podgrupa grupy G splriujici
H C ker f. Necht ©: G — G/H je projekce grupy G na
faktorgrupu G/H.
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Pak existuje, a to jediné, zobrazeni f : G/H — K splfiujici
fomr=F.
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Opakovani: Hlavni véta o faktorgrupach

Véta (Hlavni véta o faktorgrupach). Necht f : G — K je
homomorfismus grup, H normalni podgrupa grupy G splriujici
H C ker f. Necht ©: G — G/H je projekce grupy G na
faktorgrupu G/H.

Pak existuje, a to jediné, zobrazeni f : G/H — K splfiujici
fomr=F.

Navic plati: G/H

» f je homomorfismus grup,

> f je injekce, pravé kdyz H = kerf,
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> f je surjekce, pravé kdyz f je surjekce.
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Véta (Hlavni véta o faktorgrupach). Necht f : G — K je
homomorfismus grup, H normalni podgrupa grupy G splriujici
H C ker f. Necht ©: G — G/H je projekce grupy G na
faktorgrupu G/H.

Pak existuje, a to jediné, zobrazeni f : G/H — K splfiujici
fomr=F.

Navic plati: G/H
» f je homomorfismus grup,
» f je injekce, pravé kdy? H = ker f,

» f je surjekce, pravé kdyZ? f je surjekce.

Dasledek. Je-li f : G — K surjektivni homomorfismus grup, pak
plati G/(kerf) = K.



Hlavni véta o faktorokruzich

Véta (Hlavni véta o faktorokruzich). Necht f : R — K je
homomorfismus okruhd, | idedl okruhu R splniujici | C ker f. Necht
m: R— R/l je projekce okruhu R na faktorokruh R/I.
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m: R— R/l je projekce okruhu R na faktorokruh R/I.

Pak existuje, a to jediné, zobrazeni f : R/l — K spliiujici
fomr=fF.

Navic plati: R/I

» f je homomorfismus okruhd,



Hlavni véta o faktorokruzich

Véta (Hlavni véta o faktorokruzich). Necht f : R — K je
homomorfismus okruhd, | idedl okruhu R splniujici | C ker f. Necht
m: R— R/l je projekce okruhu R na faktorokruh R/I.

Pak existuje, a to jediné, zobrazeni f : R/l — K spliiujici
fomr=fF.

Navic plati: R/1
» f je homomorfismus okruhd,

» f je injekce, pravé kdyZ | = kerf,



Hlavni véta o faktorokruzich

Véta (Hlavni véta o faktorokruzich). Necht f : R — K je
homomorfismus okruhd, | idedl okruhu R splniujici | C ker f. Necht
m: R— R/l je projekce okruhu R na faktorokruh R/I.

Pak existuje, a to jediné, zobrazeni f : R/l — K spliiujici
fomr=fF.

Navic plati: R/I

» f je homomorfismus okruhd,

» f je injekce, pravé kdyz | = kerf,
» f je surjekce, pravé kdyZ? f je surjekce.



Hlavni véta o faktorokruzich

Véta (Hlavni véta o faktorokruzich). Necht f : R — K je
homomorfismus okruhd, | idedl okruhu R splniujici | C ker f. Necht
m: R— R/l je projekce okruhu R na faktorokruh R/I.

Pak existuje, a to jediné, zobrazeni f : R/l — K spliiujici
fomr=fF.

Navic plati: R/I
» f je homomorfismus okruh,
» f je injekce, pravé kdyZ | = kerf,
» f je surjekce, pravé kdyZ? f je surjekce.

Diisledek. Je-li f : R — K surjektivni homomorfismus okruhtl, pak
plati R/(kerf) = K.



Okruh zlomkd komutativniho okruhu R vzhledem k D
Pozndmka. Vime, ze kazdy podokruh télesa je oborem integrity.
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Pozndmka. Vime, ze kazdy podokruh télesa je oborem integrity.
Pomoci explicitni konstrukce nyni ukazeme, Ze i naopak kazdy obor
integrity je podokruhem vhodného télesa. Nejprve sestrojime pro
dany komutativni okruh R ,zlomky", do jejichZ jmenovatel(
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Definice. Podmnozina D komutativniho okruhu R se nazyva
multiplikativni, jestlize 1 € D a pro kazdé di,d» € D plati
di-dr €D.
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(al,dl)E(a2,d2) = de € D: (31-d2—32~d1)-e:0
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Oznaceni. Oznaéme DR rozklad pfisludny ekvivalenci =, tedy
DR = (R x D)/ =. Pro libovolné (a,d) € R x D ozna¢me
2 € DR tfidu obsahujici (a, d).



Okruh zlomk komutativniho okruhu R vzhledem k D

Pozndmka. Vime, ze kazdy podokruh télesa je oborem integrity.
Pomoci explicitni konstrukce nyni ukazeme, Ze i naopak kazdy obor
integrity je podokruhem vhodného télesa. Nejprve sestrojime pro
dany komutativni okruh R ,zlomky", do jejichZ jmenovatel(
budeme psat prvky z jisté multiplikativni podmnoziny D.

Definice. Podmnozina D komutativniho okruhu R se nazyva
multiplikativni, jestlize 1 € D a pro kazdé di,d» € D plati

di-dy e D.

Véta. Necht D je multiplikativni podmnoZina komutativniho
okruhu R. Na mnoziné R x D definujeme relaci = predpisem

(al,dl)E(a2,d2) = de € D: (31-d2—32~d1)-e:0

pro libovolné a1,a> € R, di,d>» € D. Pak = je relace ekvivalence.

Oznaceni. Oznaéme DR rozklad pfisludny ekvivalenci =, tedy
DR = (R x D)/ =. Pro libovolné (a,d) € R x D ozna¢me
2 € D7!R tfidu obsahujici (a, d). Pro libovolné a € R, d € D je

Z2={(a1,d1) € RxD; Jec D: (a-dy —a1-d)-e=0}.



Okruh zlomk( komutativniho okruhu R vzhledem k D

Véta. Necht D je multiplikativni podmnoZina netrividlniho
komutativniho okruhu R.



Okruh zlomkid komutativniho okruhu R vzhledem k D
Véta. Necht D je multiplikativni podmnozina netrividlniho
komutativniho okruhu R. Na D™1R Ize definovat operace + a -
takto: pro kazdé a1, a» € R, di,d> € D definujeme

ﬂ+g:a1-dz+az-d1 a2 _ a1
i do dr - da ’ d d di-dy
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Véta. Necht D je multiplikativni podmnoZina netrividlniho
komutativniho okruhu R. Na D™1R Ize definovat operace + a -
takto: pro kazdé a1, a» € R, di,d> € D definujeme

a | a@ _ a-dta-d a a _a-a
d do di - do ’ dy do dy-do
Pak (D71R,+,-) je komutativni okruh a zobrazeni

k: R — DR, urdené predpisem k(a) = 7 pro kazdé a € R, je
homomorfismus okruhd.
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Véta. Necht D je multiplikativni podmnoZina netrividlniho
komutativniho okruhu R. Na D™1R Ize definovat operace + a -
takto: pro kazdé a1, a» € R, di,d> € D definujeme

a | a@ _ a-dta-d a a _a-a
d do di - do ’ dy do dy-do
Pak (D71R,+,-) je komutativni okruh a zobrazeni

k: R — DR, urdené predpisem k(a) = 7 pro kazdé a € R, je
homomorfismus okruhi. Navic plati:

> pro kazdé d € D je k(d) jednotka okruhu D™R;




Okruh zlomk komutativniho okruhu R vzhledem k D

Véta. Necht D je multiplikativni podmnoZina netrividlniho
komutativniho okruhu R. Na D™1R Ize definovat operace + a -
takto: pro kazdé a1, a» € R, di,d> € D definujeme

a | a@ _ a-dta-d a a _a-a
d do di - do ’ dy do dy-do
Pak (D71R,+,-) je komutativni okruh a zobrazeni

k: R — DR, urdené predpisem k(a) = 7 pro kazdé a € R, je
homomorfismus okruhi. Navic plati:

> pro kazdé d € D je k(d) jednotka okruhu D™R;

» homomorfismus k je injektivni, pravé kdyZz D neobsahuje ani
nulu ani Zadny délitel nuly okruhu R.




Okruh zlomkid komutativniho okruhu R vzhledem k D
Véta. Necht D je multiplikativni podmnozina netrividlniho
komutativniho okruhu R. Na D™1R Ize definovat operace + a -
takto: pro kazdé a1, a» € R, di,d> € D definujeme

ag  a a-dhta-d aa a a-a
d - d dr - da ’ d b di-dy
Pak (D71R,+,-) je komutativni okruh a zobrazeni
k: R — DR, urdené predpisem k(a) = 7 pro kazdé a € R, je
homomorfismus okruhi. Navic plati:
> pro kazdé d € D je k(d) jednotka okruhu D™R;

» homomorfismus k je injektivni, pravé kdyZz D neobsahuje ani
nulu ani Zadny délitel nuly okruhu R.

Diisledek. Necht R je obor integrity, D = R — {0}. Pak D71R je
téleso a k : R — DR je vnoreni.



Okruh zlomkid komutativniho okruhu R vzhledem k D
Véta. Necht D je multiplikativni podmnozina netrividlniho
komutativniho okruhu R. Na D™1R Ize definovat operace + a -
takto: pro kazdé a1, a» € R, di,d> € D definujeme

ﬂ+g:a1-dz+az-d1 a2 _ a1
i do dr - da ’ d d di-dy
Pak (D71R,+,-) je komutativni okruh a zobrazeni
k: R — DR, urdené predpisem k(a) = 7 pro kazdé a € R, je
homomorfismus okruhi. Navic plati:
> pro kazdé d € D je k(d) jednotka okruhu D™R;

» homomorfismus k je injektivni, pravé kdyZz D neobsahuje ani
nulu ani Zadny délitel nuly okruhu R.

Diisledek. Necht R je obor integrity, D = R — {0}. Pak D71R je
téleso a k : R — DR je vnoreni.

Definice. Téleso DR, kde R je obor integrity a D = R — {0}, se
nazyva podilové téleso oboru integrity R. Po ztotoznéni pomoci
vnoreni k se R stdva podokruhem svého podilového, télesa.



Okruh zlomk( komutativniho okruhu R vzhledem k D

Poznamka. Nasledujici véta ukazuje, e konstrukce okruhu D™1R
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Poznamka. Nasledujici véta ukazuje, e konstrukce okruhu D™1R
byla ,,co nejuspornéjsi* — mnozina k(R) U {k(d)~1;d € D}
generuje okruh D™LR a plati, Ze mezi véemi homomorfismy okruhu
R do komutativnich okruhl takovymi, ze kazdy prvek D zobrazuji
na jednotku, ma homomorfismus k nejmensi jadro.

Véta. Necht D je multiplikativni podmnozina netrividlniho
komutativniho okruhu R, necht D™1R a k jsou definovdny jako
v pfedchozi vété. Necht f : R — S je homomorfismus
komutativnich okruhi takovy, Ze pro kazde d € D plati, Ze
f(d) € S*. Pak existuje, a to jediny, homomorfismus okruhii
f: DR — S takovy, e fok = f.

Homomorfismus f je uréen

Pl > predpisem f(3) = f(a) - f(d)~*
X - pro libovolné a € R, d € D.
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okruhi f : R — S takovy, Ze pro kazdé d € D je f(d) € S*,
existuje, a to jediny, homomorfismus okruhii f : T — S
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Svou vlastnosti popsanou v predchozi vété je okruh D~!R spolu
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Véta. Necht D je multiplikativni podmnozina netrividlniho
komutativniho okruhu R. Necht t : R — T je homomorfismus
komutativnich okruhii takovy, Ze

> pro kazdé d € D je t(d) € T*,

> pro kazdy komutativni okruh S a kazdy homomorfismus
okruhi f : R — S takovy, Ze pro kazdé d € D je f(d) € S*,
existuje, a to jediny, homomorfismus okruhii f : T — S
splfiujici f = f o t.

R— =385 Pak pro okruh D~1R a homomorfismus
\ 7 k: R — DR z predchozi véty plati, Ze
t i k: T — DR je izomorfismus okruhii
-

spliiujici k = k o t.

Definice. Je-li P prvoidedl komutativniho okruhu R, je R — P
multiplikativni podmnozina R a okruh (R — P)™!R se nazyva
lokalizace okruhu R v prvoidealu P.
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Priklad. Podilové téleso oboru integrity Z je Q.

Priklad. Okruh Z[i] = {x+i-y;x,y € Z} je obor integrity, inkluze
dava jeho vnoreni do C, tj. mame injektivni homomorfismus

f: Z[i] —» C, kde f(a) = a pro a € Z[i]. Proto podilové téleso
okruhu Z[i] je izomorfni s

Qi ={a -8 ha,BeZli], B#0}={x+i yxyeQ}
Priklad. Podobné pro libovolné prvocislo p podilové téleso oboru
integrity Z[/p] = {x +y - /Pi x, ¥ € Z} je izomorfni s télesem
Qlyp] ={x+y-pPix,y € Q}.

Priklad. Je-li R = Z100 @ D = {[2]{p0: n € Z, n > 0}, pak

ker k = {[0]100, [25]100, [50]100, [75]100} e D_lR = Z25.

Priklad. V okruhu Z mame kromé nulového prvoidedlu {0} také
prvoidedl (p) pro kazdé prvocislo p. Lokalizaci Z v {0} dostaneme
téleso Q, zatimco lokalizaci Z v (p) dostavame obor integrity

{§:a,dcZ,ptd} CQ.



