
Binomická věta v komutativńım okruhu

Věta (binomická). Necht’ R je komutativńı okruh, pak pro každé
a, b ∈ R a každé n ∈ N

(a + b)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
an−i · bi ,

kde
(n
i

)
= n!

(n−i)!i! znač́ı obvyklý binomický koeficient.

D̊ukaz. indukćı v̊uči n: I. krok: p̌ŕıpad n = 1 je žrejmý.
II. krok: p̌redpokládejme, že pro nějaké n ∈ N už bylo dokázáno,
dokážeme tvrzeńı pro n + 1. V́ıme tedy
(a+b)n = an +

(n
1

)
an−1 ·b+

(n
2

)
an−2 ·b2 + · · ·+

( n
n−1

)
a ·bn−1 +bn.

Vynásobeńım (už́ıváme komutativitu okruhu)
(a+b)n ·a = an+1 +

(n
1

)
an ·b+

(n
2

)
an−1 ·b2 + · · ·+

(n
n

)
a ·bn,

(a+b)n ·b =
(n

0

)
an ·b+

(n
1

)
an−1 ·b2 + · · ·+

( n
n−1

)
a ·bn+bn+1.

Sečteńım a užit́ım
( n
i+1

)
+
(n
i

)
=
(n+1
i+1

)
dostaneme

(a + b)n+1 =
an+1 +

(n+1
1

)
an · b +

(n+1
2

)
an−1 · b2 + · · ·+

(n+1
n

)
a · bn + bn+1,

což se mělo dokázat.
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což se mělo dokázat.
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což se mělo dokázat.
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(a + b)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
an−i · bi ,

kde
(n
i

)
= n!
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Umocněńı na prvoč́ıselnou charakteristiku komutativńıho
okruhu

Poznámka. Každý okruh, ve kterém plat́ı binomická věta pro
n = 2, je komutativńı.

Věta. Pro libovolné prvoč́ıslo p a libovolné i ∈ {1, 2, . . . , p − 1}
plat́ı p |

(p
i

)
.

D̊ukaz. Plat́ı p | p! =
(p
i

)
· i ! · (p − i)!. Současně p - i ! · (p − i)!.

Věta. Necht’ R je komutativńı okruh prvoč́ıselné charakteristiky
charR = p. Pak pro každé a, b ∈ R plat́ı

(a + b)p = ap + bp.

[Věta 2.9, str. 62]

D̊usledek. Necht’ R je obor integrity charakteristiky
charR = p > 0. Pak zobrazeńı f : R → R, kde f (r) = rp, je
injektivńı homomorfismus okruh̊u.



Umocněńı na prvoč́ıselnou charakteristiku komutativńıho
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Poznámka. Každý okruh, ve kterém plat́ı binomická věta pro
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okruhu
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plat́ı p |

(p
i

)
.

D̊ukaz. Plat́ı p | p! =
(p
i

)
· i ! · (p − i)!.
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injektivńı homomorfismus okruh̊u.
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