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Véta. Je-li R obor integrity, pak také R[x] je obor integrity. (e s.12, s s1)
Vé&ta. Necht R je obor integrity. Pak (R[x])* = R*, tedy polynom

f je jednotkou okruhu R[x|, pravé kdyz je konstantni a soucasné je
jednotkou okruhu R. [vew 513, s 81)

Ddsledek. Pro Zadny okruh R neni okruh R[x] téleso.

Priklad. Jestlize R neni obor integrity, mohou existovat i
nekonstatni jednotky okruhu R[x], napfiklad v Zg[x] plati
(18lo - x + [1]o) - ([6]o - x + [1]o) = [1]o-




Véta o déleni polynomi se zbytkem
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polynomii q,r € R|[x] takovd, Ze st(r) < st(g) a platif =g-q+r.
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Staci oznadit g = a1 - by - x™ "+ p.
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t. g=qgar=r.



Eukliddv algoritmus v okruhu polynomi nad télesem

Pozndmka. Je-li R je téleso, je v R[x] vedouci koeficient kazdého
nenulového polynomu jednotkou.
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f = g-qo+ r,
g& =1r-q1+n,
= rn-qx+n,
n = nr-qs-+1rs,

fh—2 = rp—1-Qqn+ In,

'n—1 = I'n- - gn+1 +0.

Pritom st(g) > st(ro) > st(r1) > st(r2) > ..., proto skute¢né po
nékolika délenich nastane r,1; = 0.



Nejvétsi spolecny délitel v okruhu polynom(i nad télesem

Véta. Necht R je téleso. Pak libovolné dva nenulové polynomy
f,g € R[x] maji v R[x] nejvétsi spole¢ny délitel d € R[x], ktery je
mozné spocitat pomoci Euklidova algoritmu (jako posledni
nenulovy zbytek v provddénych délenich) a vyjddrit jej Bezoutovou
rovnosti, tj. existuji a, b € R[x] tak, Zed=a-f+b-g.



Nejvétsi spolecny délitel v okruhu polynom(i nad télesem

Véta. Necht R je téleso. Pak libovolné dva nenulové polynomy
f,g € R[x] maji v R[x] nejvétsi spole¢ny délitel d € R[x], ktery je
mozné spocitat pomoci Euklidova algoritmu (jako posledni
nenulovy zbytek v provddénych délenich) a vyjddrit jej Bezoutovou
rovnosti, tj. existuji a, b € R[x] tak, Zed=a-f+b-g.

[Véta 5.18, str. 83], [Véta 5.20, str. 84]

Definice. Nenulovy polynom se nazyva normovany, je-li jeho
vedouci koeficient roven 1.
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Definice. Nenulovy polynom se nazyva normovany, je-li jeho
vedouci koeficient roven 1.

Pozndmka. Je-li R téleso, je R[x] obor integrity a plati

(R[x])* = R* = R*. Je tedy kazdy nenulovy polynom z R[x]
asociovany s pravé jednim normovanym polynomem.

Definice. Necht R je téleso, f, g € R[x] nenulové polynomy.
Oznacme (f, g) normovany nejvétsi spoleény délitel polynomi f a g.
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f,g € R[x] maji v R[x] nejvétsi spole¢ny délitel d € R[x], ktery je
mozné spocitat pomoci Euklidova algoritmu (jako posledni
nenulovy zbytek v provddénych délenich) a vyjddrit jej Bezoutovou
rovnosti, tj. existuji a, b € R[x] tak, Zed=a-f+b-g.
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Definice. Nenulovy polynom se nazyva normovany, je-li jeho
vedouci koeficient roven 1.

Pozndmka. Je-li R téleso, je R[x] obor integrity a plati

(R[x])* = R* = R*. Je tedy kazdy nenulovy polynom z R[x]
asociovany s pravé jednim normovanym polynomem.
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O polynomech f a g fekneme, Ze jsou nesoudélné, je-li (f,g) = 1.
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Definice. Nenulovy polynom se nazyva normovany, je-li jeho
vedouci koeficient roven 1.

Pozndmka. Je-li R téleso, je R[x] obor integrity a plati

(R[x])* = R* = R*. Je tedy kazdy nenulovy polynom z R[x]
asociovany s pravé jednim normovanym polynomem.

Definice. Necht R je téleso, f, g € R[x] nenulové polynomy.
Oznacme (f, g) normovany nejvétsi spoleény délitel polynomi f a g.
O polynomech f a g fekneme, Ze jsou nesoudélné, je-li (f,g) = 1.
Véta. Necht R je téleso, f, g, h € R[x]| nenulové polynomy. Jestlize
flg-h asoucasné (f,g) =1, pak f | h. |vews2s s es)
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okruhu R[x], pravé kdyZ f neni konstantni a nelze jej rozloZit na
soucin dvou nekonstantnich polynomi z okruhu R[x].
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soucin dvou nekonstantnich polynomu z okruhu R[x].



Ireducibilni polynomy

Véta. Necht R je téleso, f € R[x]. Polynom f je ireducibilni prvek
okruhu R[x], pravé kdyZ f neni konstantni a nelze jej rozloZit na
soucin dvou nekonstantnich polynomi z okruhu R[x]. (vew 524, str. 85

Definice. Necht R je okruh, f € R[x] se nazyva ireducibilni
polynom nad R, jestlize f neni konstantni a nelze jej rozlozit na
soucin dvou nekonstantnich polynomu z okruhu R[x].

Varovani. Pozor, rozliSujte pojmy ,ireducibilni polynom nad
okruhem R* a ,ireducibilni prvek okruhu R[x]."
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okruhu R[x], pravé kdyZ f neni konstantni a nelze jej rozloZit na
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Definice. Necht R je okruh, f € R[x] se nazyva ireducibilni
polynom nad R, jestlize f neni konstantni a nelze jej rozlozit na
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Definice. Necht R je okruh, f € R[x] se nazyva ireducibilni
polynom nad R, jestlize f neni konstantni a nelze jej rozlozit na
soucin dvou nekonstantnich polynomu z okruhu R[x].

Varovani. Pozor, rozliSujte pojmy ,ireducibilni polynom nad
okruhem R* a ,ireducibilni prvek okruhu R[x]."

Priklad. Je-li R téleso, jsou ireducibilni polynomy nad R pravé
ireducibilnimi prvky okruhu R[x].

Priklad. Konstantni polynom 2 je ireducibilnim prvkem okruhu Z[x],
ale neni ireducibilnim polynomem nad Z. Polynom 2x je ireducibilni
polynom nad Z, ale neni ireducibilnim prvkem okruhu Z[x].

Véta. Necht R je téleso, f, g, h € R[x] polynomy, pficemz f je
ireducibilni nad R. Jestlize f | g - h, pak f | g nebo f | h.
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Véta. Necht R je téleso, f € R[x]| nenulovy polynom. Pak existuji

ke€Z, k>0,ac R* apolynomy p1,...,px € R[x], které jsou
normované a ireducibilni nad R, tak, Ze

f=a-p1- ... - pk.
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Disledek. Jestlize R je téleso, je R[x]| okruh s jednoznacnym
rozkladem.

Pozndmka. Predchozi dlsledek lze znacné zesilit, plati totiz
nasledujici véta:

Véta. Necht R je okruh. Pak okruh polynomi R[x] je okruhem
s jednoznacnym rozkladem, pravé kdyz okruh R je okruhem
s jednoznacnym rozkladem.



Okruh polynomi nad libovolnym télesem je okruhem
s jednoznacnym rozkladem
Véta. Necht R je téleso, f € R[x]| nenulovy polynom. Pak existuji

ke€Z, k>0,ac R* apolynomy p1,...,px € R[x], které jsou
normované a ireducibilni nad R, tak, Ze

f=a-p1- ... - pk.

Tento rozklad je navic jednoznalny aZz na poradi Cinitelll. |vew s27, sir. s6)

Disledek. Jestlize R je téleso, je R[x]| okruh s jednoznacnym
rozkladem.

Pozndmka. Predchozi dlsledek lze znacné zesilit, plati totiz
nasledujici véta:

Véta. Necht R je okruh. Pak okruh polynomi R[x] je okruhem
s jednoznacnym rozkladem, pravé kdyz okruh R je okruhem
s jednoznacnym rozkladem. (vew uwadime bez dikazu )

Ddsledek. Okruh Z|x] je okruhem s jednoznaénym rozkladem.



