Zakladni vlastnosti pologrup, mocnina v pologrupé

Véta. Necht (G,-) je pologrupa, ai1,...,a, € G, pficemz n > 1.
Pak vysledek soucinu prvki ai, ..., a, (v tomto poradi) nezdleZi na
jejich uzavorkovani. |vew a1, st 23]
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(podle vyse uvedené véty neni nutné specifikovat uzdvorkovani).
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prvek grupy G, tj. a% =1,
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prvek k a, resp. prvek a umocnény na —1 € Z) znamenaji totéz.
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Véta. Necht (G, ) je komutativni grupa, a,b € G, m € Z. Pak
p/atf (a . b)m = a3 b |veta 410, str. 26]



Rad prvku v grupé

Definice. Necht G je grupa, a € G. Existuje-li pfirozené Cislo n tak,
ze 3" =1, pak nejmensi prirozené Cislo n s touto vlastnosti se
nazyva rad prvku a v grupé G.



Rad prvku v grupé

Definice. Necht G je grupa, a € G. Existuje-li pfirozené Cislo n tak,
ze 3" =1, pak nejmensi prirozené Cislo n s touto vlastnosti se
nazyva Fad prvku a v grupé G. Neexistuje-li zddné pfirozené Cislo
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Rad prvku v grupé

Definice. Necht G je grupa, a € G. Existuje-li pfirozené Cislo n tak,
ze 3" =1, pak nejmensi prirozené Cislo n s touto vlastnosti se
nazyva rad prvku a v grupé G. Neexistuje-li zadné prirozené Cislo
n s touto vlastnosti, fikdme, ze ¥ad prvku a v grupé G je co.
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prirozené Cislo n, pak pro libovolnd k, | € Z plati
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Dasledek. Necht rad prvku a v grupé G je n € N. Necht' r je
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al =4, 2%, ..., a1 jsou po dvou riizné.

Désledek. Rad prvku a v grupé G tedy uddvd, kolik existuje riiznych
mocnin prvku a. V konecné grupé ma kazdy prvek konelny rad.



Disledky véty
Veéta. Necht G je grupa, a € G. Je-li rad prvku a v grupé G
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kdyZ rad prvku a je prirozené Cislo, jehoZ nasobkem je Cislo k.
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s touto vlastnosti se nazyva exponent grupy G.
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ziskanych rada.



Exponent grupy

Definice. Necht (G, -) je grupa. Existuje-li pfirozené &islo e tak, ze
pro kazdé a € G plati a® = 1, pak nejmensi pfirozené Cislo e

s touto vlastnosti se nazyva exponent grupy G. Jestlize zidné
prirozené Cislo e s touto vlastnosti neexistuje, fikdme, Ze exponent
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Véta. Necht G je konec¢nd komutativni grupa. Pak exponent grupy
G je roven nejvétsimu z radi vsech prvki grupy G.

Diikaz. Ozna¢me S mnozinu fadd prvkid grupy G a m = max§S.
Dokazme sporem, ze m je délitelny kazdym prvkem mnoziny S,
pak bude nejmensim spole¢nym nasobkem vsech prvkil této
mnoziny, a tedy exponentem grupy G.
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V komutativni grupé G existuji prvky rada p” a n, pfitom

(p", n) = 1. Proto podle predchozi véty v G existuje prvek fadu
p'-n€S, ovsem p" - n > m, coz je spor s m = max$S.

Priklad. Exponent grupy S3 je 6, pfitom v S3 prvek fadu 6 neni.
Predpoklad, ze G je komutativni, je v pfedchozi vété nutny.
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Definice. Necht (G,) je grupa, H podmnozina mnoziny G.
Rekneme, ze H je podgrupa grupy G, a piseme H < G, jestlize
> neutralni prvek 1 € H,
» pro kazdé a € H plati a=! € H,
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mnoziné H, pricemz H je grupa vzhledem k této operaci. Je-li
grupa G komutativni, pak je i grupa H komutativni. (v 53, st 20]
Oznaceni. Zminovanou operaci na podgrupé budeme oznacovat
stejnym symbolem jako plvodni operaci na celé grupé, prestoze
tyto operace nejsou stejné.

VEta. Jestlize H je podgrupa grupy G a K je podgrupa grupy H,
pak je K také podgrupou grupy G. [oje ziejmé]
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Oznaéeni. Pro libovolné n € N oznaéme A, = {o € S,; p(o) =1}
mnozinu vSech sudych permutaci v S,,.

Priklad. A, je podgrupa grupy (Sp,o) pro kazdé n € N.
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i € | je ddna podgrupa H; grupy G. Pak prinik (;c, H; viech
téchto podgrup je opét podgrupou grupy G. [vew 55, str. 29]

Definice. Necht M je podmnozina grupy G. Symbolem (M)
oznacime prinik vsech podgrup grupy G, jejichz podmnozinou je
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soucinem n+ m prvkli z M, je X uzavfeno na operaci -.
Je tedy X podgrupa grupy G.

Naopak libovolna podgrupa Y grupy G obsahujici M obsahuje také
libovolny soucin prvk(i z M, proto X C Y.
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Cyklické grupy

Ddsledek. Necht (G, -) je grupa, a € G. Pak plati
<a> - {am, m c Z} [Sta&i ugit vétu pro M = {a, a1} spolu's (a) = (a,a~1).]



Cyklické grupy

Ddsledek. Necht (G, -) je grupa, a € G. Pak plati
<a> - {am, m c Z} [Sta&i ugit vétu pro M = {a, a1} spolu's (a) = (a,a~1).]

Disledek. Necht (G, -) je grupa, a € G je prvek radu n € NU {oo}.



Cyklické grupy
Ddsledek. Necht (G, -) je grupa, a € G. Pak plati
<a> - {am, m c Z} [Sta&i ugit vétu pro M = {a, a1} spolu's (a) = (a,a~1).]

Disledek. Necht (G, -) je grupa, a € G je prvek radu n € NU {oo}.
Pak pocet prvki podgrupy (a) generované prvkem a je roven n.

[Vime, Ze ¥ad prvku a v grupé G udava, kolik existuje riiznych mocnin prvku a. |



Cyklické grupy

Ddsledek. Necht (G, -) je grupa, a € G. Pak plati

<a> - {am, m c Z} [Sta&i ugit vétu pro M = {a, a1} spolu's (a) = (a,a~1).]

Disledek. Necht (G, -) je grupa, a € G je prvek radu n € NU {oo}.
Pak pocet prvki podgrupy (a) generované prvkem a je roven n.

[Vime, Ze ¥ad prvku a v grupé G udava, kolik existuje riiznych mocnin prvku a. |

Definice. Grupa G se nazyva cyklicka, existuje-li a € G tak, ze
G = (a).



Cyklické grupy
Ddsledek. Necht (G, -) je grupa, a € G. Pak plati
<a> - {am, m c Z} [Sta&i ugit vétu pro M = {a, a1} spolu's (a) = (a,a~1).]

Disledek. Necht (G, -) je grupa, a € G je prvek radu n € NU {oo}.
Pak pocet prvki podgrupy (a) generované prvkem a je roven n.

[Vime, Ze ¥ad prvku a v grupé G udava, kolik existuje riiznych mocnin prvku a. |

Definice. Grupa G se nazyva cyklicka, existuje-li a € G tak, ze
G = (a).

Priklad. Grupy (Z,+) i (Zm,+) pro libovolné m € N jsou cyklické.



Cyklické grupy
Ddsledek. Necht (G, -) je grupa, a € G. Pak plati
<a> - {am, m c Z} [Sta&i ugit vétu pro M = {a, a1} spolu's (a) = (a,a~1).]

Disledek. Necht (G, -) je grupa, a € G je prvek radu n € NU {oo}.
Pak pocet prvki podgrupy (a) generované prvkem a je roven n.

[Vime, Ze ¥ad prvku a v grupé G udava, kolik existuje riiznych mocnin prvku a. |

Definice. Grupa G se nazyva cyklicka, existuje-li a € G tak, ze
G = (a).

Priklad. Grupy (Z,+) i (Zm,+) pro libovolné m € N jsou cyklické.

Definice. Radem koneéné grupy (G, -) rozumime pocet prvkii této
grupy, znac¢ime |G|.



Cyklické grupy
Ddsledek. Necht (G, -) je grupa, a € G. Pak plati
<a> - {am, m c Z} [Sta&i ugit vétu pro M = {a, a1} spolu's (a) = (a,a~1).]

Disledek. Necht (G, -) je grupa, a € G je prvek radu n € NU {oo}.
Pak pocet prvki podgrupy (a) generované prvkem a je roven n.

[Vime, Ze ¥ad prvku a v grupé G udava, kolik existuje riiznych mocnin prvku a. |

Definice. Grupa G se nazyva cyklicka, existuje-li a € G tak, ze
G = (a).

Priklad. Grupy (Z,+) i (Zm,+) pro libovolné m € N jsou cyklické.

Definice. Radem koneéné grupy (G, -) rozumime pocet prvkii této
grupy, znac¢ime |G|.

Désledek. Rad konecné cyklické grupy je roven Fadu jejiho generdtoru.



Cyklické grupy
Ddsledek. Necht (G, -) je grupa, a € G. Pak plati
<a> - {am, m c Z} [Sta&i ugit vétu pro M = {a, a1} spolu's (a) = (a,a~1).]

Disledek. Necht (G, -) je grupa, a € G je prvek radu n € NU {oo}.
Pak pocet prvki podgrupy (a) generované prvkem a je roven n.

[Vime, Ze ¥ad prvku a v grupé G udava, kolik existuje riiznych mocnin prvku a. |

Definice. Grupa G se nazyva cyklicka, existuje-li a € G tak, ze
G = (a).

Priklad. Grupy (Z,+) i (Zm,+) pro libovolné m € N jsou cyklické.
Definice. Radem koneéné grupy (G, -) rozumime pocet prvkii této
grupy, znac¢ime |G|.

Désledek. Rad konecné cyklické grupy je roven Fadu jejiho generdtoru.
Konecna grupa radu n je cyklicka, pravé kdyz obsahuje prvek radu n.



Cyklické grupy

Ddsledek. Necht (G, -) je grupa, a € G. Pak plati

<a> - {am, m c Z} [Sta&i ugit vétu pro M = {a, a1} spolu's (a) = (a,a~1).]

Disledek. Necht (G, -) je grupa, a € G je prvek radu n € NU {oo}.
Pak pocet prvki podgrupy (a) generované prvkem a je roven n.

[Vime, Ze ¥ad prvku a v grupé G udava, kolik existuje riiznych mocnin prvku a. |

Definice. Grupa G se nazyva cyklicka, existuje-li a € G tak, ze
G = (a).

Priklad. Grupy (Z,+) i (Zm,+) pro libovolné m € N jsou cyklické.
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[Obsahuje-li kone¢na grupa fadu n prvek a fadu n, ma podgrupa (a) stejny pocet prvki jako G, tedy (a) = G.]

Dusledek. Necht H, K jsou podgrupy komutativni grupy (G, -).
Pak plati <H U K) = {h -k;heH, ke K}. [Diisledek 5,9, str. 30]



