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Kapitola 2

Ciselné Fady s nezapornymi ¢leny

Stanoveni souctu fad byvéav jednotlivych pripadech obtizny Gkol. Proto se pfi vy3etfovani
fad Casto orientujeme nazjisténi, zdafadakonverguje Ci diverguje, aniz bychom urcovali
j&ji soucet. Predmeétem této kapitoly jsou prave tyto Ulohy pro fady s nezapornymi cleny.
Odvodime tzv. kritéria konvergence, udavajici postacujici podminky pro konvergenci,
resp. divergenci fady.

Rada Y 2 1 a, senazyvatadasnezapornymi (kladnymi) Eleny, je-li g, > 0 (a, > 0)
pro vSechna n € N. Tyto fady maji nékteré specifické vlastnosti: posloupnost jejich
Castecnych souctll {s,} je neklesgjici, nebot 5,11 = a,41 + 5, > s,. Je-li navic tato
posloupnost shora ohraniCend, pak existuje vlastni lims,, tj. fada > a,, je konvergentni.
Proto fady s nezapornymi ¢leny jsou bud konvergentni nebo urcité divergentni k oo.

Véta 2.1 (Srovnéavaci kritérium). Budte " a,, Y b, Fady snezapornymi ¢leny a necht
a, < b, pro skoro véechna n € N. Potom plati: konverguje-li fada_ b,, konverguje i
fada ) a,; diverguje-li fada ) a,, divergujei fada " b,.

Dilkaz. Dlikaz provedeme pro pripad, kdy plati 4, < b, pro véechna n € N. Plati-
li a, < b, aZ od jistého indexu potingje, je dilkaz analogicky. Bud {s,} posloupnost
Castetnych souttll fady > a,, {t,} posloupnost ¢astetnych souttll fady Y b,; zZieimé
plati s, < t, provsechnan € N.

Konverguje-li > b,, pak je {#,} konvergentni, a proto shora ohranicena, tj. existuje
k € Rtak, zet, < k provsechnan € N. Pak jev8ak i s, < k pro véechnan € N,
tj. {s,} je shora ohranien& Navic je neklesgjici, a proto ma vlastni limitu, tudiz_ a,
konverguje.

Diverguje-li > a,, pak divergujei Y b,, nebot kdyby > b, konvergovala, pak podie
prvni €asti tvrzeni by konvergovaa)  a,, coz je spor. O
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Priklad 2.1. Rozhodnéte o konvergenci fady

=1 1
a) }:ﬁ b) Zx? kdea > 0, a ¢ (L, 2).
n=1 n=1

Reseni. a) Danou Fadu porovname s fadou 3 n(n—il) Plati

! ! ron > 2
< — .
n2  (n—1Ln pron =

Rada Y7, oDr = Yonet 700 I8 Jak jsme ukézali v Prikladu 1.2-8), konvergentni, a
proto je podle Veéty 2.1 konvergentni i Fada niz

b) Necht a > 2. Plati
1

1
— <= pron € N,
n¢ n
aproto jev tomto pripadé fada" £ konvergentni.
Je-li a = 1, jde 0 harmonickou Fadu > % ktera je, jak jsme ukazali v Prikladu 1.4,
divergentni. Je-li a € (0, 1), plati
1 1
— > = pro n € N,
n4 n
aproto je podle Véty 2.1 divergentni i fada ni
Celkem dostavame, Ze fada > ni je konvergentni pro a > 2 a divergentni pro
a € (0,1]. Jiny zplsob feSeni, kdy vyfeSime i zbyvaici pripad a € (1, 2), uvedeme
pozd§ji (viz Priklad 2.6).

Véta 2.2 (Limitni srovnavaci kritérium). Budte " a,, Y b, Fady snezapornymi €leny
a necht existuje

Je-li L < oo akonverguje-li fada ) b, pak konverguje i fada } _ a,.
Je-li L > Oadiverguje-li fada)_ b,, pak divergujei fada_ a,.

Dlkaz. Necht L < oo a)_ b, konverguje. K &islu ¢ > 0 existuje np € N tak, Ze pro
n €N, n > ng plati

L—8<Cbi<L+8,

odkud a, < (L +¢)b,. Protoze Y (L + ¢)b, konverguje, konverguje podle srovnavaciho
kritéria (Vé&ta2.1) i fada ®_ a,.
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Necht L > 0a)_ b, diverguje. Je-li 0 < L < oo, pak existujee > Oang € N tak,
7260 < L — & < 7* provsechnan > ng. Odtud (L — ¢)b, < a, apodle srovnavaciho
krlterla(VetaZ 1) JeradaZan divergentni. V pfipadé L = oo existuje K > 0ang € N
tak, ze 3 > K pro véechnan > no. Podobné pak ze vztahu a, > Kb, plyne divergence
fady Zan O

Poznamka 2.1. Jsou-li 3" ay, > b, fady snezgpornymi €leny aplati-li a, < b, proskoro vsechna
neN, nazyvase > b, majorantni fadouk fadé > a, afada ) a,, minorantni fadou k fadé y_ b,,.
Priklad 2.2. Rozhodnéte o konvergenci fady:

SsnX b Y+ o).
n=1 n n=1 n

ReSeni. a) Danou fadu porovname sharmonickou fadou) % , kterajedivergentni (Pfiklad
1.4). Podle I’ Hospitalova pravidla ur€ime limitu

. T
= lim & - cos— = .

!’
n—0o0 = n—oo 1 n—0o0 n

Protoze L > Oafada)_ % diverguje, je podie Véty 2.2 divergentni i fada) _sin =

b) Danou fadu porovname s fadou Y niz ktera je, jak jsme ukazali v Prikladu 2.1,
konvergentni. Plati

1 (1
~ In1+ ) 1L (72)
lim ——— = lim —~——
n—0o0 _— n—0oo 1

n? 2

=1

Podle Véty 2.2 konverguje také faday_ In(1 + ).

Véta 2.3 (Odmocninovékritérium — Cauchyovo). Necht > a, jefada s nezapornymi
Cleny.
(i) Plati-li pro vsechnan € N nerovnost /a, < ¢ < 1, pak fada konverguje. Plati-li
pro nekonecné mnoho n € N nerovnost /a, > 1, fada diverguje.
(i) Existuje-li
lim Ya, =q, kde g € R*, 2.1

n—o00

pak v pfipadé ¢ < 1fada ) a, konverguje av pfipadé ¢ > 1fada)_ a, diverguje.

Poznamka 2.2. Tvrzeni (ii) se nazyva limitni odmocninové kritérium. Poznamengjme,
zeje-liv (2.1) g = 1, nelze o konvergenci fady timto kritériem rozhodnout.
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Dikaz. Dlkaz provedeme pro tvrzeni (ii); dlikaz tvrzeni (i) probiha analogicky.

Je-li g < 1, zvolme ¢ > 0 tak, aby platilo ¢ + ¢ < 1. Pak existuje np € N tak, ze
pron € N, n > ngje y/a, < q+¢e < 1,0dkud a, < (g +¢)". RadaY (g + &)" je
konvergentni geometricka fada, proto podle srovnavaciho kritéria (Véta2.1) také > a,
konverguje.

Jelli g > 1, pak existuje ng € N tak, zepron € N, n > ngje J/a, > 1,tj.a, > 1a
neni splnéna nutna podminka konvergence (Vétal.l). Proto ) a, diverguje. O

Priklad 2.3. VySetfete konvergenci, resp. divergenci nasledujicich fad:

o S on

2 1\"
) Z( s+ly D Z<¥amc°sﬁ) 9 L Er o

n=1 n=1

Regeni. a) UZijeme limitni odmocninové kritérium (Véta2.3 (ii)). Plati

nn 1
lim Ya, = lim » =lim — =- <1,
n—00 " n—oo\l (34 l)n n—00 3 4 1 3
n

nebot podle I'Hospitalova pravidla je lim./n = 1. Proto dana fada konverguje.
b) K vySetfeni opét pouzijeme limitni odmocninové kritérium (Véta2.3(ii)). Plati

. . w2 1\"
lim &/a, = lim — arccos — = lim( —arccos—- | .
n—00 n—o00 TT n n—oo \ TU n
Jedna se o neur€ity vyraz typu 1°, proto ho upravime tak, abychom mohli pouZit
I"Hospitalovo pravidlo. Plati

. 2 1\" lim nin(2 arccos 1)
lim| —arccos— | =e==" """
n—oo \ TU n
apro limitu v exponentu jiz miizeme pouZit I’ Hospitalovo pravidio

-1 -1/2
2 1 2 1 1\/
—| = arccos = “l1-s =
0 |n(% arccos%) ) (n n) n( n2> (n) 2
1 T

P 1 = lim (1) - x
n

Hledanalimitaje g% < 1, tj. danafada konverguje.
¢) Zde mame

nan:

2 | 3 prolichén,
5+ (-1 | & prosudén.

Limitni odmocninové kritérium neni pouzitelné. Protoze vsak /a, < % pro vSechna
n € N, z Véty 2.3(i) plyne konvergence této fady.
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Véta 2.4 (Podilové kritérium — d’ Alembertovo). Bud Y a, fada s kladnymi cleny.
(i) Plati-li pro vechna n € N nerovnost "a—“ < ¢ < 1, pakfada ) a, konverguje.
Plati-li pro véechna n € N nerovnost % > 1, pakfada ) a, diverguje.
(i) Existuje-li
im&* _ 4 kdeg e R*, 2.2)

an
pak v pfipadé ¢ < 1fada)_ a, konverguje av pfipadé ¢ > 1fada)_ a, diverguje.
Poznamka 2.3. Tvrzeni (ii) se nazyvalimitni podilové kritérium. Poznameng/me, ze je-li
Vv (2.2) ¢ = 1, nelze o konvergenci fady timto kritériem rozhodnout.
Dilkaz. Opét provedeme diikaz tvrzeni (ii); diikaz tvrzeni (i) probiha anal ogicky.

Jelig < 1, zvalme e > 0tak, aby platilo g + ¢ < 1. Pak existuje ng € N tak, Ze pro
neN,n>ngje

a .
g—e<=cgte ti. (q—&)an <1< (q+8)a,

al’l
Odtud indukci pro libovolné k € N plati g,,x < (g + &)fay,. Rada Yool i(g + o)
je konvergentni geometricka fada, proto podle srovnavaciho kritéria (Véta2.1) také
Y enoi1 Gn KONVerguje, aproto podie Vety 1.2 také y~ ° ; a, konverguje.
Je-li ¢ > 1, pak existuje ng € N tak, Zepron € N, n > nojellm”"+1 > 1, .
posloupnost {a,} je pro n > ng neklesgjici, a proto nemiize platit limg, = 0a ) a,
diverguje podle Véty 1.1. O

Priklad 2.4. Rozhodnéte o konvergenci fady:

a) S b) izn’“.

n! n"
n=1 n=1

Reseni. a) Podle limitniho podilového kritéria (Véta2.4 (i) ) dostavame

. ay . n! 1)+D . 1" 1\"
Imﬂ:hmw:hm(lwr) lim <1+ >:e>1,

n—oc  a, n—oco (n+ 1)ln" n—00 n" n—00

proto fada }" % diverguje.
b) Plati

» n2n+1 1) n 2
lim %t i 20 DY () 22
n—oo  q, n—oo (n + ]_)("+1) .2 .l n—oo\n + 1 e

aproto danafada konverguje podle Véty 2.4.

Pro porovnani limitniho podilového a limitniho odmocninového kritéria pouzijeme
nasledujici tvrzeni:
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Lemma 2.1. Necht {a,} je posloupnost kladnych Cisel. Pak plati

. . ayy1
liminf sy

2] L. . .
" < liminf $/a, < limsup &/a, < limsup
an a”

Zejmeéna, jeli lim L = 4 € R*, jetakelim J/a, = a.

Dlkaz. Dokazeme nerovnost limsup /a, < limsup S diikaz vztahu liminf <
liminf ;/a, by se proved! analogicky. Oznatmelimsup<2= = a. Je-li a = oo, jetvrzeni
triviani; necht tedy a € R. Bud b € R, b > a libovolne; existuje ny € N tak, Ze pro
neNn> noje“;—:1 < b. NapiSeme-li tuto nerovnost prong, no+1, ...,n—1(n > ng)
avsechny tyto nerovnosti vynasobime, obdrzime g, < b"~"° a,,,, aproto

Ya, < b?wano.

Ze spojitosti exponencidni funkce b* plyne limb=" = b; ddle plati lim »/a,, = 1.
Celkem limb ™" y/@,; = b. To znamena, ze je-li ¢ > 0 libovolng, existuje ny € N,
ny > notak, zepron > ny je

bﬁﬂ/an0<b+s, ti. Va,<b+e,

takze limsup ¢/a, < b + e. Protoze ¢ > 0 bylo libovolng, plati i limsupy/a, < b;
protoze b > a bylo libovolng, plyne odtud limsup.i/a, < a. O

Z uvedeného lemmatu plyne, Ze je-li lim*2 = 1, je takeé lim y/a, = 1. Proto
mUzeme-li 0 konvergenci nebo divergenci ngj ake fady s nezapornymi €leny rozhodnout
podilovym kritériem, pak mtizeme rozhodnout i odmocninovym kritériem — fikame, ze
odmocninove kritérium je silng3i nez podilové kritérium.

Nasledujici kritérium uvadime bez diikazu; ten 1ze nalézt napf. v 6, 11, 13].

Véta 2.5 (Limitni Raabeovo kritérium). Necht " a, jefada s kladnymi Cleny a necht
existuje

lim n(l— “”“) =g, kdeg e R*,

n—00 a,

Je-lli ¢ > 1, pakfada ) a, konverguje; je-li ¢ < 1, pak fada ) a, diverguje.
Poznamka 2.4. Nékdy se Raabeovo kritérium uvadi ve tvaru
lim n< n__ 1) =q.
n=>00 \ Ap41
Lzeukéazat, ze Raabeovo kritérium je silng 8 nez podilovékritérium — jestlize o konvergenci

Fady |ze rozhodnout podilovym kritériem, pak 1ze rozhodnout i Raabeovym. Takto | ze postupovat
dale aodvozovat silng s kritéria. Naznatme, jak zjemnovani kritérii probiha,
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ObecngSim kritériem je Kummerovo kritérium. Necht {c1, c2, ..., ¢y, ...} je posloupnost
redlnych Cisel takova, zefada Y no | Ci je divergentni. Necht
a,
Ky =cy- — - Cn+1
dp+1

anecht existujelimk, = K. Jestlizeje K > 0, fada ) o2 ; a, konverguje, jestlize K < 0, fada
o2 1 an diverguje.

Ukazme, jak |ze z tohoto obecné&Siho kritéria odvodit podilové a Raabeovo kritérium.

a) PoloZimelic, = 1,pak K, = = — 1. Jeli K = ”m(% - 1) <0 tj. Iim“;—:1 > 1,

n+1

pak fadadiverguje. Je-li K = Iim(% -1 >0t Iim“’a’l—:l < 1, pak fada konverguije.

b) Nechtc¢, =n.Plati K, = na:il —(n+1 = n(a‘:il -1 -1 JlilimkK, = Iimn(a:i1 —

1)—1>0, tj.Iimn(a:il —1) > 1, pakfadakonverguje. Je-li limK,, = ”m”(ajil -1 <
1, fada diverguje.

Existuje cela fada dalSich kritérii pro ovéreni konvergence Ciselnych fad s nezapornymi
&leny, podrobnosti Ize nalézt napt. v [5]. Zadné z nich vak neni univerzalni v tom smyslu, ze
bychom podle n&§ mohli rozhodnout o konvergenci (divergenci) libovolné fady s nezapornymi
Cleny. Takovym kritériem je pouze Cauchyovo-Bolzanovo kritérium (Lemma 1.1).

Priklad 2.5. Necht a € R, a > 0. Rozhodnéte o konvergenci nebo divergenci fady

oo

n!
Z(aJrl)(aJrZ)'~(a+n)

n=1

Reeni. Poznamenejme, Ze podilovym kritériem nelze o konvergenci rozhodnout, nebot
lim %2 — 1. Raabeovo kritérium dava

lim n(l— “”*1) ] ——
n—00 a, n—ooqg-+n-+1
Je-li tedy a > 1, fada konverguje, je-li a < 1, fada diverguje. Pro a = 1 obdrzime fadu

Y. o5 = X i tedy Fadu harmonickou (bez prvniho Elenu), ktera diverguje.

Dulezitym kritériem je kritérium jiného typu nez dosavadni, které nam také ukazuje
souvislost mezi nekonetnymi fadami a nevlastnimi integraly:
Véta 2.6 (Integralni kritérium). Necht f je funkce definovana na intervalu [1, co),

které je na tomto intervalu nezdporné a nerostouci. Necht f(n) = g, pron € N. Pak
fada ) a, konverguje prave tehdy, kdyz konverguje nevlastni integral f1°° f(x) dx.

Dilkaz. Predeviim poznamengime, Ze funkce f je integrovatelna na kazdém intervalu
[1,b], kde b € R, b > 1, nebot je monotonni. OznaCime-li dale F () =fl’ f(x)dx, je
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F zfgimé neklesgjici na[1, co). Protoze f je nerostouci nakazdém intervalu [k, k + 1],
kdek € N, plati natomtointervalu ¢, ,1 < f(x) < a, tedy i
k+1

k+1 k+1
A1 =/ a1y < f(x)dx S/ a; dx = a.
k k k
Sectenim téchto nerovnosti prok = 1, 2,...,n — 1 obdrZime
azt+az+---+ay, S/ f)dx <ay+ax+---+ a1,
1

neboli s, —ay; < F(n) < s,_1.

Necht nyni fada > a, konverguje. Pak existuje & € R tak, Ze s, < h pro véechna
n € N, aproto také F(n) < h pro vsechna n € N. Protoze F je neklesajici, plyne
odtud F(r) < h prot € [1, o). Podle véty o limité monotonnich funkci existuje vlastni
tILTO F (1), tj. konverguje nevlastni integral fl°° f(x) dx.

Necht naopak ffo f (x) dx konverguje. Pak je funkce F shorachrani¢enana[l, co),
takZe existuje ¢ € R tak, Ze F(t) < g prot € [1,00). Jetedy i F(n) < ¢ a odtud
sn < a1+ q provsechnan € N. Posloupnost {s,} je shora ohraniCena aneklesgjici, proto
mavlastni limitu, tj. fada_ a, konverguje. O

Priklad 2.6. Rozhodnéte, zda konverguje fada:

> 1 =1
a b — ro 0.
) ;nlnn ) ~ na proa =

Redeni. a) UZijeme integralniho kritéria. Nejprve ovéfime, zda je funkce f(x) = —

xInx

na intervalu [2, co) nerostouci. Plati f'(x) = —(ﬁr']’;fz < 0, aproto je f(x) nainter-

valu [2, o0) klesgjici. Zbyva vySetfit, zda konverguje, resp. diverguje nevlastni integréa

f5° =& dr. Pfimym vypottem dostaneme

x Inx
Iim/ idt: Iimf Edy: lim (n(Inx) —In(In2)) = oo,
2 | X—>00

x—o0 Jp tiNt ¥=%0 Jin2 ¥
aproto danafada diverguje.
b) UZjeme integraniho kritéria. Polozme f(x) = xi pro x € [1, 00); COZ je pro
a > 0 klesgjici funkce. VySetfujme konvergenci, resp. divergenci nevlastniho integralu
této funkce naintervalu [1, co). Plati

% dx . 1 1
/ = = I|m/ —dx = proa > 1,
1 x4 t—o0 J; x4 a—1
oodx tdx
/ — = Iim[ — = lim(n?) = oo,
1 X =00 [1 X 1—00
dx
xa

o0 1 ) 1
/1 1_a<llm —1)_00 proa € (0, 1).

x—o0 xa—1
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Proto dana fada konverguje proa > 1 adiverguje proa € (0, 1].

Cviceni
2.1. Pomoci vhodného kritéria rozhodnéte o konvergenci fad:
o.¢] o0
1 H 1.3--(2n—3 1

a) 21 (n+1)(n+4) ) 22 2:4. EZn—Z; 21
& 1 & (n')2

b) £n<n+i><n+2) K) ’El ()
- n? | - tal

0) Zl o ) Zl 93

d & 112+l & ct 1

) Zl 3 m) Zlar g5
~ "%

) 21”— kdea > 0,a € R n) Zl”i,(g)"

f oy L 0 (=4 ) kdea>0acR
= In(n+1) =1 arctgn a=>=4ua
o0 o aed

9 Y -2 kdea>0aeR p Y (fo)n
n=2 n=1 n

h S - _1

) 2w DX e
n=1 n=2

. X2

) Lew

2.2. Najdéte priklad fady Y a, s kladnymi cleny, pro niz Iimsup”;;—:l > 1, ale ktera
konverguje.

2.3. Existuje konvergentni fada " a, s nezépornymi €leny, pro niz limsup y/a, > 1?
2.4. Naleznéte priklad fady 3 a, skladnymi Cleny, o jejiz konvergenci nebo divergenci
a) lzerozhodnout odmocninovym kritériem anel ze rozhodnout podilovym kritériem,

b) Ize rozhodnout Raabeovym kritériem a nelze rozhodnout odmocninovym krité-
riem,

c) lze rozhodnout Raabeovym kritériem a nelze rozhodnout podilovym kritériem,

d) Ize rozhodnout odmocninovym kritériem a nelze rozhodnout Raabeovym krité-
riem.
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Vysledky cviCeni

Kapitola 1

11.a1 b)% c)% d)% e)g )3 g5 h)%1 1.2.a)—% b)z—sg 1.3.8—)
diverguji 14.8)x =10 b)x =2 +knnebox =32 + kn. 1.5. Soucet obvodi je
8(2+ +/2), soutet obsahli je 8. 1.6. Uloha vede k uréeni souttu nekonetné geometrické
fady: 48 + 24 + 124+ 6+ -- -, jgiz souCet je s = 96 cn?. 1.7. Obsah Sierpifiského
koberceje P =1—3 1" & =0.

Kapitola 2

2.1. d) konverguje  b) konverguje c) konverguje d) diverguje €) konverguje pro
0 <a < 1, diverguie proa > 1 f) diverguje @) konverguje pro a > 1, diver-
guieproa € (0,1] h) konverguje i) konverguje j) konverguje k) konverguje
[) diverguje m) konverguje n) diverguje o) diverguje pro a > 3, konverguje pro
0 <a < 3 p) diverguje q) diverguje. 2.2.a, 1 = zzn—l,l azy = 3. 2.3 Neexis-
tuje [Navod: je-li limsup i/a, > 1, pak existuje {n;}, ny — oo tak, zelim /a, > 1.
Ozna€ime-li by = ay,, je fada ) by divergentni. ProtoZe a, > 0, je divergentni i fada
> a,. 24 viz[5].

Kapitola 3

3.1.a) konverguje b) konverguje c)diverguje d)diverguje €)konverguje f)kon-
verguje. 3.2. @) konverguje neabsolutné b) konverguje absolutné ) konverguje
neabsolutné d) diverguje €) konvergujeabsolutné f) konvergujeabsolutné g) kon-
verguje absolutné h) konverguje neabsolutné. 3.3. @) Pro x > 0 fada konverguje
absolutng, pro x < 0 fada diverguje. b) Pro x € (%, e) Tfada konverguje absolutnég,
pro ostatni x fada diverguje. c) Pro |x| < 2 fada konverguje absolutng, pro |x| > 2 a
x = 2 diverguje, pro x = —2 konverguje neabsolutné. d) Pro x > 0 fada konverguje
absolutné, pro x < 0 Tfada diverguje.





