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M6120 — 8. CVICENI : M6120cv08 (Metody regresni diagnostiky)

A. Miry influence v regresni diagnostice

V praxi se ¢asto muzeme setkat s jevem, ze v souboru dat se vyskytuji nékteré hodnoty
vyrazné se lisici od hodnot ostatnich. V literatute se v prubéhu minulych let rozvinuly
dva sméry, které se svym zpusobem snazi s jejich existenci vyrovnat.

e metody robustni statistiky

e metody regresni diagnostiky
Regresni diagnostika jde cestou detekovat vice ¢i méné ojedinéla data a dat puvodci
dat moznost rozhodnout se, jak s nimi v pripadé vyskytu déle nalozit, tj. zda je v sou-
boru ponechat ¢i vyloucit, vénovat jim mensi vahu pfi zpracovani, poptipadé je vhodné
transformovat apod. V ramci regresni diagnostiky se budeme zabyvat dvéma zakladnimi
ulohami

e jak detekovat mezi daty neocekavané hodnoty

e jak rozhodnout, zda mohou vyznamneé ovlivnit statistickou analyzu, pripadné jakym

zpusobem.

Pokud se zabyvame detekci neocekavanych hodnot v datech, v zadsadé muze jit o

e neocekavané hodnoty vysvétlované proménné, tzv. odlehla pozorovani (outliers);

e neocekdavané hodnoty vektoru vysvétlujicich proménnych, tzv. vybocujici body
(leverage points);

e v nékterych pripadech muze jit dokonce o data, jez lze zafadit do obou skupin.
Jejich vyskyt nemusi nutné vyznamné ovlivnit analyzu dat, nebot’ takovato méreni mo-
hou byt plné ve shodé s predpokladanym modelem.

Vétsinou je tomu vSak naopak a odlehla pozorovani i vybocujici body hraji vyznamnou
roli pro vysledky regresni analyzy.

Na druhé strané i nékteré dalsi body mohou mit vyznamny vliv at’ jiz na B, BZ-, Dg, Y
apod.

Vsechny body, jez néjakym zptusobem ovliviiuji podstatné analyzu dat, tj. nékterou z cha-

rakteristik spojenych s odhadem vektoru parametru v linedrnim modelu a testovanim
hypotéz o nich, nazveme vlivnymi body.

Zakladnim diagnostickym néstrojem v regresni analyze jsou rezidua.

Pripomenme definici a vlastnosti regresniho modelu a zaved’'me celou skalu diagnostic-
kych meér influnce.

Regresni model |Y =X3+¢e A Fe=0 A vare =c’I, A h(X)=k=p+1|

Odhady metodou nejmensich ctvercu:

Y =X38=XXX)"'X'Y.
N——
H
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Projekéni matice |H|= X(X'X)1X’ je idempotentni H2=H
symetricka H=H

hu - hip
Ozna¢me matici H = : : = (Hy,--- ,H,) .Pak Y - HY.
| .
~— ~—
H; H,

n
Protoze Y; =H)Y = Zl hi;Y;, vidime, jak pozorovani Y; ovliviiuje i-tou
]:
odhadovanou hodnotu Y.
Definice 1: Sloupce matice H se nazyvaji vlivové vektory a ||HJ||2 se nazyva vliv
j-tého pozorovani na odhad Y, struéné j-ty vliv.

Véta 1: HHJH2 = hjj B

Dukaz: |[Hy||> = HjH; = Y1 hijhij A H? =H = hj; = H/H;

Véta 2: \/?:1 0 < h“ < 1|

Dikaz: H> = H = hii > 0; h; = Zl hijhij = hi + ; h2] = hy > hz21 = hy; <1
J= )

Véta 3:

Diikaz: H? = H je idempotentni = ¢trH = h(H). Uzitim véty o souc¢inu matic lze
odvodit, 7e h(H) = h(X(X'X)"1X') = k.

Ea

Véta 4: Primérny vliv pozorovani Y7, --- .Y, je roven .

n _ n
Dikaz: Y- hig =k = h = £([[H1[[> + - + [Hpl[*) = £ 3 his = £.
i=1 i=1

Definice 2: Definujme vektor rezidui: |[r =Y — Y|
Véta 5: |[r = (I—-H)e
Dikaz:r=Y-HY=(I-H)Y=(I-H)(XB8+e)=I-H)XB+(I-H)e
N—_——

=I-H)e =
1 1— hll —h12 e hln €1
. § —h21 1-— h22 . h2n
Pak maticové ) = . . . :
n
ri =¢ei — ) hijej = (1 — hii) — 3 hije;.
j=1 J#i

Poznamka 1: Pokud jsou prvky h; =~ 1 (blizké k 1) = 1 — h;; = 0. Pak neocekdvané
velkd chyba pozorovéni Y; (velka chyba ¢;) se nemusi odrézet v r;. Na ostatni rezidua
v8ak vliv mit muze.

Véta 6: | DY = o?H| [ Dr = o2(1- H) |

Ditkaz: DY = DHY) =HDYH' = ¢’HH' = ¢’H? = ¢*H;
Dr=D(I-H)e = (I-H)De(I-H) = 0?(I-H)(I-H) = ¢*(I1-H)? = ¢*(I1-H)
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Poznamka 2: Pokud matice H neni diagonalni matici, pak rezidua r; jsou korelovana.
Z predchoziho je vidét, ze rezidua r; v nékterych situacich nemusi dobfe identifikovat
odlehla pozorovani. Proto se v literatuie zavadéji a pouzivaji dalsi typy rezidud.

Znaceni: Symbol (i) bude znamenat vynechdni i-tého Fadku, symbol [j] vynechdni
j-tého sloupce.

Definice 3: Definujme:

» normovand rezidua (normalized or scaled residuals) |rn; = "t| kde
2 YY(Y-Y) _ ssE
- n—k T n—k°
» standardizovana rezidua (standardized or internally studentized residuals)
. = Tq
I'Si = ST hau

» predikovana rezidua (predicted or crossvalidated residuals) rpi) = Yi— lAf(i) ,

kde v linedrnim modelu vynechdme i-té pozorovani a znacime matici planu X ;),
vektor Y (;), odhad metodou nejmenéfchAétvercﬁ ,3(}) = (X’(é)X(i))_lX(i)Y(i)
a i-té pozorovani odhadneme pomoci ,B(i) takto Y = xi,B(i), kde x; je
i-ty fadek puvodni matice planu.

» studentizovand rezidua (jackknife or externally studentized residuals)

_ rp@VI1-hi 2 _ (Yo -Yu)(Yu-Yu)
TJ(i) - 5(1) ) kde S(Z) - n—k—1 .
)
i-té DFFIT reziduum |d; = — |,
- b Vhasg

» i-té parcidlni reziduum |r;; =Y; — Yim kde v linearnim modelu vynechdme

J-ty regresor, odpovidajici matici planu oznacime X;), odhad metodou nejmen-

sich ¢tvercu B[ﬂ = (X’[ i Xm)_leY a i-té pozorovani odhadneme pomoci

'BU] takto fﬁm =x;;1B;, kde x5 je i-ty radek matice pldnu X .

Véta 7: Necht’ € ~ N,,(0,0%1,) = |r ~ N,(0,02(I — H)) | Ditkaz: viz. Andél(1978).

Poznamka 3: Protoze s2(1 — hy;) je odhad rozptylu Dr; = 02(1 — hy;), pak standardi-
zovand rezidua maji rozptyl priblizné roven 1. Pokud nastane situace, ze chyba je
prilis velkd oproti modelu, pak pomoci ptislusného standardizovaného rezidua je lze
snadnéji identifikovat.

T3

Véta 9: (TL - k)32l' = (TL - k)82 - l—'hii

Véta 10: Diikaz: viz. Staudte, Sheather(1990).

— T4
TJ(Z) - ms(l)

Poznamka 4: Predchozi vzorce umoziuji vypocitat statistiky rp(;), 3%2.) a 1 (j) pouze
z hodnot znamych z celého regresniho modelu.

Véta 11: Necht’ e ~ N, (0,0°1,) = |7 () ~ t(n — k) | Dikaz: viz. Staudte, Sheather(1990).

Definice 4: Rekneme, 7e i-té pozorovani Y; je odlehlé, jestlize .
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Poznamka 5: Z vety 11 plyne, ze pomoci i-té¢ho studentizovaného rezidua ;) 1ze tes-
tovat nulovou hypotézu Hy : Ee; = 0, ze i-té pozorovani neni odlehlé proti
alternative  Hi : Fe; #0, tj. Ze je odlehlé. Pokud [r;| > ti_q/2(n — k), pak
na hladiné vyznamnosti o zamitame hypotézu Hy a tedy i-té pozorovani na hladiné
vyznamnosti « je odlehlé.

1

Véta 12: DFFITS rezidua d; proi = 1,--- ,n lze vyjadiit vztahem | d; = <1f1}; ) ? TG |
Dukaz: viz. Staudte, Sheather(1990).

Poznamka 6: Je-li n—k > 30, je na hladiné vyznamnosti o = 0.05 kvantil Studentova ¢
rozdéleni priblizné roven 2 a lze tedy v praktickych situacich na zakladé véty 11 po-

vazovat i-té pozovan{ za odlehlé na hladiné vyznamnosti o = 0.05, kdyz | [r ;)| > 2.

Toto odpovidé také empirickych zkuSenostem (viz. Staudte, Sheather(1990)).

Posuzujeme-li odlehlé pozorovani pomoci i-tého DFFITS rezidiua, muzeme vyu-
zit vztah z véty 12 a navic uplatnit vliv i-tého pozorovani h; a jeho prumérnou

hodnotu. Pak plati
B \ 2 hi O\ 2
= ii i 9 ii ‘
|di| <1—hii> 75| > (1_}%)

Uvazime-li, ze prumérny vliv je % a dosadime-li jej za h;;, dostaneme

B2 Bz I\ 2

Posledné uvedend nerovnost se v praxi uziva pro posouzeni, zda i-té pozorovani je
odlehlé na zakladé DFFIT rezidui.

Cookova vzdalenost. Pro méfeni vlivu i-tého pozorovani na hodnotu odhadu
vektoru B navrhl Cook pouzit statistiku

Y-Yi)(Y-Y@) "5 hy

k82 - k 1_hii :

D; =

Cookova vzdalenost souvisi s konfidenénim elipsoidem odhadu, coz umoznuje jeji
porovnani s kvantily F-rozdéleni s k a n — k stupni volnosti. Jde zde vSak o posun
odhadt, ktery vznikl vynechanim i-tého bodu. Orienta¢né plati, ze pro
posun piesahuje 50%ni konfidenén{ oblast a dany bod je proto vlivny.

Dalsi mozné vysvétleni Cookovy vzdalenosti vychézi z toho, ze jde o eukleidovskou
vzdalenost mezi vektorem predikce Y z metody nejmensich ¢tvercu a vektorem
predikce ?(i), ktery odpovidd odhadum stanovenym metodou nejmensich ¢tvercu
pii vynechéani i-tého bodu.

Cookova vzdélenost vyjadiuje vliv i-tého bodu pouze na odhady parametru 3. Po-
kud proto i-ty bod neovlivni odhady regresnich parametru 3 vyrazné, bude hodnota
Cookovy vzdalenosti mala.

Takovy bod vsak miize silné ovlivnit odhad rezidudiniho rozptylu o?, kde De = o°1,,.

Welschova-Kuhova vzdalenost. Pro méfeni vlivu i-tého pozorovani simultanné
jak na odhad B3, tak na odhad o2, zvolili Welsch a Kuh statistiku
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Yi—Y)
Vhiis(iy

DFFITS; =d; =

(viz. def. 3, véta 12 a pozn. 6).

Parcialni vliv. Pro méfeni vlivu i-tého pozorovani na j-tou slozku vektoru 3

navrhli Belsley, Kuh a Welsch statistiku | DFBETAS;; = L\/[ﬁ)L(” (doporucena
j
hranice 24/k/n)

Varia¢ni pomér. Pro stanoveni miry vlivu i-tého pozorovani na matici D3 je
navrzena statistika

(s3yy/s%)"

Velké hodnoty statistiky signalizuji vlivné body (vzhledem k DB)

V literatufe se za vlivna pozorovani doporucuje povazovat ta, pro néz

|COVRATIO; — 1| > 3% |,

MIRY INFLUENCE V PROSTREDI R:

K dispozici je predevsim funkce‘ influence.measures () |, kterou lze pouzit pouze na ob-
jekt tfidy 1m. Vysledkem je objekt tifidy infl, ktery je tvofen ze tii prvka: infmat,
is.inf a call.

Matice infmat :
e kazdy fadek odpovidd jednomu pozorovani (Y, x;)
e prvnich k sloupcu tvori matici statistik DFBETAS, sloupce jsou oznaceny dbf .
a za teckou nasleduje vétsinou primérené zkraceny nazev prislusného regresoru
e nasleduje sloupec statistik DFFITS oznaceny dffit.

e dalsf sloupce nazvané cov.r, cook.d hat obsahuji statistiky COVRATIO, D;
a diagondlni prvky matice H.

Samostatné lze jednotliva rezidua a dalsi statistiky ziskat z objektu typu 1m pomoci funkei
rstandard() dffits() dfbetas() covratio()
rstudent()  cooks.distance() hatvalues()

Parcialni rezidua v prostiedi R ziskdme napiiklad timto postupem

1. Nejprve vytvorime pomocnou matici, kterd je typu n x (k—1) (pokud model obsahuje
konstatni ¢len vzdy znaceny jako (Intercept)). Matice parcidlnich rezidui obsahuje
tolik sloupcu, kolik je regresoru, které lze vynechat.
pom.parc.rez <- residuals(model.lm,type = "partial")

2. Protoze tato rezidua jsou modifikovana tak, aby kazdy sloupec mél nulovy prumeér, je
tfeba pricist jistou konstantu, kterou prostiedi R spolu s modifikovanymi parcidlnimi
rezidui nabizi.
parc.rez <- pom.parc.rez + attr(pom.parc.rez,"constant")
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B. STRATEGIE REGRESNI DIAGNOSTIKY

Jednotlivé miry regresni diagnostiky poskytuji cenné informace o vyskytu vlivnych po-
zorovani. V zadném piipadé vSak nema smysl pouzivat je automaticky na vSechna data,
protoze bychom byli brzy zavaleni horou vysledku, z pfevazné vétsiny naprosto zbytec-
nych.

Mnohem prakti¢téjsi je naopak drzet se nékteré strategie regresni diagnostiky. Ta musi
byt dostateéné pruznd, abychom mohli v kazdém kroku rozhodnout, zda néktera pozoro-
vani pridat ¢i vyloucit, aplikovat vhodnou transformaci a vratit se o nékolik kroku zpét
nebo naopak néktery krok preskocit apod. Je zfejmé, ze k tomu musime mit k dispozici
vhodné programové vybaveni s interaktivnim pfistupem.

GRAFY IDENTIFIKACE VLIVNYCH BODU - existuje velké mnozstvi riiznych
grafu, jako priklad uved'me:

Graf predikovanych rezidui:
e osa z: predikovand rezidua rp ;)
e osa y: rezidua r;
Vybocujici body (leverage points) jsou snadno identifikovany svou polohou, nebot’
lezi mimo piimku y = x.
Odlehla pozorovani (outliers) lezi sice na piimce y = x nebo v jeji blizkosti, jsou
vSak dostatecné vzdaleny od ostatnich bodu.
Williamsiv graf:
e osa x: vlivy hy;
e osa y: Jackknife rezidua r ;)
Do grafu lze zakreslit meznfi linie pro odlehld pozorovani (outliers): y = t1_q(n — k)
a jednak mezni linie pro vybocujici body (leverage points): x = 2%.
Pregibonuv graf:
e osa x: vlivy hy;

2 2

e osa y: kvadraty modifikovanych normovanych rezidui 7“]2\/” = S;—ZE = (n_rw

Protoze plati, ze E(hy + r3;) = %, Ize do grafu zakreslit dvé hraniéni piimky:
y:—m+2% ay:—x+3%.
K rozliseni mezi body plati tato pravidla:
(a) bod je silné vlivny, lezi-li nad horni pfimkou
(b) bod je pouze vlivny, lezi-li mezi obéma piimkami
Muze jit jak o vybocujici body (leverage points), tak i o odlehld pozorovani (out-
liers).
Indexové grafy:
e osa x: index
e osa y: jednotlivé typy rezidui, vlivy hi;, B
Rankitové Q-Q grafy:
e osa x: kvantily standardizovaného normalniho rozlozeni

e osa y: poradkové statistiky (vzestupné seti{déné hodnoty reziduf)
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POSTUP PRI REGRESNI DIAGNOSTICE: lze jich navrhnout celou fadu

(a)

Spocteme zakladni charakteristiky jednotlivych proménnych Y, X,..., X, tj.
prumeér, smérodatnou odchylku, sikmost atd. a vykreslime pro né histogram,
krabicovy graf, ptipadné indexovy graf apod. Odtud ziskdame pfedstavu o moz-
nych odlehlych pozorovani v jednotlivych proménnych, tvaru dat apod.
Vykreslime rozptylové grafy (scatter plots) dvojic vektoru (Y, X;), resp. dvojic
vektoru (X;, X;).

Zkontrolujeme, zda se v datech nevyskytuji vybocujici body v prostoru re-
gresoru (leverage points), napt. pomoci diagondlnich prvku projekéni mastice
H. Tyto body v zddném pripadé automaticky nevyluc¢ujeme, nebot’ nemusi jit
nutné o vlivné body. Pfi dalsi analyze jim vSak vénujeme zvySenou pozornost.
Provedeme peclivou analyzu rezidui. Pouzivame ptitom jak grafické zobrazeni
rezidui (napf. proti indexu), tak u ,podezielych“ hodnot uzijeme k ovérent
vyznamnosti vlivu nékterou z diive uvedenych statistik. Ziskame tak predstavu
o odlehlych pozorovanich.

Po této vSeobecné analyze dale postupujeme dle toho, co néds predevsim zajima.
Je-li to vliv jednotlivych pozorovani na hodnotu B, uzijeme napi. Cookovu
vzdalenost. Je-li to vliv jednotlivych pozorovani na varianéni matici @, uzijeme
statistiku COV RATIO; apod. V maximalni mozné mite pritom téz vyuzivame
grafickd znazornéni, jez nam podstatné urychluji orientaci ve vysledcich.

Vyse uvedené kroky predstavuji pouze jednu moznou zdkladni strategii regresni
diagnostiky. Pfi jejim uziti vznikd v praxi potfeba dalSich kroku a analyz. Patii
mezi né ruzné transformace, zména modelu, vylu¢ovani pozorovani apod.

LITERATURA:

Andeél, J.(1978): Matematickd statistika, Praha, SNTL.

Antoch, J., Vorlickova, D. (1992): Vybrané metody statistické analyzy dat, Academia Praha
Staudte, R.G.,Sheather, S.J.(1990): Robust Estimation and Testing, New York, Wiley

PRIKLAD 1: Simulovana data

Nejprve na simulovanych datech ukdzeme piiklad dat, ve kterych se nachazeji pozorovani

e odlehla (outliers) — y-ové hodnoty

e vybocujici (leverage points) — x-ové hodnoty

e vlivna, jejichz odstranénim se radikdlné zméni vysledek

k <- 15

n<-2*k-1

sigmal <- 3.5

xx <- seq(l, k, by = 0.5) + sigmal * rnorm(n)
a<-5
b <- 3
sigma2 <- 3.5

<- a + b * xx + sigma2 * rnorm(n)

yy

x1

y1
x2

y2

c(xx, 39)
c(yy, 125)
x1

c(yy, 11)
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Simulovana data graficky znézornime. Doplnime vzdy odhadnuté regresni primky se viemi
body (plné ¢éra) a bez posledniho bodu (¢arkované).

> xlim <- range(c(x1, x2))
> ylim <- range(c(yl, y2))
> par(mfrow = c(1, 2), mar = c(2, 2, 2, 0.5) + 0.05)
> plot(x1[1:n], y1[1:n], pch = 3, xlim = xlim, ylim = ylim)
> points(x1[n + 1], yi[n + 1], pch = 21, col = "red", bg = "orange")
> abline(1m(yl ~ x1), col = "dodgerblue", lwd = 2)
> abline(Im(y1[-(n + 1)] ~ x1[-(n + 1)]), col = "violet",
lwd = 2, 1ty = 2)
text(x1[n + 1], y1[n + 1], "leverage point and outlier "
adj = c(1, 0.5))
> mtext("Data set 1")
> plot(x2[1:n], y2[1:n], pch = 3, xlim = x1lim, ylim = ylim)
> points(x2[n + 1], y2[n + 1], pch = 21, col = "red", bg = "orange")
>
>

\%

abline(1m(y2 ~ x2), col = "dodgerblue", lwd = 2)
abline(lm(y2[-(n + 1)] ~ x2[-(n + 1)]), col "violet",
lwd = 2, 1ty = 2)
> text(x2[n + 1], y2[n + 1], "leverage point ", adj = c(1,
0.5))
> mtext ("Data set 2")

Data set 1 Data set 2
leverage point and outlier ©

80 100
80 100

20 40 60
I
-
20 40 60
|

&+
M
4

o .
¥ * leverage point ©
T T T T T T T T T T

) o 10 20 30 40 0, 10 20 30 40 )
Obrazek 1: Grafické znazornéni odlehlych, vybocujicich a vlivnych boda na simulovanych

datech.

0

0

7 druhého panelu grafu je patrné, ze doplnény bod v druhé sérii simulovanych dat je
vlivhym bodem.

Grafické zobrazeni regresnich piimek doplnime také explicitnim vypoctem pomoci funkce
1m() pro oboje simulovana data. Vysledky zobrazime pomoci funkce summary ().

> ml <- 1m(yl ~ x1)
> summary (m1)

Call:
Im(formula = y1 ~ x1)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-8.20309 -1.67102 0.07375 3.14365 6.30204

Coefficients:
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Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)

(Intercept) 5.8296 1.1903  4.897 3.67e-05 *x*x
x1 2.9517 0.1026 28.762 < 2e-16 *xx
Signif. codes: O ,*xx, 0.001 ,*x, 0.01 ,*, 0.05 ,., 0.1, , 1

Residual standard error: 4.039 on 28 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9673, Adjusted R-squared: 0.9661
F-statistic: 827.2 on 1 and 28 DF, p-value: < 2.2e-16

> m2 <- 1m(y2 ~ x2)
> summary (m2)

Call:
Im(formula = y2 ~ x2)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-40.3571 -6.5171 0.2596 6.7593 24.8853

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)
(Intercept) 22.0678 3.77568 5.845 2.78e-06 **x*
x2 0.7510 0.3255 2.307 0.0287 *
Signif. codes: O ,*xx, 0.001 ,*x, 0.01 ,*, 0.05 ,., 0.1, , 1

Residual standard error: 12.81 on 28 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1597, Adjusted R-squared: 0.1297
F-statistic: 5.322 on 1 and 28 DF, p-value: 0.02867

Porovname-li oba dva regresni modely, vidime, ze i kdyz se vychozi data lisi pouze
v jediném bodé, dostali jsme diametralné odlisné vysledky.

1. model y= 5.83+2.95x upraveny koeficient determinace: 0.97
2. model y=22.07+0.75z 0.16

Prvnf model vysvétluje témér 97% variability dat, kdezto druhy pouhych 16%.
Tyto skutecnosti by se mély projevit také v analyze rezidui.

Podivédme se nejprve, jaké typy diagnostickych grafu nabizi funkce plot.1m() (ale staci
psat plot()) pro simulovana data 1 a 2.

> par(mfrow = ¢(3, 2), mar = c(5, 5, 1.5, 0) + 0.05)
> plot(ml, which = 1:6)
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Obréazek 2: plot.1lm(.,which=1:6) pro simulovana data 1.

> par(mfrow = ¢(3, 2), mar = c(5, 5, 1.5, 0) + 0.05)
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> plot(m2, which
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Obrazek 3: plot.1lm(.,which=1:6) pro simulovana data 2.
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Prohlédneme-li si pozorné jednotlivé grafy, vidime, ze v téch grafech, ve kterych figuruje
Cookova vzdalenost, se nejlépe odhali oba dva doplnéné koncové body.

Velmi uzitetnym je také bublinkovy graf vytvoreny pomoci funkce influencePlot (),
ktery nabizi knihovna car.

Na ose z jsou vyneseny hodnoty vlivu h;;, na ose y hodnoty studentizovanych rezidui
7 1()- Kazdy bod (hig, J(i)) reprezentuje kruh, jehoz obsah je timérny velikosti Cookovy
vzdalenosti D;.

Kromé toho jsou do grafu zaneseny dvé vertikalni referen¢ni ¢éry pro vlivy (konkrétné
hodnoty 2% a 3%) a tfi horizontalni referenéni ¢ary pro hodnoty —2,0, 2.

Body lezici mezi obéma vertikalnimi piimkami jsou vlivné, ty body, které lezi napravo
od druhé vertikdlni ptimky jsou pak jiz silné vlivné.

Body, které lezi nad horizontalni piimkou v bodé 2 nebo pod horizontalni piimkou v bodé
—2 jsou odlehlé.

Pokud ptridame do funkce influencePlot () argument id.method="identify", muzeme
interaktivné provadét identifikaci podezielych bodu.

Identifikaci podezielych hodnot neprovedeme interaktivné, ale jesté pred vykreslenim
grafu je sami nalezneme. Po vykresleni grafu pomoci funkce influencePlot () pak s vy-
uzitim pitkazu text () doplnime ¢éislo indexu, tj. potadi pozorovani.

Vytvorme bublinkové grafy pro oba dva simulované datové soubory, doplime identifikaci
podezrelych bodua a vypisme je.

library(car)

k <- length(coef (m1))

n <- length(x1)

sr <- rstudent (m1)

Lr2 <- abs(sr) > 2

hii <- hatvalues (ml)

Lh2 <- hii > 2 * k/n

L <- Lr2 | Lh2

par(mfrow = c(1, 1), mar = c¢(5, 5, 1.5, 0) + 0.05)

influencePlot (m1)

text(hii[L], sr[L], as.character((1:n)[L]), adj = c(0.5,
0.5), col = "blue", cex = 0.75)

V VVVVVVVVVYV
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Obrazek 4: Graf influencePlot () z knihovny car pro simulovana data 1.

Vypiseme podezield pozorovani spolu s hodnotami studentizovanych reziduf 7 ;;, vlivy
h;; a Cookovou vzdalenosti D;.

> Di <- cooks.distance(m1)
> cat(paste("meze pro hii: 2*k/n=", round(2 * k/n, 4),
" 3%k/n=", round(3 * k/n, 4), "\n", sep = ""))

meze pro hii: 2%k/n=0.1333  3%k/n=0.2
> cbind((1:n)[L], x1[L], y1[L], sr[L], hii[L], Di[L])

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6]
26 26 11.96542 32.94453 -2.210719 0.03861484 0.08618558
30 30 39.00000 125.00000 1.658210 0.61041902 2.02747514

> library(car)

> k <- length(coef (m2))
> n <- length(x2)

> sr <- rstudent (m2)

> Lr2 <- abs(sr) > 2

> hii <- hatvalues(m2)
> Lh2 <- hii > 2 * k/n
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> L <- Lr2 | Lh2

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(5, 5, 1.5, 0) + 0.05)

> influencePlot (m2)

> text(hii[L], sr[L], as.character((1:n)[L]), adj = c(0.5,
0.5), col = "blue", cex = 0.75)
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Obrazek 5: Graf influencePlot () z knihovny car pro simulovana data 2.

Vypiseme podezield pozorovani spolu s hodnotami studentizovanych reziduf 7 ;;, vlivy
h;; a Cookovou vzdalenosti D;.

> Di <- cooks.distance(m2)
> cat(paste("meze pro hii: 2*k/n=", round(2 * k/n, 4),
" 3%k/n=", round(3 * k/n, 4), "\n", sep = ""))

meze pro hii: 2%k/n=0.1333 3%k/n=0.2

> cbind((1:n)[L], x2[L], y2[L], sr[L], hii[L], Di[L])

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6]
20 20 18.58604 60.91134  2.168430 0.09137258 0.2088146
30 30 39.00000 11.00000 -16.502845 0.61041902 19.9574746



RNDr. Marie Forbelska, Ph.D. 15
Oba dva bublinkové grafy dobie odhalily jako podezielé uméle doplnéné body s indexem

30.

Provedeme-li srovnani obou uméle doplnénych bodu, dostaneme

kritérium ‘ bod 30 — 1. sada dat ‘ bod 30 — 2. sada dat ‘

ry@ | 1.6582 —16.5028 < —2
hii 0.6104 > 3% 0.6104 > 3%
D; 2.0275 > 1 19.9575 > 1

Z hodnot vyplyva, ze oba dva body zfetelné vybocuji v z-vych hodnotach (identifikuje
hii). Bod 30 v prvni sadé dat je v souladu s predpokldadanym regresnim modelem (re-
gresni piimkou), proto hodnota studentizovaného rezidua r j(;) nevybocuje. Signifikantn{
je samoziejmé Cookova vzdalenost D;. Naproti tomu bod 30 ve druhé sadé dat jasné
nevyhovuje predpoklddanému regresnimu modelu (vysokd hodnota r ;) a zédvratnd hod-
nota D).

V ptipadé bodu 26 v prvni sadé dat a bodu 20 ve druhé sadé dat mame hodnoty
kritérium ‘ bod 26 — 1. sada dat ‘ bod 20 — 2. sada dat ‘

T | —22107 < 2 21684 > 2
his 0.0386 0.0913
D; 0.0862 0.2088

Je vidét, ze tyto dva body byly vybrany pouze diky tésné vyssim hodnotam studentizo-
vanych rezidui.

Jako zastupce indexovych grafi si uvedeme graf infIndexPlot (), ktery je dostupny
opét v knihovné car.

Tato funkce nabizi pro jednotlivd pozorovani (i = 1,...,n) samostatné hodnoty

o Cookovy vzdalenosti D,

« studentizovand rezidua r ;)

o vliva hz’ia

« simultanni hladiny vyznamnosti (na zakladé Bonferroniho nerovnosti) pro testovani
hypotézy Hy: Fe; = 0 proti alternativé Hy : Fe; # 0.

PozNAMKA (Bonferroniho nerovnost).

Méjme n intervalu spolehlivosti CIq,...,CI,, pro které plati P(y(6;) € CI;) = 1 —
a; pro «; € (0,1). Pak plati

i=1

Pokud zvolime «; = &, pak bude zaruceno, ze

P <ﬁ {7(0:) € sz'}) >1-a.
i=1
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Pro oba dva regresni modely pouzijeme funkci inf IndexPlot () z knihovny car. Pfidame
pozadavek na oznaceni 5 bodu (x;,y;), které maji nejvétsi Mahalanobisovu vzdélenost
od vybérovych prumeéru (z, 7).

> library(car)
> infIndexPlot(m1, id.method = "mahal", id.n = 5)

Diagnostic Plots
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Obrazek 6: Graf infIndexPlot () z knihovny car pro simulovana data 1.

> library(car)
> infIndexPlot (m2, id.method = "mahal", id.n = 5)
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Obrazek 7: Graf infIndexPlot () z knihovny car pro simulovana data 2.

Nejdulezitéjsi informaci predchozich dvou grafu jsou simultanni hladiny vyznamnosti
(na zékladé Bonferroniho nerovnosti) pro testovani hypotézy Hy : Fe; = 0 proti al-
ternative Hy : Feg; # 0. Z grafu v8ak nezjistime explicitni p—hodnoty. Tuto informaci
ziskame diky funcki outlierTest () z knihovny car.

> outlierTest (m1)

No Studentized residuals with Bonferonni p < 0.05
Largest |rstudent]:

rstudent unadjusted p-value Bonferonni p
26 -2.210719 0.035713 NA

> outlierTest (m2)
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rstudent unadjusted p-value Bonferonni p
30 -16.50284 1.2485e-15  3.7456e-14

V prvnim modelu byl nalezen jako vyznamny bod 26, ve druhém modelu bod 30.

Dosud jsme nezkoumali DFFIT rezidua, DFBETAS;; a COVRATIO; (i =1,...,n,
j=1,...,k), kterd odhaluji simultanni vliv pozorovani na odhady nezndmych parametru
B a o%. Vytvoifme indexové grafy a provedeme identifikaci podezielych pozorovani.

> X <- x1
> M <- ml
> Y <-y1
> IM <- influence.measures (M)
> IDs <- 2:4
> txtY <- c("DFBETAS_2", "DFFIT", "COVRATIO")
> shift <- ¢(0, 0, 1)
> CutOff <- c(2/sqrt(length(X)), 2 * sqrt(length(coef(M)/length(X))),
3 * length(coef (M)/length(X)))
par(mfrow = c(1, 3), mar = c(5, 5, 0.5, 0.5) + 0.05)
> for (id im 1:3) {
ID <- IDs[id]
plot(IM$infmat[, ID], type = "p", xlab = "index",
ylab = txtY[id])
L <- abs(IM$infmat[, ID] - shift[id]) > CutOff[id]
abline(h = shift[id])
abline(h = c(shift[id] - CutOff[id], shift[id] +
CutOff[id]), 1ty = 2)
if (sum(L) > 0) {
text (as.numeric (rownames (IM$infmat) [L]), IM$infmat[L,
ID], labels = rownames (IM$infmat) [L], cex = 0.75,
pos = 2)
pom <- data.frame(cbind(rownames (IM$infmat) [L],
X[L], Y[L], IM$infmat[L, ID]))
names (pom) <- c("index", "x", "y", colnames(IM$infmat) [ID])
o <- order(-abs(IM$infmat[L, ID]))
print(pom[o, ], digits = 4)
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Obrézek 8: Indexové grafy pro vybrané influenéni miry pro simulovana data 1.
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X <- x2
M <- m2
Y <- y2
IM <- influence.measures (M)
IDs <- 2:4
txtY <- c("DFBETAS_2", "DFFIT", "COVRATIO")
shift <- c(0, 0, 1)
CutOff <- c(2/sqrt(length(X)), 2 * sqrt(length(coef (M)/length(X))),
3 * length(coef (M)/length(X)))
par (mfrow = c(1, 3), mar = c(5, 5, 0.5, 0.5) + 0.05)
for (id in 1:3) {
ID <- IDs[id]
plot (IM$infmat[, ID], type = "p", xlab = "index",
ylab = txtY[id])
L <- abs(IM$infmat[, ID] - shift[id]) > CutOff[id]
abline(h = shift[id])
abline(h = c(shift[id] - CutOff[id], shift[id] +
CutOff[id]), 1ty = 2)
if (sum(L) > 0) {
text (as.numeric (rownames (IM$infmat) [L]), IM$infmat[L,
ID], labels = rownames (IM$infmat)[L], cex = 0.75,
pos = 2)
pom <- data.frame(cbind(rownames (IM$infmat) [L],
X[L], Y[L], IM$infmat[L, ID]))
names (pom) <- c("index", "x", "y", colnames(IM$infmat) [ID])
o <- order(-abs(IM$infmat[L, ID]))
print(pom[o, ], digits = 4)
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}
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30 30 39 11 -20.0853820508696
20 20 18.5860388797267 60.9113433759351 0.548041322583496
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index x y dffit

1 30 39 11 -20.6573198640163

OO =) O 00005000 o, o o
o 9 2 = © posoacees o | o*Po0g20P0m0p 0 0 0
________________ - O
P P © °
N o
[ [
£ 9 I 9 g S
u 1 a ! >
[ 9 <
[a} O 5 ]
2 = °
! ~
N
o
S 00 T 00 o | o
! T T T T T T T T T T T T ° T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
index index index

Obréazek 9: Indexové grafy pro vybrané influenéni miry pro simulovana data 2.

V prvnim modelu m4 vliv na odhady neznamych parametri 4, a o2 bod 30 a v druhém
modelu jsou to body 1, 20 a 30.
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PRIKLAD 2: Obsah tézkych kovu v fece Morave v prubchu let 1997 az 2009

Nacteme datovy soubor sedimenty.csv pomoci piikazu read.csv2() a vytvoirime pro-
meénnou data typu data.frame.

> fileDat <- paste(data.library, "sedimenty.csv", sep = "")
> data <- read.csv2(fileDat)
> str(data)

,data.frame,: 144 obs. of 6 variables:

$ lokalita: int 1111111111 ...

$ rok :int 1997 1997 1998 1998 1999 1999 2000 2000 2001 2001 ...

$ Pb :num 24.9 34.1 38 40.3 33.2 33.7 45.9 82.5 68.9 64.1 ...

$ Cd :num 0.69 1.22 0.842 0.894 0.548 0.609 1.13 0.78 0.64 0.86 ...
$ Ni : num 29.8 36.6 40.3 35.4 21.6 24.1 NA NA 60.2 54.6 ...

$ Hg :num 0.056 0.144 0.187 0.086 0.078 0.071 0.22 NA 0.15 0.2 ...

Vsimnéme si, ze pro nékteré tézké kovy jsou v souboru chybéjici pozorovani. Budeme
muset pak byt velmi obezietni pfi identifikaci podezielych pozorovani podle jejich pora-
dovych éisel.

> Lna <- apply(is.na(data), 1, any)
> print(datal[Lna, ])

lokalita rok Pb Cd Ni Hg

7 1 2000 45.9 1.13 NA 0.220
8 1 2000 82.5 0.78 NA NA
13 1 2003 NA NA NA 0.183
14 1 2003 45.9 1.36 NA 0.225
15 1 2004 263.0 0.43 NA 0.040
16 1 2004 10.4 0.21 NA 0.030
17 1 2005 13.1 0.27 NA 0.320
18 1 2005 10.0 0.29 NA 0.030
29 2 2000 60.1 1.52 NA 0.830
30 2 2000 34.5 0.69 NA NA
35 2 2003 NA NA NA 0.285
36 2 2004 52.7 0.58 NA 0.160
37 2 2004 21.8 0.37 NA 0.120
38 2 2005 26.9 0.44 NA 0.230
39 2 2005 27.5 0.90 NA 0.220
48 3 2000 41.1 1.10 NA 0.290
49 3 2000 57.7 1.32 NA NA
54 3 2003 17.5 0.35 NA 0.138
55 3 2003 43.4 0.91 NA 0.449
56 3 2004 309.0 0.81 NA 0.280
57 3 2004 35.6 0.54 NA 0.190
58 3 2005 33.2 0.80 NA 0.340
59 3 2005 29.5 0.81 NA 0.450
70 4 2000 38.3 0.95 NA 0.280
71 4 2000 31.7 0.73 NA NA
76 4 2003 29.7 0.48 NA 0.196
7 4 2004 76.2 0.50 NA 0.160
78 4 2004 34.3 0.58 NA 0.200
79 4 2004 20.5 0.44 NA 0.110
80 4 2005 43.3 0.88 NA 0.300
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81 4 2005 29.0 0.64 NA 0.290
92 5 2000 65.0 1.78 NA 0.440
93 5 2000 35.8 1.87 NA NA
100 5 2004 81.9 0.97 NA 0.180
101 5 2004 25.9 1.00 NA 0.230
102 5 2005 185.0 0.81 NA 0.230
103 5 2005 31.5 0.75 NA 0.240
114 6 2000 20.5 0.46 NA 0.130
115 6 2000 29.0 0.59 NA NA
120 6 2003 36.5 0.99 NA 0.266
121 6 2003 94.2 0.71 NA 0.237
122 6 2004 31.6 0.68 NA 0.180
123 6 2004 17.6 0.38 NA 0.140
124 6 2005 54.1 0.89 NA 0.240
125 6 2005 26.8 0.75 NA 0.230
126 6 2005 7.8 0.05 NA 0.040
132 7 2001 NA NA NA NA
135 7 2002 NA NA NA NA
140 7 2006 NA NA NA NA
141 7 2006 NA NA NA NA

Data vykreslime

> par(mfrow = c(2, 2), mar = c(2, 5, 0.5, 0.5) + 0.05)
> for (id in 3:6) plot(datal, id] ~ datal[, 2], ylab = paste(names(data)[id],

"[mg/kgl"))
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Obrézek 10: Obsah tézkych kovi v fece Moravé v prubéhu let 1997 az 2009 (v mg/kg).
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Vzhledem k tomu, ze jako zavisle proménné budeme brat logaritmy obsaht tézkych
kovu v mg/kg, vykresleme jesté zlogaritmovand data. Do grafu pro ndzornost dokreslime
regresni piimky:.

> LogNames <- c(names(data)[1:2], paste("log(", names(data)[3:6],
") [mg/kgl", sep = ""))

> par(mfrow = c(2, 2), mar = ¢c(2, 5, 0.5, 0.5) + 0.05)

> for (id in 3:6) {
plot(log(datal, id]) ~ datal, 2], ylab = LogNames[id])
abline(1m(log(datal[l, id]) ~ datal, 2]), col = "red")
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Obrazek 11: Logaritmy obsahu tézZkijch kovi v tece Moravé v prubéhu let 1997 az 2009
(v mg/kg).

Pro dalsi analyzu vybereme jeden z tézkych kovu, naptiklad kadmium a provedeme re-
gresni analyzu pro logaritmy obsahu tézkych kovu. Protoze nezdvisle proménnou jsou
roky, které nabyvaji vysokych hodnot, doporucuje se vzdy Cas centrovat.

id <- 4
y <- log(datal, id])
xshift <- mean(range(datal, 2]))

x <-
ytxt
Data
m <-

V VV VYV VVyV

datal, 2] - xshift

<- LogNames [id]

<- data.frame(x = x, y = y)
Im(y = x)

summary (m)
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Call:
Im(formula = y ~ x)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2.622863 -0.272384 0.005871 0.255382 1.603285

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)
(Intercept) -0.32587 0.04521 -7.208 3.55e-11 *x*x
X -0.02350 0.01232 -1.907 0.0586 .

Signif. codes: O ,*xx, 0.001 ,*x, 0.01 ,*, 0.05 ,., 0.1, , 1

Residual standard error: 0.5206 on 136 degrees of freedom
(6 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.02606, Adjusted R-squared: 0.01889

F-statistic: 3.638 on 1 and 136 DF, p-value: 0.05857

Dalsim krokem bude grafické zazornéni vysledku spolu s intervaly spolehlivosti kolem
regresni piimky a také s predikénimi intervaly spolehlivosti.

xrange <- range(x)

xx <- seq(xrange[1], xrange[2], length.out = 100)

conf.i <- predict(m, newdata = data.frame(x = xx), interval = "confidence")
str(conf.i)

vV VvV Vv Vv

num [1:100, 1:3] -0.185 -0.188 -0.191 -0.193 -0.196 ...
- attr(*, "dimnames")=List of 2

. '$ . chr [1:100] I|1I| ll2ll I|3I| I|4I|

..$ : chr [1:3] "fit" "lwr" "upr"

> pred.i <- predict(m, newdata = data.frame(x = xx), interval = "prediction")
> str(pred.i)

num [1:100, 1:3] -0.185 -0.188 -0.191 -0.193 -0.196 ...
- attr(*, "dimnames")=List of 2

..$ : chr [1:100] "1m n2m n3nm ugn

..$ : chr [1:3] "fit" "lwr" "upr"

> ylim <- range(c(y, pred.i[, 2:3]), na.rm = TRUE)

> par(mfrow = c¢(1, 1), mar = c(2, 5, 1, 0) + 0.5)

> xt <- x + xshift

> xxt <- xx + xshift

> plot(y ~ xt, ylab = ytxt, ylim = ylim)

> matlines(xxt, cbind(conf.i, pred.i[, -1]), 1ty = c(1,

2, 2,3, 3), 1wd =c(2, 1, 1, 1, 1), col = c("dodgerblue",
"blue", "blue", "darkgreen", "darkgreen"))

> znam <- ifelse(coef(m)[2] < 0, "", "+")

> txtmodel <- paste("y=", round(coef(m)[1], 2), znam, round(coef (m)[2],
3), "x", sep = "")

> mtext (txtmodel)

> mtext (paste("n=", length(m$residuals), sep = ""), side = 1)
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Obrazek 12: Logaritmy obsahu tézZkijch kovi v tece Moravé v prubéhu let 1997 az 2009

(Cd v mg/kg).

Linedrni statistické modely II (8. cvi¢eni)
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Pro regresni model provedeme analyzu rezidui — vyuzijeme funkci plot ().

> par(mfrow =
> plot(m, which = 1:4)
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> par(mfrow = c(1, 2), mar = ¢(5, 5, 1.5, 0) + 0.05)
> plot(m, which = 5:6)

Residuals vs Leverage Cook’s dist vs Leverage h“/(l - h“)
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Obréazek 14: plot.1m(.,which=5:6) pro Logaritmy obsahu tézkijch kovi v fece Moravé
v prubéhu let 1997 az 2009 (Cd v mg/kg).

V dalsim kroku vyuzijeme funkci influencePlot () pro vykresleni bublinkového grafu.
Na ose

e x jsou vyneseny hodnoty vliva h;;,

e na ose y hodnoty studentizovanych rezidui r ;.

Kazdy bod (hi;,r J(i)) reprezentuje kruh, jehoz obsah je imérny velikosti Cookovy vzda-
lenosti D;.

Kromé toho jsou do grafu zaneseny dvé vertikalni referen¢ni ¢éry pro vlivy (konkrétné
hodnoty 2% a 3%) a tfi horizontalni referenéni ¢ary pro hodnoty —2,0, 2.

> k <- length(coef(m))
> sr <- rstudent (m)

> n <- length(sr)

> str(sr)

Named num [1:138] -0.3607 0.7444 0.0703 0.186 -0.7134 ...
- attr(*, "na.mes")= chr [1138] nqn o owou uwgn ugn

> Lr2 <- abs(sr) > 2
> hii <- hatvalues(m)
> str(hii)

Named num [1:138] 0.0228 0.0228 0.0175 0.0175 0.0133 ...
- attr(*, "names")= chr [1138] nqn non ||3|| ngn

> Lh2 <- hii > 2 * k/n

> L <- Lr2 | Lh2

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(5, 5, 1.5, 0) + 0.05)

> influencePlot (m)

> text (hii[L], sr[L], names(hii)[L], adj = c(0.5, 0.5),
col = "blue", cex = 0.75)
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Obrazek 15: Graf influencePlot () z knihovny car pro Logaritmy obsahu tézkych kovu
v Tece Moravé v prubéhu let 1997 az 2009 (Cd v mg/kg).

Dfive nez zatneme vypisovat podezield pozorovani pomoci jejich poradi, je tfeba si vSim-
nout, ze pro kadmium misto vstupnich 144 pozorovani je pouze 138, tedy 6 je chybéjicich.
Proto budeme muset byt pti vypisu velmi opatrni.

Vypiseme tedy podezielda pozorovani spolu s hodnotami studentizovanych rezidui 7 j;,
vlivy h;; a Cookovou vzdalenosti D;.

> LNA <- with(Data, is.na(y))

> Di <- cooks.distance(m)

> pom <- data.frame(data[!LNA, c(1:2, id)J[L, ], y[!LNAJ[L],
x[!LNAJ[L], sr[L], hii[L], Di[L])

names (pom) <- c(names(data)[c(1:2, id)], "y", "x", "student.res",
"h_ii", "D_i")

print(pom, digits = 4)

v

\%

lokalita rok Cd y x student.res h_ii D_i
16 1 2004 0.21 -1.56065 1 -2.376692 0.008912 2.456e-02
21 1 2009 1.29 0.25464 6 1.414210 0.032573 3.342e-02
22 1 2009 1.70 0.53063 6 1.968491 0.032573 6.388e-02
42 2 2009 0.87 -0.13926 6 0.638394 0.032573 6.891e-03
43 2 2009 0.93 -0.07257 6 0.768871 0.032573 9.982e-03
62 3 2009 0.71 -0.34249 6 0.242065 0.032573 9.933e-04
63 3 2009 0.76 -0.27444 6 0.374618 0.032573 2.378e-03
84 4 2009 0.74 -0.30111 6 0.322660 0.032573 1.764e-03
85 4 2009 0.63 -0.46204 6 0.009414 0.032573 1.503e-06
88 5 1998 3.83 1.34286 -5 3.099694 0.017483 8.040e-02
95 5 2001 3.76 1.32442 -2 3.195242 0.008157 3.932e-02
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106 5 2009 2.58 0.94779 6 2.833149 0.032573 1.285e-01
107 5 2009 2.35 0.85442 6 2.636163 0.032573 1.121e-01
126 6 2005 0.05 -2.99573 2  -5.605079 0.011404 1.481e-01
143 7 2009 0.76 -0.27444 6 0.374618 0.032573 2.378e-03
144 7 2009 0.89 -0.11653 6 0.682831 0.032573 7.880e-03

> cat(paste("meze pro hii: 2*k/n=", round(2 * k/n, 4),
n 3*k/n=”’ round(3 * k/n’ 4)’ ”\nl” sep = ”H))

meze pro hii: 2%k/n=0.029  3%*k/n=0.0435

Vzhledem k tomu, ze nezdvisle proménnou je ¢as (tj. jednotlivé roky), jejich odlehlost
nems cenu zkoumat.

Body, které je tfeba provérit se tak stavaji body, které jsou vybrany na zakladé hodnot
studentizovanych reziduf 7 ;). Jde o body, jejich indexy (poradi) je 126, 106, 107, 88, 95
a 16.

Uvidime, jak dopadne testovani hypotézy Hy: FEe; = 0 proti alternative Hy : Fe; # 0
pomoci simultannich hladin vyznamnosti ziskanych na zdkladé Bonferroniho nerovnosti.

> outlierTest (m)

rstudent unadjusted p-value Bonferonni p
126 -5.605079 1.1272e-07  1.5555e-05

Jako odlehlé pozorovani bylo uréeno pozorovani s indexem 126.

Na zavér jesté prozkoumejme DFFIT rezidua, DFBETAS;; a COVRATIO; (i =
1,...,n, 5 =1,... k), kterd odhaluji simultdnni vliv pozorovéni na odhady nezndmych
parametrt 3 a o2. Vytvoifme proto indexové grafy a provedeme identifikaci podezielych
pozorovani. Jejich potradi setiidime podle velikosti vlivu.

> X <- x
> M<-m
> Y <- y
> IM <- influence.measures (M)
> IDs <- 2:4
> txtY <- c("DFBETAS_2", "DFFIT", "COVRATIO")
> shift <- c(0, 0, 1)
> CutOff <- c(2/sqrt(length(X)), 2 * sqrt(length(coef (M)/length(X))),
3 * length(coef (M)/length(X)))
> par(mfrow = c¢(1, 3), mar = c¢(5, 5, 0.5, 0.5) + 0.05)
> for (id in 1:3) {
ID <- IDs[id]
plot (IM$infmat[, ID], type = "p", xlab = "index",
ylab = txtY[id])
L <- abs(IM$infmat[, ID] - shift[id]) > CutOff[id]
abline(h = shift[id])
abline(h = c(shift[id] - CutOff[id], shift[id] +
CutOff[id]), 1ty = 2)
if (sum(L) > 0) {
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text (as.numeric (rownames (IM$infmat) [L]),

ID], labels =
pos = 2)

pom <- data.frame(cbind(rownames (IM$infmat) [L],

X[L], Y[L], IM$infmat[L, ID]))

names (pom) <- c("index",

Ny 1t
X,

o <- order(-abs(IM$infmat[L, ID]))
print(pom[o, ], digits = 4)

}
}
index x y
106 106 3 -0.755022584278033
107 107 5 -0.653926467406664
126 126 2 -0.116533816255952
22 22 6 0.254642218373581
88 88 -6 -0.281037529733112
21 21 5 -0.579818495252942
87 87 6 -0.462035459596559
83 83 2 -0.446287102628419
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Obréazek 16: Indexové grafy pro vybrané influenéni miry pro Logaritmy obsahu tézkich

kovi v fece Moravé v prubéhu let 1997 az 2009 (Cd v mg/kg).

Identifikovana pozorovani bude tieba provérit v tom smyslu, zda nedoslo k néjaké chybé
napiiklad pfi prepisu. Rozhodné to neznamend okamzité je vypustit ze zpracovani.

Ukol.

Na zdkladé grafu predikovanych rezidui, Williamsova grafu a Pregibonova grafu proved’te
identifikaci odlehlych a vlivnych pozorovani pro obsah olova v fece Moravé v letech 1997

az 2009.




