Vnitrosemestralni pisemka — Zaklady matematiky, B, 10. 11. 2003

JMENO: ... Hodnoceni

Na kazdy pfiklad ziskate nezdporny pocet bodu. Celkovy soucet bude zaokrouhlen na celé body. Maximum
25 bodt. Pro feseni pozijte volné misto nebo druhou stranu. Na vypracovani mate 90 min.

1. (2 body (za kazdou spravnou odpovéd 1/2, chybnou —1/2, bez odpovédi 0)) Odpovézte (Skrtnutim
nehodiciho se ano nebo ne na patficném fadku), zda jsou pravdiva néasledujici tvrzeni:

(a) ne {0} x {0} = {0} prokem mnoziny {0} x {0} je (0,0) = {{0},{0,0} = {{0}} #0
(b) ano {0} C P({{0}}) 0 ePH{0}})
(c) ne QU{0}={0}n0 PU{0}={0}#D={0}n0

(d) ano {0} € {0,{0} - 0} {0} = {0} -0

2. (6 bodu (za kazdou spravnou odpovéd 1/3, chybnou —1/3, bez odpovédi 0)) Do kazdého pole tabulky
doplitte ano nebo ne, jestlize dana relace p na mnoziné Z splituje prislusnou vlastnost.

reflexivni | symetricka | tranzitivni
apb <= a<b+1 ano ne ano
apb <= a<4 Nb>T ne ne ano
apb <<= al|2b ano ne ne
apb << a#b AN a+b=0 ne ano ne
apb <= |a-b>4 ne ano ne
apb <<= a-b>0 ne ano ano

3. (2 body) Urcete kolik prvkii ma mnozina {a, ), {0}} x {a} a vypiste je.
(Pozor, odpovédi se lisi v zdvislosti na mnoziné a.)
Pokud a = 0 pak md dand mnoZina 2 rizné proky a to: (0,0), ({0},0).
Pokud a = {0} pak md dand mnoZina 2 prvky a to: (0,{0}), ({0},{0}).
Jinak md dand mnoZina 3 proky a to: (0,a), ({0},a), (a,a).

4. (4 body) Dokazte, ze pro libovolné mnoziny A, B, C, D plati:

(a) AN(C—D)=0 < ANC C D;
, = “ Sporem. Necht ezistuje a takové, Ze a € ANC, ale a € D. Pak a € A a zdroven
a€C—Datedyiac AN (C — D) =10, coz je spor.
<= Sporem. Necht a € AN (C'— D). Paka€ A,a € C aa¢ D. Odtuda € ANC,a¢ D,
coz je spor s predpokladem ANC C D.

(b ACB, CCD = (AUD)N(BUC)=AuUCU (BND,).
Je treba ukdzat dvé inkluze. Oznaéme L =(AUD)N(BUC) a P=AUCU(BND).
oL C P“ Necht v € L. Pak x € AUD a zdroveri v € BUC. Pokud x € A nebo x € C
pak i x € P. Zbyvd mozZnost, Ze x ¢ ANz & C. Potom ale x € D a zdroven x € B a tudiZ
xreBNDCP.
P C L“ Necht x € P. Pak jsou tFi moznosti: bud x € A nebo x € C nebox € BN D.
1) Pokud x € A, pak vzhledem k predpokladu A C B mame i x € BUC a mame x € L.
2) Pokud x € C, pak analogicky z C C D dostaneme v € AU D a tedy i x € L.
3) Pokud x € BN D, pakx € BCBUC ax€ D C AUD a dostdivime x € L.
Jiné ¥eSeni: Z predpokladi mdme ANB = A, DNC = C. Oznacme L = (AUD)N(BUC(C).
Z distributivity pak dostdvame L = (ANB)U(ANC)U(DNB)U(DNC). Pouzitim predchozich
rovnosti a rovnosti AUC U (ANC)=AUC dostaneme L=AU(ANC)U(DNB)UC =
AuCU(BND)=P.



5. (3 body) Rozhodnéte, zda pro libovolné dvé mnoziny A, B plati rovnost:
P(ANB)=P(A)NP(B).

(Bud rovnost dokazte, nebo udejte ptiklad dvou mnozin A, B pro které rovnost neplati.) Rovnost plati.
Pro libovolnou mnozinu X totiZ plati nasledujici ekvivalence: X € P(ANB) <— X C ANB <=
(XCAANXCB) < (XePAANXeP(B)) <— X eP(ANP(B).

6. (3 body) Necht A je neprazdna kone¢nd mnozina. Dokazte, ze zobrazeni f : P(P(A)) — P(A) dané
predpisem f(X) = J X je surjektivni.
Necht' Y € P(A) pak f({Y}) = U{Y} = Y. Pro libovolné Y € P(A) mdme tedy vzor {Y} €
P(P(A)).
Zduvodnéte, ze f neni bijekce.
Necht A je n-prvkovd mnoZina. Pak pocet prvki mnoZiny P(P(A)) je roven 22" a pocet pruki
mnoziny P(A) je 2". Proto neexistuje Zddnd bijekce z mnoziny P(P(A)) do mnoZiny P(A) a tedy
ani f neni bijekct.
Lze i pFimo ukdzat, Ze f neni injektivni. Pro a € A plati f({0,{a}}) = 0 U {a} = {a}, ale také

f({{a}}) = {a}.
7. (5 bodu) Bud A = {1, 2, 3}. Naleznéte:

(Relace i zobrazeni zadévejte vyctem prvki z mnoziny A x A.)

(a) zobrazeni f: A — A takové, Ze f, fo fa fo fo f jsou riznd zobrazeni;
napt: f ={(1,2),(2,3),(3,1)}
(b) surjektivni zobrazeni na f : A — A, které neni reflexivni relaci;
napt: f ={(1,2),(2,3),(3,1)}
(c) reflexivni relaci R na mnoziné A, kterd neni zobrazenim;
napt: R ={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2)}
(d) zobrazeni f: A — A, které je tranzitivni relact;
napi: f=A{(1,1),(2,2),(3,3)}
(e) dvojici relaci R C S na mnoziné A takovych, ze R # S, R je zobrazeni a S je symetrickd

relace.
napr: R =1{(1,1),(2,1),(3,3)},S = RU{(1,2)}.



