Zéaklady matematiky — podzim 2005 — Vzor

1. (7krat £1 bod (spravné 1 bod, chybné —1, bez odpovédi 0)) Odpovézte (skrtnutim nehodiciho se ano
nebo ne na patfiéném fadku), zda jsou pravdiva nésledujici tvrzeni (¢téte velmi pozorné!):
(a) ano — ne Jadro homomorfismu grup f: G — H je podgrupa grupy G.
b) ano — ne Jadro zobrazeni f : A — B je relace ekvivalence na mnoziné B.
c) ano — ne Kazdé izotonni zobrazeni uspordadanych mnozin je injektivni.

(d

) ano — ne Existuje bijekce z mnoziny R na mnoZinu N.
(e) ano — ne Existuje relace na mnoziné A, kterd je symetricka i antisymetricka.
(f) ano — ne Kazd4 linedrné usporddana mnozina je Gplny svaz.

(
(g) ano — ne Pro libovolnou mnozinu X je (P(X),U,N) okruh.

[\

. (7 bodl) Definujte usporadanou dvojici a kartézky soucin dvou mnozin.

w

. (3krat 2 body) Urcete pocet vSech
(a) sudych Sesticifernych piirozenych ¢isel vytvorenych z cifer 1,2,3,4,5,6, v nichz se zadna cifra
neopakuje;

(b) sudych Sesticifernych pfirozenych ¢isel vytvorenych z cifer 0,1,2,3,4,5,6, v nichz se cifry
mohou opakovat;

(c) sudych ¢tyfeifernych prirozenych ¢isel, v nichz se zadna cifra neopakuje.

N

. (bkrat 2 body) Udejte priklad
(a) usporadané ¢tyiprvkové mnoziny, které nema ani nejmensi ani nejvétsi prvek;
(b) relace ekvivalence na ctyfprvkové mnoziné, které je zaroven usporadénim;

¢) t¥iprvkové grupy;

(d) mnoziny X, takové, ze mnozina P(X) mé ¢tyfi prvky;
)

(e) systému mnozin A takového, ze | JA=Na (A= 0.

ot

. (10 bodit) Rozhodnéte, zda (Z x Z, o), kde o je operace definovana vztahem (a, b)o (¢, d) = (ac, ad+
b), je grupa. Odpovéd zduvodnéte.

[=2]

. (10 bodi) Necht A je n-prvkovd mnozina. Urcete pocet vSech bijekci z mnoziny A do A, takovych,
ze podmnozina {k € A | f(k) = k} ma n — 3 prvka.

7. (10 bodil) Na mnoziné N je definovéna relace p vztahem zpy <= 4|(z* — y?). Dokazte, Ze p je
ekvialence na N a popiste rozklad N\p. Kolik ma rozklad prvka.

Qo

. (10 bodi) Ozna¢me P mnozinu vSech koneénych podmnozin mnoziny reélnych ¢isel. (Zde prazdna
mnozina je konecnd, tj. ) € P.) Je usporddand mnozina (P, C) tplny svaz? Nechf zobrazeni f :
P — Ny pfifazuje mnoziné A € P pocet jejich prvki, tj. f(A) = |A|. Rozhodnéte, zda je zobrazeni
f:(P,C) — (Ny, <) izotonni. Zachovava zobrazeni f konecnd suprema? (Tj. plati pro A, B € P
rovnost f(sup{A, B}) = sup{ f(A), f(B)}?)

. (10 bodi) Nechf A je neprazdna koneénd mnozina. Pro libovolnou relaci p na mnoziné A (tj.
p € P(A x A)) zna¢ime mnozinu vzoru resp. obrazt takto:

©

Dom(p) ={ac A|3Fbec A:apb}, Im(p)={be A|Ja€c A:apb}.

Dokazte, ze zobrazeni f : P(Ax A) — P(A) dané predpisem f(p) = Dom(p)UIm(p) je surjektivni.
Rozhodnéte, pro které mnoziny A je zobrazeni f bijekce.



Komentar

Uloha 1. je testovd.

Uloha 2. je teoretickd. Zaddni by mohlo vypadat napriklad i takto: Zkonstruujte piirozena ¢isla.
Nebo: Definujte pojmy relace ekvivalence a rozklad mnoziny. Zformulujte vétu popisujici jejich
vztah. Nebo: Definujte pojmy okruh a téleso. A podobne ...

Uloha 3. sestdvd z jednoduchyjch ptikladi z kombinatoriky — hodnoti se pouze vysledek.

Uloha 4. hodnoti se pouze zda priklad vyhovuje poZadavkim.

Uloha 5. je z algebry — dokdzat & vyvrdtit, Ze néco je grupa, okruh,...¢i homomorfismus.
Dalsi priklad zadani: Rozhodnete zda zobrazeni f : Z — C dané predpisem f(a) = a + ai je
homomorfismus z okruhu (Z, +, ) do okruhu (C, +, -).

Uloha 6. je z kombinatoriky, v které se objevuji probirané pojmy — spocitat kolik je zobrazent,
relact, ... dangch vlastnosti.

Uloha 7. se tykd rozkladi — dokdzat, Ze dand relace je ekvivalence a popsat ji prislusny rozklad.

Uloha 8. se tyjkd uspordddni a uplnijch svazi.

Uloha 9. je globdlniho charakteru. PouZivd vice probranijch pojmii.

V alohdch 5 - 9 se ocekdva dostatecné zdiuvodnéni odpovéds.

Reseni

1) (a) ano, (b) ne — je to ekvivalence na mnoziné A, (c) ne — kaZdé konstantni zobrazeni je
izotonni, (d) ne — Véta 2.6., (e) ano — napt. O nebo ida, (f) ne — napi (N, <), (g) ne — pro X
neprazdnou neni (P(X),U) grupa (neutrdlni prvek je (), ale k X neexistuje inverze).

2) Jsou-li a a b mnoZiny, je usporadand dvojice definovdna takto: (a,b) = {{a},{a,b}}. Pro dvé
mnoziny A a B je kartézky soucin mnozina A x B ={(a,b) | a € A,b € B}.

3) (a) 3-5! =360, (b) 6-74-4, (c) 9-8-7 délitelné 10 +4-8-8- 7 nedélitelné 10 = 41-56. Jinym
zpusobem: spoctéme nejdiive vsechny dvojice (proni,posledni). Je 5 -9 = 45 dvojic rizngch ¢islic,
z nichZ druh€ je sudé; pricemz z nich 4 jsou pro nas nepripustné (proni je 0). Tzn. 41. Vycerpali
jsme dvé cifry, takZe je 8-7 = 56 dvojcifernych cisel, které lze ,nacpat” mezi 41 pripustnych dvojic.

4) Napr.: (a) ({1,2,3,4},=), (b) ad a, 4. {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)}, (¢) (Zs3,+), (d) X =
{1,2}, (e) napr. A= {{n}|n e N} nebo A={{2n|neN},{2n —1|n € N}}.

5) Grupa to neni. Operace je asociativni, neutralni prvek je (1,0), ale inverze neexistuje ke viem
prokim — napt. k proku (0,0), nebot pro libovolnd a,b € Z plati (0,0) o (a,b) = (0,0) # (1,0).

6) Hledany pocet je 2 - (g) Existuge (nr_lg) = (g) podmmnozin mnoziny A o n — 3 procich a pro
kazZdou z nich mame dvé moznosti jak zobrazit zbyvajici 3 proky, aby se nezobrazovali na sebe. (Pro
proky a,b, ¢ jsou to zobrazeni a — b,b v ¢,c— a a zobrazeni a — c,c— b,b— a.)

7) Relace p je reflexivni nebot 4 | 0, symetrickd nebot 4 | k = 4 | —k a tranzitivni nebot
4|k, 4|n = 4|k+n atedyprox,y,z € Z plati 4|(z* — y?),4|(y* — 2%) = 4|(2? — 2?).
Rozklad N\p md dvé tridy: lichd a sudd ¢isla. Tj. N\p = {{2n | n € N},{2n—1| n € N}}. Skutecné
zrpy <= 2| x —y, nebot 2 —y* = (r —y)(r +y) a x —y a x +y maji stejnou paritu.

8) (P,C) meni uplny svaz, protoZe P nmemd nejvétsi prvek. (Poznamenejme, Ze v P existugji
libovolna neprdzdnd infima.) Zobrazenif je izotonni. Jsou-li A C B konecné mnoZiny redlnych
c¢isel, pak B md aspon tolik prvki jako A, tj. A C B = |A| = f(A) < f(B) = |B|. Zobrazeni
suprema nezachovdvad. Stacéi vzit napr. A = {1}, B = {2}. Pak sup{A, B} = AU B = {1,2} a tedy
f(sup{A, B}) =2 avsak sup{f(A), f(B)} = sup{1,1} = 1.

9) Necht B C A je libovolnd podmnozina mnoziny A. Pak pro p =idg = {(a,a) € AxA|a € B}
plati Dom(p) = B, Im(p) = B. Tedy f(p) = B a zobrazeni f je surjektivni. ProtoZe A je konénd
mnoZina, pak f je bijekce (vzhledem k tomu, Ze f je surjekce) pravé tehdy, kdyz maji mnoZiny
P(A x A) a P(A) stejny pocet proki. Pokud A je n-prokovd, pak P(A x A) md 2" proki a P(A)
ma 2" prvku. Bijekce je to tedy pron =1, tedy pro A jednoprvkové.



