Vnitrosemestralni pisemka — Zaklady matematiky, A, 6. 11. 2006

1. (2 body (za kazdou spravnou odpovéd 1/2, chybnou —1/2, bez odpovédi 0)) Odpovézte (Skrtnutim

nehodiciho se ano nebo ne na patfiéném fadku), zda jsou pravdiva néasledujici tvrzeni:

. (5 bodt (za kazdou spravnou odpovéd 1/3, chybnou —1/3, bez odpovédi 0)) Do kazdého pole tabulky
dopliite ano (resp. ne), jestlize dané relace p na mnoziné vSech kladnych celych ¢isel N spliuje
(resp. nespliiuje) piislusnou vlastnost.

reflexivni | symetricka | tranzitivni

l.apb <= 2|a+bA3]|Db Ne Ne Ano

2.apb +—= T<ad Ne Ne Ne

3.apb <<— 4<a<bd Ne Ne Ano

4. apb < 3|aN3 fb Ne Ne Ano

5.apb <= (a—0b)*<(a+0)? Ano Ano Ano
1. R: (L,1) & p; S: (1,3)€p, (3,1) & p; T (a,b)Gp,(bc)Ep:>2|a—|—bb+c/\3|c:>2|
a 2b+c/\3|c = 2|a+cA3|c = (a,c)€
2. R:(1,1) & p; S-(8,1) € p, (1,8) & p; T: (2, 10)€P,(10>1)€P,(2’1)¢p~
3. R:(1,1) & p; S: (4 )Ep,(5,4)§Zp;T:(a,b)Ep,(b,c)Gp:>4§a§b§c:>(a,c)ep.
4. R:(1,1) & p; S: (3,1) € p, (1,3) & p; T:Neexistuje (a,b) € p, (b,c) € p protoze (a,b) € p, (b,c) €
p = 3 fbA3] b Tzn. implikace plati.

5. p=NxN.

. (2 body) Urcete kolik prvkt ma mnozina P({a, b, c})
(Pozor, odpovédi se 1isi v zavislosti na prvcich a, b, c.)

Pokud ¢ € {a,b} pak mnoZina P({a,b,c})
Pokud ¢ ¢ {a,b} a a =b pak md 2 proky.
Pokud ¢ ¢ {a,b} a a # b pak md 4 proky.
Priklad nelze tesit tak, Ze napiseme P({a,b,c}) — P({a,b}) = {{c},{a,c},{b,c} {a,b,c}} a poci-
tame proky mnozZiny {{c},{a,c},{b,c},{a,b,c}}. Takovd rovnost totiz obecné neplati, zdleZi jaké
jsou prvky a, b, c.

—P({a,b}).

— P({a,b}) je prizdnd.

. (2 body) Dokazte, Ze pro libovolné mnoziny A, B, C' a D plati

(A-B)-C)NnD=((D-C)—B)nA.
E(A-B)-C)ND «—
€E(A-B)—-CANzxeD «—

r€(A-B)ANxgCNhzeD <

reEANx € BN gCANreD <—

re€D—-CANrZ&€BANreEA <—
eE(D-C)—BAzr €A —
e((b-C)-B)nA

. (4 body) Bud g : N — N zobrazeni dané pfedpisem g(n) = n?, tj. g = {(n,n?) | n € N}. Naleznéte:
(Relace i zobrazeni zadavejte vhodnym pfedpisem (tj. mnozinové), nikoli obrazkem.)



(a) relaci f na mnoziné N, kterd je zobrazeni a pro niz f C f o f;
Napr. f =idy, nebo napr. konstantni zobrazeni.
(b) zobrazeni h : N — N takové, 7e h o g = idy;

Napr. h dané predpisem h(n) = [\/n], nebo napt. h definované takto: h(n®) = n a h(k) =1
pro k takové, Ze Vk ¢ N.

(c) tranzitivni relaci R na mnoziné N takovou, ze R C g;
Napr. R = (), nebo napr. R = {(1,1)}, nebo napr. R = {(n,n?) | pron takové, e \/n & N}.
(d) symetrickou a reflexivni relaci S na mnoziné N, ktera neni tranzitivni a pro niz g C S.

Napr. S = idyUg U g, nebo napr. S =N x N — {(2,16),(16,2)}.

6. (2 body) Necht je ddna neprazdna mnozina I a systémy mnozin {A;|i € I} a {B;|i € I}. Rozhod-

néte, zda plati
(JaynUB) cJainBy).

el il el

Neplati. Napt. pro libovolné dvé rizné neprazdné mnoZiny K, L dostaneme pri volbé I = {1,2},
Ay = By = K a Ay = By = L nasledugici rovnosti ((;c; Ai) V(U Bi) = KUL aJ,c;(AiNB;) =
KNL. Ainkluze K UL C KN L evidentné neplati.

Rozhodnéte, zda plati

(JaynUB) 2 JinBy).

el el el

Plati.

€U, (AiNB;) =

(Fiel)(zre AinB;) =
(Fiel)(zxec A)N(Fiel)(xeB;) =
v €U AiNr €U Bi =

z € (Uier Ai) N (Uies Bi)-

7. (3 body) Necht A, B jsou neprazdné kone¢né mnoziny a definujme zobrazeni o : A% x BA — A4
predpisem o((f,g)) = fog.
Rozhodnéte, pro které dvojice mnozin A, B je zobrazeni « injektivni. (Odpovéd zdavodnéte.)
Zobrazeni « je injektivni prdave tehdy, kdyZ B je jednoprvkovd mmnozina.
Necht B = {b}, pak existuje jediné zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B (zobrazujici vSechny proky
mnoziny A na prvek b), oznacme jej ky. Pak z a((f, ky)) = a((f', kb)) plyne (foky)(a) = (f'oky)(a)
pro libovolné a € A. Odtud f(b) = f'(b) tzn. f = [ nebol f i [’ jsou zobrazeni z mnoZiny B.
Ukdzali jsme, Ze o((f, ky)) = a((f', ks)) implikuge (f,ky)) = (f', ks), tj. « je injektivnd.
Necht nyni B obsahuje alespon dva rizné prvky, feknéme b, c. Ddle necht a € A. Oznaéme nyni
f : B — A konstantni zobrazeni na prvek a; g, : A — B konstantni zobrazeni na prvek b; a
ge : A — B konstantni zobrazeni na prvek c. Pak (f,gv) # (f,9.) pricemZ o((f,q)) = fo gy =
foge=a((f,g.). Tzn. a nent injektivni.

Rozhodnéte, pro které dvojice mnozin A, B je zobrazeni « surjektivni. (Odpovéd zdiivodnéte.)

Zobrazeni « je surjektivni pravé tehdy, kdyZ existuje injektivni zobrazemi h : A — B, tj. A md
nejvyse tolik prvki jako B. (Pripomenime, Ze A, B jsou konecné, neprazdné.)

Diikaz:

, = “ Pokud « je surjektivni, pak existuje (f,g) € AP x B4 tak, ze a((f,g)) = fog =ida. Z
této rovnosti plyne, Ze g je injektivni.

<= Necht naopak existuje injektivni zobrazeni h : A — B. Snadno nahlédneme, Ze potom existuje
zobrazeni h' : B — A takové, Ze h' o h = id4. Bud nyni k : A — A libovolné zobrazeni. Pak

a((h',hok))=h'ohok =idsok = k.



