Vnitrosemestralni pisemka — Zaklady matematiky, B, 6. 11. 2006

. (2 body (za kazdou spravnou odpovéd 1/2, chybnou —1/2, bez odpovédi 0)) Odpovézte (Skrtnutim
nehodiciho se ano nebo ne na patfiéném fadku), zda jsou pravdiva néasledujici tvrzeni:

. (5 bodt (za kazdou spravnou odpovéd 1/3, chybnou —1/3, bez odpovédi 0)) Do kazdého pole tabulky
dopliite ano (resp. ne), jestlize dana relace p na mnoziné vsech kladnych celjch ¢isel N spliiuje
(resp. nespliiuje) piislusnou vlastnost.

reflexivni | symetricka | tranzitivni

apb <= 2|aN3|a+b Ne Ne Ne

apb <+—= 10<a Ne Ne Ne

apb <— a<b<3 Ne Ne Ano

apb < 2|an2|b+1 Ne Ne Ano

apb < (a—0)?2<(a+b)? Ano Ano Ano
1. R: (171) Zp; S (2 1) S (1’2) gp; T: (274) <€ (4v 2) S (272) g
2 R (1) &pr § (IL1) € p, (1L11) & p; T (2,11) € p, (1L,1) € p, (2,1) & p.
3. R: (4,4) & p; S: (1,2) € p, (2,1)§§p;T:(a,b)ep,(b,c)Ep:>a§b§ <3 = (a,c)€p
4. R: (L,1) & p; S:(2,1) € p, (1,2) & p; T:Neezistuje (a,b) € p,(b,c) € p protoze (a,b) € p, (b,c) €
p 2 JOA2]|0b. Tzn. implikace plati.
5 p=NxN.

. (2 body) Urcete kolik prvki méa mnozina P({a,b})
(Pozor, odpovédi se lisi v zavislosti na prvcich a, b, c.)

Pokud ¢ € {a,b} aa=> (tj. {a,b} = {c} ) pak mnozina P({a,b,c})
Pokud ¢ € {a,b} a a # b pak md 2 proky.

Pokud ¢ ¢ {a,b} a a ="b pak md 1 prvek.

Pokud ¢ & {a,b} a a # b pak md 3 proky.

Priklad nelze tesit tak, Ze napiseme P({a,b}) —P({c}) = {{a},{b},{a,b}} a pocitdame prvky mno-
ziny {{a}, {b},{a,b}}. Takovd rovnost totiz obecné neplati, zdaleZi jaké jsou prvky a,b, c.

—P({c}h)

—P({a,b}) je prazdnd.

. (2 body) Dokazte, 7Ze pro libovolné mnoziny A, B, C' a D plati

(A—B)N(C—-D)=(ANnC)—(BUD).
€E(A-B)N(C—-D) —

r€(A-B)Az € (C—D) <

reANz g BN eCNx gD <—

reANCANx g BUD <—

€(ANC) - (BUD).

. (4 body) Bud g : Ny — Ny zobrazeni dané pfedpisem g(n) = [5], kde [z] znaci celou ¢ast Cisla z,
tj. g ={(2n,n) | n € Ng} U{(2n+ 1,n) | n € Ny}. Naleznéte: (Relace i zobrazeni zadavejte vhodnym
predpisem (tj. mnozinové), nikoli obrazkem.)

(a) relaci f na mnoziné Ny, ktera je zobrazeni a pro niz fo f C f;
Napr. f =

idy,, nebo napr. konstantni zobrazens.



(b) zobrazeni h : Ny — Ny takové, ze g o h = idy,;
Napr. h dané predpisem h(n) = 2n.
(c) symetrickou relaci R na mnoziné Ny takovou, ze R C g;
Napt. R =10, nebo napr. R = {(0,0)}.
(d) tranzitivni a reflexivni relaci S na mnoziné Ny, kterd neni symetrickd a pro niz g C S.

Napr. S ={(a,b) | a > b}.

V puvodnim nepresneém zadani na pisemce bylo vse uvaZovano na mnozZiné N. To se projevi pouze
u Teseni casti c), kde R = {(0,0)} neni teSenim. Jinak zde uvedené predpisy vyhovuji i tomuto
zadani. Nepresnost takového zadani spocivd v tom, Ze g meni zobrazeni, protoZe meni definovdno
g(1). Nicméné otazky zustdvaji smysluplné.

. (2 body) Necht je ddna neprazdnd mnozZina I a systémy mnozin {A;|i € I} a {B;|i € I'}. Rozhod-

néte, zda plati
((A)U(()B:) S (AiuBy).
iel iel iel

Plati.

YIS (ﬂig Ai) U (ﬂiel Bi) —

€ (Nies A) V€ (Nigr Bi) =

(Viel)(zeA)V Viel)(x e B;) =

(Viel)(r e A;UB;) =

xr &€ ﬂiEI(Ai U Bz)

Rozhodnéte, zda plati

((A) U (()B:) 2 (AiuBy).

el il el

Neplati. Napt. pro libovolné dvé rizné neprazdné mnoziny K, L dostaneme pri volbé I = {1,2},
Ay = By = K a Ay = By = L nasledugici rovnosti ((\;c; Ai) U (Nie; Bi) = KNL a(,c;(AUB;) =
KUL. A inkluze K "L O K UL evidentné neplati.

. (3 body) Necht A, B jsou neprazdné mnoziny a definujme zobrazeni 3 : A® x B4 — B® piedpisem
5((g, 1)) = feg.

Rozhodnéte, pro které dvojice mnozin A, B je zobrazeni (3 injektivni. (Odpovéd zdavodnéte.)

Zobrazeni 3 je injektivni prave tehdy, kdyz A je jednoprvkovd mnoZina.

Necht A = {a}, pak existuje jediné zobrazeni z mnoZiny B do mnoZiny A (zobrazujici vSechny proky
mnoziny B na prvek a), oznacme jej ky. Pak z B((ka, g)) = B((ka, g")) plyne (goka)(b) = (¢’ ok,)(b)
pro libovolné b € B. Odtud g(a) = ¢'(a) tzn. g = ¢’ nebot g i ¢' jsou zobrazeni z mnoziny A = {a}.
Ukazali jsme, Ze B((kq,q)) = B((ka,q")) implikuje (kq, g) = (ka,q'), tj. B je injektivn.

Necht nyni A obsahuje alespori dva rizné prvky, veknéme a,c. Ddle necht b € B. Oznacéme nyni
Jo : B — A konstantni zobrazeni na prvek a; g. : B — A konstantni zobrazeni na prvek c;
f A — B konstantni zobrazeni na prvek b. Pak (ga, f) # (ge, f) pFicemZ B((ga, f)) = f o ga =

foge=08ge f)). Tzn. B nent injektivni.
Rozhodnéte, pro které dvojice mnozin A, B je zobrazeni (3 surjektivni. (Odpovéd zdtvodnéte.)

Zobrazeni (3 je surjektioni prdave tehdy, kdyzZ existuje injektivni zobrazeni h : B — A, tj. B mad
nejuyse tolik proki jako A. (Pripomerime, Ze A, B jsou konecné, neprdzdné.)

Diikaz:

» = “ Pokud (3 je surjektivni, pak exzistuje (g, f) € AP x B4 tak, ze B((g,f)) = fog =idp. Z
této rovnosti plyne, Ze g je injektivni.

<= Necht naopak existuje injektivni zobrazeni h : B — A. Snadno nahlédneme, Ze potom existuje
zobrazeni h' : A — B takové, Ze W' o h = idg. Bud nyni k : B — B libovolné zobrazeni. Pak
B((h,koh'))=koh'oh=Fkoidp = k.



