Vnitrosemestralni pisemka — Zaklady matematiky, A, 15. 11. 2004

JMENOo: ... Hodnoceni

1. (2 body (za kazdou spravnou odpovéd 1/2, chybnou —1/2, bez odpovédi 0)) Odpovézte (Skrtnutim

nehodiciho se ano nebo ne na patficném fadku), zda jsou pravdiva nasledujici tvrzeni:

(a) ano QU {0} € {0,{0}} DuU{0D} ={0}
(b) ano (0, {0}) € {0} x {{0}} 0e {0} {0} € {{0}}
(c) ne P({0}) =P(®) U {0} P({0}) = {0,{0}}, P(0) = {0}
(d) ne 0° =90 00 ={f:0—0} = {0}

. (6 bodt (za kazdou spravnou odpovéd 1/3, chybnou —1/3, bez odpovédi 0)) Do kazdého pole tabulky
dopliite ano (resp. ne), jestlize dané relace p na mnoziné vsech kladnych redlnych ¢isel Rt spliuje
(resp. nespliiuje) pfislusnou vlastnost.

reflexivni | symetricka | tranzitivni

apb < a= ne ne ano

iapb <+ da>-0=1 ne ne ne

li)apb <= a—-bel ano ano ano

iv)apb <= a+beQ ne ano ne

viapb <= $€Z ano ne ano

vijapb <= a<l<b ne ne ano
Komentar (nebyl poZadovan): i) p = {(1,b) | b € R}, R: (2,2) & p, S: (1,2) € p, (2,1) &
p, T: (a,b) € p,(byc) € p = a=1 = (a,c) € p; i) R: (1,1) & p, S: (v/2,1) € p,
(1,v2) € p, T: (V3,V2) € p, (vV2,1) € p, (V3,1) & p; i) R: (a,a) € p nebot a —a = 0 € Z,
S:(a,b) e p = a-bel = b—a€cZ = (ba) € p, T:(ab),(byc) € p =
a—bb—ce€Z = a—c=(a—-b+0b—-c) €Z = (ac) € p; ) R: (V2,V2) & p,
S:(a,b) € p = a+bcQ = b+tacQ = (ba) € p T (V2,2—-+2) € p,
2 —2,V2) € p, (V2, \/_) Z p; v) R: (a,a) € p nebot ¢ = 1€ Z, S: (3,1) € p, (1,3) & p, T:
a,b),(bc)ep = 42€Z = 2=2.2€Z = (a,¢) € p; vi) R: (2,2) € p, S: (3,2) € p,
2,8)¢p, T: (a,b),(byc)ep = a<l,1<c = (a,c)€p.

(
(
( (a,c) €p
(2 body) Urcete kolik prvktt ma mnozina P ({0, A}) U P({0, B}).
(Pozor, odpovédi se lisi v zavislosti na mnozinach A a B.)

Reseni: MnoZina md 6 prokid pokud jsou A a B navzdjem rizné neprdzdné mnoziny. Md 2 pruky
pokud A = B = 0. V ostatnich pripadech md 4 prvky (tj. v pripadech A = B # (), A # B =0,

B#A=0).

. (2 body) Dokazte, zZe pro libovolné mnoziny A, B, C plati: (A—B)N(A—-C)=A—-(BUC().
Dikaz: x € (A—B)N(A-C) <= (r € A—BA2€A-C) < (€ AN ¢ BN2x g () —
(e AN gBUC) <= € A—(BUC).

. (2 body) Necht je ddna mnozina A, neprazdnd mnozina I a systém mnozin {A;|i € I'}. Dokazte, Ze

potom
A=JAiclJAa+4).
iel iel
Diikaz: Necht x € A <+ J,c; Ai. Pak jsou dvé moznosti: bud v € ANz & |J,c; Ai nebo naopak
v &€ ANz € J;ep Ai Pro kaZdou zvldst ukazeme, Ze v € | J;c (A + A;).



Pokud x € ANz & ;s
tudiz x € U, (A + A).
Necht nyni v € ANx € |J;,o; Ai. Potom existuje index i € I takovy, Ze x € A; a proto x € A+ A;
pro tento index. Odtud x € |J,.;(A+ A;).

A; pak pro libovolné i € [ mame x € A;, tj. x € A+ A; pro vsechna i € I,

. (3 body) Necht A je mnozina. Dokazte, Ze zobrazeni f : P(A x A) — P(A) dané predpisem
f(R)={a€ A|(Fbe A)((a,b) € RV (b,a) € R)} je surjektivni.

Diikaz: Bud B C A libovolny prvek P(A). PoloZme R = B x B. Nyni R je prvkem P(A x A)
a snadno se nahlédne, Ze f(R) = B, nebot pro libovolny prvek b € B mame (b,b) € R, tjb € f(R).
Rozhodnéte, pro které mnoziny A je zobrazeni f bijekce.

Reseni: Pro A prdzdnou nebo jednoprvkovou.

V' obou pripadech maji mnoziny P(A x A) i P(A) stejnyg pocet proki a tudiZ kaZdé surjektioni
zobrazeni mezi nimi je bijekct.

Pokud mnozina A obsahuje alespon dva ruzné prvky, teknéme a,b, pak snadno nahlédneme, Ze

f{(a,a),(,b)}) ={a,b} = f({(a,b)}), tj. f neni injektivni.

. (3 body) Necht I je neprazdna kone¢nd mnozina. Rozhodnéte, pro které systémy mnozin {A;|i € I}

plati rovnost:

iel iel
Reseni: Podle definice je [[,c; A = {f : I — U,e; 4i | f(j) € A; pro libovolné j € I}. Inkluze
[Licr Ai € (Uies Ai)' je tedy spliiena vidy. Otdzka zni, kdy nastane rovnost, tj. kdy je podminka
(V5 € I(f(j) € Aj) spliiena pro libovolné zobrazeni f : I — |J,c; Ai. Odtud vidime, Ze musi platit
Aj = U, Ai pro libovolny index j € I. Tedy A; = Aj; pro vsechna i,j € I.
Odpovéd: Rovnost plati prdavé pro jednoprvkové mnoziny {A;|i € 1}. (Pozor, to neznamend, Ze I je
jednoprvkovd. )

. (5 bodi) Bud s : N — N zobrazeni dané pfedpisem s(n) =n+1, tj. s = {(n,n+1) | n € N}. Dale
definujme relaci R. na mnoziné N takto R. = {(a,b) € Nx N | a < b}.
Naleznéte: (Relace i zobrazeni zadavejte vhodnym predpisem (tj. mnozinové), nikoli obrézkem.)

(a) symetrickou relaci R na mnoziné N takovou, ze R C R.;
Napt: R = 0.

(b) tranzitivni relaci R na mnoziné N takovou, ze s C R;
Napi: R = R. nebo R = N x N nebo R< = {(a,b) € Nx N | a < b}. Pozn: nestaci vzit
sUs? =sU{(n,n+2)|n e N}, nebot to neni tranzitivni relace. Nejmensi relace (vzhledem
k inkluzi) s poZadovanou vlastnosti je relace R_.

(c) relaci R na mnoziné N takovou, ze R C R a zaroveli Ro R # R;
Napr: R = R. nebo R = {(a,b) € NxN |a # b}. Pozn: nikoli R« = {(a,b) € NxN|a < b},
nebot R< o R« = R<.

(d) zobrazeni f: N — N takové, ze fos # so f;
Napr: zobrazeni dané predpisem f(n) = 1 nebo zobrazeni dané predpisem f(n) = 2n. Pozn:
nikoli relace s, kterd neni zobrazenim (1 nic neprirazuje).

(e) relaci R na mnoziné N, ktera neni zobrazeni, ale R o R zobrazeni je.

Napr: R = {(n,1) | n € N} U{(2,3)}.



