Vnitrosemestralni pisemka — Zaklady matematiky, B, 15. 11. 2004

JMENo: . ... Hodnoceni

1. (2 body (za kazdou spravnou odpovéd 1/2, chybnou —1/2, bez odpovédi 0)) Odpovézte (Skrtnutim

nehodiciho se ano nebo ne na patfiéném fadku), zda jsou pravdiva néasledujici tvrzeni:

(a) ano QU {0} C{0,{0}} Du{0} = {0}
(b) ne ({0},0) € {0} x 0 {0} x 0 =0
(c) ano P(B) = P({0}) N {0} P(0) = {0}, P({0}) = {0.{0}}
(d) ano 0? = {0} 00 ={f:0—0}={0}

. (6 bodt (za kazdou spravnou odpovéd 1/3, chybnou —1/3, bez odpovédi 0)) Do kazdého pole tabulky
dopliite ano (resp. ne), jestlize dana relace p na mnoziné vsech kladnych realnych ¢isel Rt spliuje
(resp. nespliiuje) piislusnou vlastnost.

reflexivni | symetricka | tranzitivni

apb <+ a"=2 ne ne ne

apb <<= d+v¥=1 ne ano ne

li)apb <= a—-beNy ano ne ano

iv)apb <= a+bgQ ne ano ne

viapb <= $€Q ano ano ano

vijapb <— a<1<b ne ne ano
Komentdr (nebyl poZadovdin): z') R:(2,2) €p, S: (2,1) € p, (1,2) € p, T: (v/2,2) € p, (2,1) € p,
(\/_ 1) &p;ii) R: (1,1) € p, S: (a,0) €p = a®> 4+ =1 = V¥ +a*=1 = (bya) €p, T:
(% z)ep? (%?%)€p7 (gaﬁ)gp; “’Z)R (a &)EpnebOt’a_a:OGNO; S(271)€p; (1,2)€p,
T: (a,b),(bc)ep = a—bb—ceNy = a—c=(a—b)+(b—c) e Ny = (a,c) € p; iv) R:
(1L,L1)gp, S:(a,b)€p = a+bgQ = b+a g Q = (b,a) €p, T: (1,V2) € p, (V2,1) € p,
(1,1) € p; v) R: (a,a) € pnebot ¢ =1€Q, S: (a,b) €p = $€QabeRt = LecQ =
(b,a) € p, T: (a,b),(b,c) € p = 2, eQ = 2

S:(1,2) €p, (2,1)&p, T (ab)(bc)Ep:>a§I,
. (2 body) Uréete kolik prvkt ma mnozina P ({0, A}) N P({0, B}).
(

Pozor, odpovédi se lisi v zavislosti na mnozindch A a B.)
Reseni: MnoZina md 4 proky pokud A = B # (. V jiném pripadé md mnoZina 2 proky. (Je rovna
mnoziné {0,{0}}.)

. (2 body) Dokazte, ze pro libovolné mnoziny A, B, C plati: (A—C)N(B—-C) = (ANB)—C. Dikaz:
EA-C)N(B-C) <= (r€A-CANzreB-C) < (z€ANc¢CNr€B) < (€
ANBAz ¢C(C) < z€(ANB)—-C.

. (2 body) Necht je ddna mnozina A, neprazdnd mnozina / a systém mnozin {A;|i € I'}. Dokazte, ze

potom

[J(A+A)CA+)A

iel i€l
Diikaz: Necht x € (\,c;(A + A;). Pak pro kaZdé i € I plati v € A+ A;, tzn. budx € ANx gZ A,
nebo x & ANz € A;. Rozlisime dva pripady x € A a x & A a v obou ukdZeme, Ze v € A+
Necht nejdrive v € A. Pak podle predchoziho x & A; (pro libovolnéi € 1) atedyx € ANz & (¢,
Odtud x € A=+ (,c; Ai

Predpokladejme nyni, Ze x ¢ A. Pak podle predchoziho x € A; pro libovolnéi € I atedyx & ANx €
Nics Ai- Odtud opét x € A+ ()

ZGI

zeI



6. (3 body) Nechf A je mnozina. Dokazte, ze zobrazeni f : P(A) — P(A x A) dané piedpisem
f(B)={(a,b) € Ax A|a,be B} je injektivni.
Reseni: Z definice mdame f(B) = Bx B. UkdZeme, Ze pro libovolné dvé podmnoZiny By, By mnoZiny
A plati f(Bl) = f(Bg) — B; = Bs.
Bud b € By libovolné. Potom (b,b) € f(By) = f(Bs). Odtud b € Bs. Ukdzali jsme, Ze By C Bs.
Stejnym zpusobem se ukdZe opacnd inkluze a mdme tedy By = Bs.
Rozhodnéte, pro které mnoziny A je zobrazeni f bijekce.
Reseni: Pro A prdzdnou nebo jednoprvkovou.
V' obou pripadech maji mnoziny P(A x A) i P(A) stejny pocet prvki a tudiz kaZdé injektioni
zobrazeni mezi nimi je bijekct.
Pokud mnoZina A obsahuje alespori dva rizné prvky, veknéme a, b, pak snadno nahlédneme, Ze napf.
{(a,b)} neni obrazem Zadné mnoZiny B.

7. (3 body) Necht je ddna neprazdna konecna mnozina I a jeji prvek j € I. Rozhodnéte, pro které
systémy mnozin {4;]i € I} je projekce (na j-tou soufadnici) p; : [[,.; Ai — A; bijekce.
Reseni: Pripomenme definici soucinu: [[,.; Ai = {f : I — U,c; 4i | f(j) € A; pro libovolné j € I}.
Nejdrive diskutujme pripad kdy Ay = 0 pro nékteré k € 1. Pak [[,c; Ai = 0 a md-li byt p; bijekce,
pak nutné A; = 0. Snadno se vidi, Ze v tomto pripadé je skuteéné p; bijeci. (Je to prazdné zobrazend.)
Predpoklddejme ddle, Ze A; # () pro vSechna i € I. Pokud existuje k € I, k # j takové, Ze A, md
alespori dva prvky, pak ukdZeme, Ze p; nent bijekce. Volme néjaké k s touto vlastnosti. Nyni pro
libovolné f € [],c; Ai oznacme a = pi(f). ProtoZe A, md alespon dva proky, existuje b € Ay, b # a.
Nyni miZeme definovat g € [],.; A takto: g(k) = b, g(i) = f(i) pro ostatnii € I (i # k). Snadno
nalédneme, Ze p;(f) = p;(g), pricemZ f # g a p; nent tudiZ injektivni.
Chceme tedy aby pro libovolné i € I, i # j platilo A; je jednoprvkovd mnozina. V tomto pripadé
skutecné p; bude bijekce.
Odpovéd: p; je bijekce pravé tehdy, kdyz A; = () nebo A; jsou jednoprvkové pro vsechna i # j.
(Poznamenejme, Ze druhd moznost zahrnuje i pripad I = {j}.

8. (5 bodu) Bud s : N — N zobrazeni dané pfedpisem s(n) =n+1, tj. s = {(n,n+ 1) | n € N}. Déle
definujme relaci R. na mnoziné N takto R. = {(a,b) € Nx N | a < b}.
Naleznéte: (Relace i zobrazeni zadavejte vhodnym predpisem (tj. mnozinové), nikoli obrazkem.)

(a) reflexivni relaci R na mnoziné N takovou, ze R. C R;
Napi: R =N x N nebo R< = {(a,b) € Nx N|a <b}.

(b) symetrickou relaci R na mnoziné N takovou, ze R C s;
Napr: R = 0.

(c) relaci R na mnoziné N takovou, ze R C R_ a zarovei Ro R # R;
Nap7: R. nebo R = s nebo R ={(1,2),(2,3)} nebo R={(1,2)}.

(d) zobrazeni f: N — N, které je symetrickou relaci a pro néz f(n) # n pro libovolné n € N;
Napr: zobrazeni f dané predpisem f(n) = n+ 1 pro liché n a f(n) =n — 1 pro sudé n, tj.
f =42k —-1,2k) | k € N} U{(2k,2k — 1) | K € N}. Pozn: odpoved f = {(n+ 1,n) | n €
N} U{(n,n+1) | n € N} je chybnd, nebot se nejednd o zobrazen.

(e) relaci R na mnoziné N, kterd neni zobrazeni, ale R~! zobrazeni je.

NapF: R = s"! nebo R={(1,n) | n € N},



