
Základy matematiky — podzim 2009 — 2. opravný termı́n — 11.2.2010 — část 1

Jméno: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
test 1 2 3 4

1. (7krát ±1 bod (správně 1 bod, chybně −1, bez odpovědi 0 — při záporném součtu se do celkového
hodnoceńı započ́ıtá 0))
Odpovězte (škrtnut́ım nehod́ıćıho se ano nebo ne na patřičném řádku), zda jsou pravdivá následuj́ıćı
tvrzeńı (čtěte velmi pozorně!):

(a) ano — ne Každá podmnožina množiny R je bud’ konečná nebo spočetná.

(b) ano — ne Jádro zobrazeńı f : A→ B je symetrická relace na množině A.

(c) ano — ne Pro libovolnou binárńı relaci R na neprázdné množině A a pro každé dva prvky
a, b ∈ A plat́ı právě jeden ze vztah̊u aRb, aR−1b.

(d) ano — ne Pro libovolné uspořádané množiny (A,≤), (B,≤), (C,≤) a zobrazeńı f : A→ B,
g : B → C plat́ı: g ◦ f je izotonńı =⇒ f je izotonńı.

(e) ano — ne Je-li R uspořádáńı množiny A, pak R ∩R−1 je též uspořádáńı množiny A.

(f) ano — ne Je-li uspořádaná množina (A,≤) úplný svaz, pak (A,≥) je také úplný svaz.

(g) ano — ne Jestliže (T,+, ·) je těleso, pak (T, ·) je grupa.

2. (7 bod̊u) Definujte formálně Zn (množinu zbytkových tř́ıd modulo n). Definujte operace + a · na
Zn a napǐste, co je třeba ukázat, aby tato definice byla korektńı. Určete, pro která n ∈ N je (Zn,+)
grupa a pro která n ∈ N je (Zn,+, ·) těleso.



3. (3krát 2 body) Ve frontě v bufetu stoj́ı 5 studentek a 5 student̊u. Kolik je všech možných postaveńı
ve frontě, pokud

(a) napřed stoj́ı studentky a poté studenti;

(b) bezprostředně před každým studentem stoj́ı studentka;

(c) žádńı dva studenti nestoj́ı vedle sebe?

Odpověd’: a) b) c)

4. (5krát 2 body) Udejte př́ıklad:

(a) izotonńıho zobrazeńı z (R,≤) do (Q,≤);

(b) nespočetné množiny a jej́ı spočetné podmnožiny;

(c) nekonečného tělesa;

(d) relaćı ρ a σ na množině N takových, že ρ ◦ σ = N× N 6= σ ◦ ρ;

(e) uspořádané pětiprvkové množiny, kde právě 2 prvky jsou maximálńı a právě 2 prvky jsou
minimálńı.
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5. (10 bod̊u) Na množině M = R× R definujeme binárńı operaci ◦ vztahem

(a, b) ◦ (c, d) = (a+ c+ ac, b+ d), pro a, b, c, d ∈ R.

Dokažte, že operace ◦ je asociativńı.

Rozhodněte, zda je operace ◦ komutativńı.

Existuje pro ◦ neutrálńı prvek?

Rozhodněte, zda je (M, ◦) grupa.

Odpovědi zd̊uvodněte.



6. (10 bod̊u) Necht’ k ∈ N, A = {1, 2, . . . , k}. Kolik je rozklad̊u množiny A, které maj́ı právě 2 tř́ıdy.

Kolik je rozklad̊u množiny A, které maj́ı právě 3 tř́ıdy a prvky 1, 2 a 3 jsou v r̊uzných tř́ıdách.

Kolik je rozklad̊u množiny A, které maj́ı právě 3 tř́ıdy, prvky 1 a 2 jsou v jedné tř́ıdě a prvek 3 je
v jiné tř́ıdě.

Postup výpočtu komentujte.



7. (10 bod̊u) Na množině R× R je definována binárńı relace ρ vztahem

(a, b)ρ(c, d)⇐⇒ {|a|, |b|} = {|c|, |d|}, pro a, b, c, d ∈ R.

Dokažte, že ρ je relace ekvivalence na množině R× R.

Popǐste rozklad R× R\ρ.

Určete kolik má tento rozklad tř́ıd a kolik prvk̊u maj́ı jednotlivé tř́ıdy.



8. (10 bod̊u) Bud’ n ∈ N a označme An = {1, 2, . . . , n}. Dále uvažujme množinu Mn neprázdných
podmnožin množiny An, tj. Mn = P(An) − {∅}. Pro prvek X ∈ Mn definujeme součet s(X)
a pr̊uměrnou hodnotu p(X) množiny X, přesněji pro k prvkovou neprázdnou množinu X =

{x1, x2, . . . , xk} ⊆ An označ́ıme s(X) = x1 + x2 + · · · + xk ∈ N a p(X) = s(X)
k
∈ Q. Na množině

Mn = P (A)− {∅} definujeme binárńı relaci � takto:

X � Y ⇐⇒ ( s(X) < s(Y ) ∨ (s(X) = s(Y )∧ p(X) < p(Y )) ∨ X = Y ), pro X, Y ∈Mn.

Dokažte, že � je uspořádáńı množiny Mn.

Nalezněte všechny minimálńı a maximálńı prvky uspořádané množiny (Mn,�).

Je zobrazeńı α : M100 → N dané předpisem α(X) = s(X) izotonńı zobrazeńı z (M100,�) do (N,≤)?

Je zobrazeńı β : M30 → Q dané předpisem β(X) = p(X) izotonńı zobrazeńı z (M30,�) do (Q,≤)?

Odpovědi zd̊uvodněte.



9. (10 bod̊u) Bud’ dána množina M = P(N) × {1, 2, 3}. Na množině M definujeme uspořádáńı �
takto:

(X,m) � (Y, n)⇐⇒ (X ⊂ Y ∨ (X = Y ∧m ≤ n)), pro X, Y ∈ P(N),m, n ∈ {1, 2, 3} .

Definujme dále zobrazeńı f : M → P(N) předpisem f((X,m)) = X ÷ {m}.
Rozhodněte, zda je zobrazeńı f surjektivńı.

Rozhodněte, zda je zobrazeńı f injektivńı.

Je zobrazeńı f : (M,�)→ (P(N),⊆) izotonńı?

Rozhodněte, zda je (M,�) úplný svaz.

Odpovědi zd̊uvodněte.
(Pozn: Zápisem X ⊂ Y rozumı́me X ⊆ Y ∧ X 6= Y ; Relace ≤ na množině {1, 2, 3} je uspořádáńı podle
velikosti. Operace ÷ je symetrický rozd́ıl, tj. pro množiny A, B máme A÷B = (A−B) ∪ (B −A).)


