Zéaklady matematiky — podzim 2008 — 1. opravny termin — 29.1.2009

test cel.suma zn.

Jméno: . ... Hodnoceni
1 2 3 il I5) ) 7 9

1. (7krat £1 bod (spravné 1 bod, chybné —1, bez odpovédi 0 — pii zdporném souétu se do celkového hod-
noceni zapo¢ita 0))
Odpovézte (skrtnutim nehodiciho se ano nebo ne na patfiéném fadku), zda jsou pravdiva nasle-
dujici tvrzeni (Ctéte velmi pozorné!):
(a) ano — ne Existuje mnozina A takova, Ze existuje bijekce z mnoziny A do mnoziny P(A).
(b) ano — ne Pro libovolnou bijekci f : A — B existuje zobrazeni g : B — A takové, ze
go f=ida.
(c) ano — ne Kazda uspofddand mnozina obsahuje pouze koneéné mnoho maximalnich prvki
(d) ano — ne Je-li f: A — B izomorfismus uspofaddanych mnozin (A, <) a (B, <), pak plati:
(A, <) je Gplny svaz = (B, <) je uplny svaz.
(e) ano — ne Okruh (Zy4, +, ) zbytkovych tiid modulo 4 je téleso.
(f) ano — ne Prazdna relace, tj. 0, je symetrickd relace na libovolné mnoziné.

(g) ano — ne Mnozina vSech relaci na mnoziné N, kterd jsou zobrazeni, uspofadané inkluzi,
tvori uplny svaz.

2. (7 bodt) Definujte pojmy uspofddané mnoziny a uplného svazu. Definujte vSechny uzité pojmy.




3. (3krat 2 body) Pii pisemce rozesazujeme 16 studentti do 4 fad a 4 sloupct, pfi¢emz studenti
v prvinim a tfetim sloupci pisi skupinu A a studenti v druhém a ¢étvrtém sloupci pisi skupinu B.
Urcete, kolika zptisoby lze studenty rozesadit, pokud nam zalezi

(a) kdo kde sedi;
(b) kdo sedi ve které radg;
(c) kdo bude psat jakou skupinu.

Odpoveéd: a) b) C)

4. (5krat 2 body) Udejte priklad

(a) konefné usporddané mnoziny (A, <) a jeji podmnoziny B C A takové, Ze (A, <) je svaz a
(B, <) neni svaz;

(b) binarni operace na mnoziné {a, b}, pro kterou neexistuje neutralni prvek;

(c) relaci p a m na mnoziné N takovych, ze pomr =pamop=rm;

(d) usporfaddani na mnoziné R, kde je nekoneéné mnoho minimalnich prvkia a zddny maximélni
prvek;

(e) izotonniho surjektivniho zobrazeni z (Z, <) do (N, <).



5. (10 bodt) Na mnoziné M = Zjy X Zy definujeme binarni operaci o vztahem
([a]10 [bl2) © ([cho, [d)2) = ([a + (=1)°clo, [0+ d]2),  pro a,b,c,d € Z .
Vime, ze (M, o) je grupa. (Nedokazujte!)

Rozhodnéte, zda piedpis a(([a1o, [b]2)) = [a]10, pro a,b € Z, zadava homomorfismus z grupy (M, o)
do grupy (Z0, +).

Rozhodnéte, zda predpis 3(([a]io, [b]2)) = [b]2, pro a,b € Z, zaddva homomorfismus z grupy (M, o)
do grupy (227 +)

Rozhodnéte, zda ptedpis v(([a]10, [0]2)) = [a + b]10, Pro a,b € Z, zadava homomorfismus z grupy
(M7 O) do grupy (ZIO7 +)

Rozhodnéte, zda predpis §(([al10, [b]2)) = [a + b]2, pro a,b € Z, zadava homomorfismus z grupy
(M, o) do grupy (Zs, +).

Odpovédi zdivodnéte. (Nezapomerite na korektnost predpisu.)



6. (10 bodu) Pro libovolné n € N oznacujeme X, = {1,2,...,n}.
Urcete, kolik je izotonnich zobrazeni z (X3, <) do (P(X,), C).

Urcete, kolik z nich je injektivnich.

Postup vypoctu komentujte.



7. (10 bod) Ozna¢me M = {x € Z | 0 < x < 1000} a na mnoziné M definujme binarni relaci p
takto: . Y
= (le-yn [1] = [2]). e M.
rry ( lT=y N 150 = |00 pro =,y €

kde [n] znadi celou ¢ast racionalniho ¢isla n € Q, tj. nejvétsi celé ¢islo mensi nebo rovno n.
Dokazte, ze p je relace ekvivalence na mnoziné M.

Popiste rozklad M\ p.

Urcete, kolik ma tento rozklad tiid a kolik prvkd maji jednotlivé t¥idy.



8. (10 bodti) Na mnoziné Q definujeme bindrni relaci < takto:
r=y <= (r=yVa*<y’), prox,ycqQ.

Dokazte, ze < je usporadani mnoziny Q.

Naleznéte vSechny minimalni, maximalni, nejmensi a nejvétsi prvky usporadané mnoziny (Q, <).

Je (Q, %) svaz?

Je (Q, <) uplny svaz?

Uvazujme zobrazeni f : Q — Z dané ptedpisem f(x) =0 pro z < 100 a f(z) =1 pro x > 100.
Rozhodnéte, zda f: (Q, X) — (Z, <) je izotonni zobrazeni.

Odpovédi zdavodnéte.



9. (10 bod) Bud A libovolnad koneénd mnozina a R relace na této mnoziné. Pro i € N definujeme
induktivné R' takto: R' = R a R**!' = RF o R pro k € N. Ekvivalentné: pro a,b € A plati
(a,b) € R’ tehdy a jen tehdy, kdyZz existuji prvky ag, ai, ..., a; € A takové, Ze a = ag, b = a; a plati
(ax—1,ax) € R pro libovolné k € {1,...,i}.

Dokazte, Ze pokud R je reflexivni relace a mnoZina A mé pravé n prvki, potom R" = R" L,

Pro mnozinu A = {1,...,n} dejte piiklad relace R na této mnoziné takové, ze R" # R"'.

Pro mnozinu A = {1,...,n} dejte ptiklad reflexivni relace R na této mnozing, takové, ze R' # R~

proi={2,...,n—1}.

Odpovédi zdavodnéte.



