Zaklady matematiky — podzim 2008 — 1. termin — 19.1.2009

................... Hodnoceni

test cel.suma zn.

1 2 3] 4 ) 0] 7] 9

1. (7krat £1 bod (spravné 1 bod, chybné —1, bez odpovédi 0 — pii zdporném souétu se do celkového hod-

noceni zapo¢ita 0))

Odpovézte (skrtnutim nehodiciho se ano nebo ne na patfiéném fadku), zda jsou pravdiva nasle-
dujici tvrzeni (Ctéte velmi pozorné!):

(a) ano — ne

(b) ano — ne

Mnozina vSech kone¢nych podmnozin mnoziny N je spocetna.

Pro libovolné mnoziny A, B, C' a zobrazeni f : A — B, g : B — C plati:

f je injektivni a g je surjektivni = g o f je bijekce.

(c) ano — ne

(N, i2).
ano — ne

ano — ne

)
)
) ano — ne
) ano — ne

Pro kazdé usporadani R mnoziny N existuje minimélni nebo maximalni prvek v

Ma-li podmozina X usporadané mnoziny infimum, pak ma i supremum.
Cislo 0 je neutralni prvek v grupoidu (Z, —).
Pokud bindrni relace R na mnoZiné A je reflexivni, pak R~! je také reflexivni.

Existuje jediny izomorfismus uspofadané mnoziny (Z, <) do sebe.

2. (7 bodit) Definujte formalné Z, (mnozinu zbytkovych t¥id modulo n). Definujte operace + a - na
Z,, a napiste, co je tieba ukazat, aby tato definice byla korektni. Urcete, pro kterd n € N je (Z,, )
grupa a pro kterd n € N je (Z,,+, -) téleso.



3. (3krat 2 body) Politickd strana mé k dispozici 10 kandidatti — 5 muzt a 5 Zen. Urcete, kolika
zpusoby lze vytvorit kandidatni listinu (tj. poradi kandidati) tak, aby
(a) — (bez omezeni);
(b) na prvnich 3 mistech byly Zeny;

(c) se pravidelné stiidali muzi a Zeny.

Odpoveéd: a) b) C)

4. (5krat 2 body) Udejte priklad

(a) svazu, ktery nemé maximalni prvek;

(b) nespocetného uplného svazu;

(c) kone¢né grupy, kterd neni komutativni;

(d) relace ekvivalence R na mnoziné N, pro niz m4 rozklad N\ R pravé 2 prvky;

(e) uspofddani na mnoziné Z, kde je nekoneéné mnoho maximélnich prvkii, nekoneéné mnoho
minimalnich prvki a kazdy maximalni prvek je vétsi nez libovolny minimalni prvek.



5. (10 bodi) Bud n pfirozené ¢islo, n > 2. Na mnoziné M = Z,, X Zs definujeme binarni operaci o
vztahem
([a]n, [Bl2) © ([c]u, [d]2) = (la + (=1)’clu, [0+ d2),  proa,b,c,d€Z.

Dokazte, ze dany ptredpis korektné definuje operaci na mnoziné M.

Urcete, pro kterd n je o asociativni operace.

Urcete, pro ktera n existuje pro operaci o neutralni prvek.

Urcete, pro kterd n je (M, o) grupa.

Urcete, pro kterd n je (M, o) komutativni grupa.

Odpoveédi zdtvodnéte.



6. (10 bodt) Necht M je koneéné n-prvkova mnozina, n > 3.
Urcete, kolik je linearnich usporadani mnoziny M.

Urcete, kolik je usporadani na mnoziné M, kde existuji prave 2 prvky, které jsou nesrovnatelné.

Urcete, kolik je usporadani na mnoziné M, kde existuji pravé 3 minimalni prvky, které jsou mensi
nez vSech zbyvajicich n — 3 prvki, a kde je téchto n — 3 zbyvajicich prvkia usporadano linearné.

Postup vypoctu komentujte.



7. (10 bodt) Ozna¢me M = {x € N | z < 200}. Pro n € M zna¢ime s(n) ciferny soucet ¢isla n € M,
tj. pro n = 100a + 10b + ¢, kde a,b,c € {0,1,2,...,9}, definujeme s(n) = a + b+ c.
Na mnoziné M definujme binarni relaci p takto:

rpy <= (20|z—yAs(z)=s(y)), proz,ye M.

Dokazte, ze p je relace ekvivalence na mnoziné M.

Popiste rozklad M\ p.

Urcete, kolik mé tento rozklad trid a kolik prvki maji jednotlivé t¥idy.



8. (10 bodid) Budn € Na A ={1,2,...,n}. Na mnoziné M = P(A) — {0} definujeme binarni relaci
= takto:

XY << (min(X)<min(Y) Vv (min(X)=min(Y)ANX CY)), proX,Y e M.

Dokazte, ze < je usporadani mnoziny M.

Naleznéte vSechny minimalni a maximalni prvky uspofddané mnoziny (M, <).

Je (M, =) svaz?

Je (M, <) tplny svaz?

Odpovédi zdiavodnéte. (Pro X € M, tj. X neprazdnou podmnoZinu mnoziny A, zna¢i min(X) nejmensi
ptirozené ¢islo v X C A vzhledem k velikosti.)



9. (10 bodt) Bud A libovolnd mnozina a R relace na této mnoziné. Pro ¢ € N definujeme induktivné
R takto: R' = R a RF*! = RF o R pro k € N. Ekvivalentné: pro a,b € A plati (a,b) € R’ tehdy a
jen tehdy, kdyz existuji prvky ag, aq, ...,a; € A takové, ze a = ag, b = a; a plati (ax_1, a;) € R pro
libovolné k € {1,...,i}. Polozme nyni R" = |J,.y R
Dokazte, ze R je tranzitivni relace.

Dokazte, ze R" je nejmensi tranzitivni relace obsahujici R.
Tzn. ukazte, Ze pokud S je tranzitivni relace s vlastnosti R C S potom R' C S.

Urcete R v ptipads, kdy A=Z a R={(n,n+1) | n € Z}.



