Zaklady matematiky — podzim 2007 — 2. termin — 14.1.2008

. (Tkrat +1 bod (spravné 1 bod, chybné —1, bez odpovédi 0 — pii zdporném souétu se do celkového hod-
noceni zapocita 0))

Odpovézte (skrtnutim nehodiciho se ano nebo ne na patficném fadku), zda jsou pravdiva nésle-
dujici tvrzeni (¢téte velmi pozorné!):

(a) ano — ne Mnozina vSech relaci ekvivalence na mnoziné N je spocetna.

(b) ano — ne Pokud existuje injektivni zobrazeni z neprazdné mnoziny A do mnoziny B, pak
existuje surjektivni zobrazeni z mnoziny B na mnozinu A.

(c) ano — ne Pokud v dané uspofddané mnoziné existuje supremum prazdné mnoziny, pak je
rovno nejvétsimu prvku.

(d) ano — ne Je-li f: A — B izotonni zobrazeni uspofadané mnoziny (A, <) do uspotadané
mnoziny (B,<) a a € A je nejmensi prvek mnoziny (A, <), pak f(a) € B je nejmensi prvek
mnoziny (B, <).

(e) ano — ne Okruh (R, +,-) je obor integrity.

(f) ano — ne Pokud binarni relace R a S na mnoziné A jsou antisymetrické, pak RU S je také
antisymetricka relace.

(g) ano — ne Jadro zobrazeni je antisymetricka relace.

. (7 bodt) Definujte pojmy okruh, obor integrity a téleso. Definujte vSechny uzité pojmy.

. (3krat 2 body) Kolika zpisoby lze z ptirozenych ¢isel mensich nebo rovnych 20 vybrat dvouprvkovou
mnozinu ¢isel tak, aby

(a) jejich soucet byl roven sudému éislu;
(b) jejich soudin byl roven sudému ¢islu;

(c) jejich soucin byl vétsi nez 107

. (bkrat 2 body) Udejte priklad

(a) uspofdadani na mnoziné R, kde je nekoneéné mnoho minimalnich prvka a zadny maximélni
prvek;

binarni operace na mnoziné N x N, pro kterou existuje neutralni prvek;

relace p na mnoziné N takové, ze p o p # p;

izotonniho surjektivniho zobrazeni z (Z, <) do (N, <);

kone¢nych mnozin A, B takovych, ze pocet dvouprvkovych podmnozin mnoziny A je roven
dvojnasobku poc¢tu dvouprvkovych podmnozin mnoziny B.

. (10 bod) Na mnoziné M = Q x Q — {(0,0)} definujeme binarni operaci o vztahem

(a,b) o (a’, V') = (aad’ + 5bY',ab’ + a'b), pro a,b,d’,b" € Q.

Vime, ze (M, o) je grupa.

Urcete neutralni prvek této grupy.

Pro libovolné ¢ € Q uvazujeme zobrazeni ¢, : M — M dané pfedpisem ¢,((a,b)) = (a, ¢b).
Urcete, pro kterad ¢ je ¢, homomorfismus.

Urcete, pro ktera ¢ je y, izomorfismus.

Odpoveédi zdtvodnéte.



6. (10 bodu) Necht n e N, M = {1,2,...,n}.
Urcete pocet vSech relaci R na mnoziné M takovych, ze pro libovolné a,b € M spliujici a < b plati
(a,b) € R.
Urcete pocet vsech reflexivnich relaci R na mnoziné M.
Urcete pocet vsech relaci ekvivalence R na mnoziné M takovych, ze pro libovolné a,b,c € M
spliujici a < b < ¢ plati (a,¢) € R = (a,b) € R.
Postup vypoctu komentujte.

7. (10 bodt) Na mnoziné Z je definovana binarni relace p takto:
apb <= (a=bV (3|a—0bAab>0)).

Dokazte, ze p je relace ekvivalence na mnoziné Z.
Popiste rozklad Z\ p.
Urcete, kolik mé tento rozklad trid a kolik prvkid maji jednotlivé tridy.

8. (10 bodt) Definujme binarni relaci < na mnoziné Ny takto:
r=2y <= (=yVy=0V(@#0Az*<y)), proz,y¢c Ny

Dokazte, ze < je usporadani na Nj.

Popiste minimalni a maximalni prvky (N, <).

Je (Np, X) tplny svaz?

Uvazujme zobrazeni f : Ny — Ny dané predpisem f(z) = z2.
Rozhodnéte, zda f : (Ny, <) — (Np, <) je izotonni zobrazeni.
Odpoveédi zdtvodnéte.

9. (10 bodi) Bud M = {R C N x N | R relace ekvivalence na N, N/R kone¢na }.
Dokazte, ze (M, C) je svaz.
Uvazujme dale zobrazeni f : M — P(N) dané vztahem f(R) ={a € N| (1,a) € R}.
Rozhodnéte, zda pro zobrazeni f z usporadané mnoziny (M, C) do uspofadané mnoziny (P(N), C)
plati
(VR,5 € M) (f(inf{R, S}) = inf{f(R), f(5)}) .

Rozhodnéte, zda pro zobrazeni f z usporadané mnoziny (M, C) do uspofadané mnoziny (P(N), C)
plati
(VR,S € M) (f(sup{R,S}) = sup{f(R), f(S)}) -

Odpovédi zdtavodnéte.



