Zaklady matematiky — podzim 2007 — 1. termin — 3.1.2008

. (7krat £1 bod (spravné 1 bod, chybné —1, bez odpovédi 0 — pii zdporném soudtu se do celkového hod-
noceni zapo¢ita 0))
Odpovézte (skrtnutim nehodiciho se ano nebo ne na patficném fadku), zda jsou pravdivé nésle-
dujici tvrzeni (¢téte velmi pozorné!):

(a) ano — ne Mnozina vSech relaci na mnoziné N je nespocetna.

(b) ano — ne  Pro libovolnou mnozinu A je kazdé injektivni zobrazeni z A do A zéaroven
surjektivni zobrazeni.

(c) ano — ne Existuje surjektivni izotonni zobrazeni z (N, <) na (Z, <).

(d) ano — ne Uspofddand mnozina (N, |) je svaz.

(e) ano —ne (R,-,+) je okruh.

(f) ano — ne Pokud je binarni relace R na mnoziné A relace ekvivalence, pak Ro R = R.

(g) ano —mne Je-li (G,-) grupa, pak zobrazeni f : G — G, dané vztahem f(a) = a ! proa € G,

je bijekce z mnoziny G do sebe.

. (7 bodit) Definujte pojem relace ekvivalence na mnoziné A a rozklad mnoziny A podle relace
ekvivalence. Zkonstruujte, pomoci téchto pojmil, mnozinu racionalnich ¢isel Q z mnoziny celych
Cisel Z. (Pouze mnozinu Q, definice operaci se nepozZadugi.)

. (3krat 2 body) Kolika zpisoby lze rozesadit 3 manzelské pary do fady (s 6 zidlemi) tak, aby

(a) kazdy muz sedél vedle své manzelky;
(b) nesedéli 2 Zeny ani 2 muzi vedle sebe;

(c) z&dné Zzena nesedéla na kraji?

. (bkrat 2 body) Udejte priklad
(a) izotonniho surjektivniho zobrazeni z (Q, <) do (Z, <);
(b) binarni operace na mnoziné N, kterd neni asociativni;

(c) relace ekvivalence p na mnoziné Q takové, ze Q/p ma nekoneéné mnoho tiid a kazdé tiida je
nekonecna;

(d) usporadani na mnoziné N, které nemé zadny maximalni ani minimalni prvek;

(e) koneéné mnoziny A takové, Ze pocet jejich dvouprvkovych podmnoZin je roven poctu jejich
ttiprvkovych podmnozin.

. (10 bodt) Bud n pfirozené ¢islo, n > 2. Na mnoziné M = 7Z,, X Z,, X Z,, definujeme binarni operaci
o vztahem

(a,b,c)o (d',b,)=(a+d,b+c-d +b,c+), proa,b,cdt,deZ,.

Poznamenejme, ze dany predpis korektné definuje operaci na mnoziné M, protoze + a - jsou stan-
dardni operace s¢itani a nasobeni na mnoziné 7Z,.

Urcete, pro kterd n je o asociativni operace.

Urcete, pro ktera n existuje pro operaci o neutralni prvek.

Urcete, pro kterd n je (M, o) grupa.

Urcete, pro kterd n je (M, o) komutativni grupa.

Odpovédi zdiavodnéte.



6. (10 bod) Necht M je kone¢na n-prvkovd mnozina, n > 3. Uspofadani < na mnoziné M se nazjva
jednoduché, jestlize kazdy prvek pokryva nejvyse jeden prvek a zaroven kazdy prvek je pokryvan
nejvyse jednim prvkem. Rekneme, 7ze uspofddani < na mnoziné M je k-jednoduché, jestlize je
jednoduché a (M, <) mé pravé k& minimalnich prvka.

Urcete, kolik je 2-jednoduchych usporadani mnoziny M.
Urcete, kolik je 3-jednoduchych usporadani mnoziny M.
Postup vypoctu komentujte.

7. (10 bodt) Ozna¢me M = Z — {0}. Na mnoziné M x M je definovana binarni relace p takto:
(a,b)p(c,d) <= (ad = bc A ab = cd).

Dokazte, ze p je relace ekvivalence na mnoziné M x M.
Popiste rozklad M x M\p.
Urcete, kolik mé tento rozklad tid a kolik prvkid maji jednotlivé tridy.

8. (10 bodt) Na mnoziné M = {p" € N | n,p € N, p prvocislo } definujeme binarni relaci | takto:
a|lb <= (FkeN)(b=ka), proa,be M.

Dokazte, ze | je usporadani mnoziny M.

Naleznéte vSechny minimdalni a maximalni prvky uspofddané mnoziny (M, |).

Je (M,]) svaz?

Popiste vSechny podmnozZiny A mnoziny M s vlastnosti, ze (A, |) je svaz.

Uvazujme zobrazeni f : M — N dané pfedpisem f(p") = p + n, kde n,p € N, p prvocislo.
Rozhodnéte, zda f : (M,|) — (N, <) je izotonni zobrazeni.

Odpovédi zdtvodnéte.

9. (10 bodi) Uvazujeme mnozinu I = {f : N - N | (Vn,m € N)(n <m = f(n) < f(m))} (vSech
injektivnich izotonnich zobrazeni z mnoziny N do sebe ).
Dokazte, ze I je nespocetnd, tj. dejte ptiklad injektivniho zobrazeni ¢ : P(N) — I.
Déle definujme zobrazeni ¢ : I — I vztahem

() =3 F6).

Rohodnéte, zda je zobrazeni ¢ injektivni.
Rohodnéte, zda je zobrazeni ¢ surjektivni.
Odpovédi zdavodnéte.



