Zaklady matematiky — podzim 2005 — 1. termin — 5.1.2006

. (Tkrat +1 bod (spravné 1 bod, chybné —1, bez odpovédi 0 — pii zdporném souétu se do celkového hod-
noceni zapocita 0))

Odpovézte (skrtnutim nehodiciho se ano nebo ne na patficném fadku), zda jsou pravdiva nésle-
dujici tvrzeni (¢téte velmi pozorné!):

(a) ano — ne Mezi mnozinami P(P(N)) a P(N) existuje bijekce.

(b) ano — ne Pro libovolné mnoziny A, B, C' a zobrazeni f: A — B, g: B — C plati:
f, g jsou surjektivni = g o f je surjektivni.

) ano — ne Kazda linedrné uspofadand mnozina ma nejvétsi prvek.

(d) ano — ne Relace p na mnoziné A je symetricka pravé tehdy, kdyz p C p~'.

) ano — ne Je-li usporfadand mnozina (A, <) uplny svaz, pak (A, >) je také uplny svaz.
) ano —ne (P(A),N) je monoid.

(g) ano —ne (Z,+,-) je téleso.

. (7 bodt) Definujte pojem usporadani na mnoziné A. Definujte pojem infima a suprema podmnozZiny
mnoziny A. Definujte vSechny uzité pojmy. Urcete, co je infimem prazdné podmnoziny.

. (3krat 2 body) Urcete pocet vSech slov, ktera lze vytvofit z pismen slova BEROUNKA (kazdé
pismeno se pouzije pravé jednou) takovych, ze

(a) nékterd skupina bezprostiedné po sobé jdoucich pismen tvoii slovo BERAN;

(b) zadné dvé samohlasky nestoji vedle sebe;

(c) samohlédsky jsou sefazeny podle abecedy.

. (bkrat 2 body) Udejte priklad
(a) mnozin X a Y takovych, ze P(X)UY =P(Y)-Y;
(b) uspofddané mnoziny, kterd ma pravé 6 automorfismu (tj. izomorfismi do sebe);
(c) zobrazeni z mnoziny N do sebe, které neni surjektivni a je injektivni;
(d)

)

(e) binarni operace na Z, ktera je komutativni, ale nema neutralni prvek.

relace na mnoziné N, ktera je antisymetricka i symetrick;

. (10 bod) Na mnoziné M = Q x Q definujeme binarni operaci o vztahem

(a,b) o (a’, V') = (aad’ + 2b',ab’ + a'b), pro a,b,ad’,b' € Q.
Rozhodnéte, zda je operace o asociativni. Rozhodnéte, zda je operace o komutativni. Je (M, o)
grupa? Odpovédi zdtivodnéte.

. (10 bodi) Necht M je koneénd n-prvkovd mmnozina. UrCete pocet vSech dvojic mnozin (A, B),
takovych, ze A C B C M. Kolik z nich je takovych, ze A # B?

. (10 bodt) Na mnoziné Z je definovana binarni relace p vztahem

TpYy = LgJ = HJ pro z,y € Z.
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Dokazte, Ze p je relace ekvivalence na mnoziné Z. Popiste rozklad Z\p. Urcete kolik mé tento
rozklad t¥id a kolik prvkd maji jednotlivé t¥idy. (Pozn: |a] znaci celou éast ¢isla a, tj. nejvétsi celé
¢islo neprevysujici ¢islo a.)



8. (10 bodt) Na mnoziné M = {(a,b) | a,b € N,a < b} definujeme binarni relaci < takto:
(a,0) < (d,V) < (' <aAnb<V), proa,bad, b eN.

Dokazte, ze < je usporadani. Naleznéte vsechny miniméalni a maximalni prvky usporadané mnoziny
(M, =). Je (M, =) uplny svaz? Je (M, <) svaz? Urcete sup{(a,b),(a’,b')} Odpovédi zdivodnéte.
(Pozn: < je usporadéani prirozenych ¢isel podle velikosti.)

9. (10 bodi) Na mnoziné I = {f : N - N | (vn,m € N)(n < m = f(n) < f(m))} (vSech
izotonnich zobrazeni z mnoZiny N do sebe ) definujeme usporadéni =< takto:

f2g9+ (vneN)(f(n) <g(n), profgel

Déle definujme zobrazeni ¢ : [ — I vztahem o(f) = fo f.

Dokazte, ze skladani zobrazeni je operaci na mnoziné I, tj. f,g € I = go f € I. Rohodnéte, zda
je zobrazeni ¢ injektivni. Rohodnéte, zda je zobrazeni ¢ surjektivni. Rohodnéte, zda ¢ je izotonni
zobrazeni z uspofadané mnoziny (I, <) do sebe.

Odpovédi zdivodnéte. (Pozn: < je uspofadani pfirozenych ¢isel podle velikosti.)



