Zaklady matematiky — podzim 2004 — 1. opravny termin — 20.1.2005

1. (8krat 41 bod (spravné 1 bod, chybné —1, bez odpovédi 0)) Odpovézte (Skrtnutim nehodiciho
se ano nebo ne na patficném fadku), zda jsou pravdiva nésledujici tvrzeni (¢téte velmi
pozorné!):

(a) ano — ne Mmnozina P(N) vSech podmnozin mnoziny pfirozenych ¢isel je spocetna.

(b) ano — ne Pro libovolné mnoziny A, B,C a zobrazeni f : A — B, g : B — C plati:
go f jesurjektivhi = f je surjektivni.

(c) ano — ne Pro libovolnou binarni relaci R na mnoziné A je relace RN R™! symetricka.

(d) ano — ne Pokud v uspofddané mnoziné (A, <) existuje minimalni prvek, pak v ni
existuje i prvek maximalni.

(e) ano — ne Usporadané mnoziny (N, <) a (Z, <) jsou izomorfni.

(f) ano — ne Je-li f: A — B izotonni zobrazeni uspotfadanych mnozin (A, <) a (B, <),
pak plati: (A4, <) je Gplny svaz = (B, <) je Gplny svaz.

(g) ano — ne Grupa (R, +) je izomorfni s grupou (RT, ).

(h) ano — ne Kazdé téleso je obor integrity.
2. (7 bodt) Definujte pojmy okruh, obor integrity a téleso. Definujte vSechny uzité pojmy.
3. (bkrat 2 body) Udejte priklad

(a) relace ekvivalence p na mnoziné N tak, aby rozklad N/p mél nekoneéné mnoho tfid
rozkladu;

(b) bijektivniho zobrazeni f : (N, <) — (N, <), které neni izotonni

(zde < je usporadani podle velikosti);
(c) usporddané mnoziny, kterd ma jeden maximalni prvek a nema minimalni prvek;
(d) mnoziny A takové, aby pocet viech bindrnich relaci na mnoziné A byl 2%;

(e) Sestiprvkové grupy.

4. (10 bodi) Na mnoziné M = 7Z x Z definujeme binarni operaci o vztahem (a,b) o (¢,d) =
(a + c,ac+ b+ d), pro a,b,c,d € Z. Rozhodnéte, zda je operace o asociativni. Rozhodnéte,
zda je operace o komutativni. Je (M, o) grupa? Odpovédi zdivodnéte.

5. (10 bodi) Necht koneénd mnozina A ma n prvkd, kde n € N. Uréete kolik je komutativnich
binarnich operaci na mnoziné A. Vypocet komentujte.

6. (10 bod1) Na mnoziné R je definovana binarni relace p vztahem zpy < (2* = y*Va?y? = 1),
pro z,y € R. Dokazte, Ze p je relace ekvivalence na mnoziné R. Popiste rozklad R\ p. Urcete
kolik méa tento rozklad tiid a kolik prvki maji jednotlivé tiidy.

7. (10 bodt) Nechf k,n jsou pfirozend ¢isla a A = {0,1,2,...,n}. Oznaéme P={X C A |0 €
X, |X| < k}U{A}. Popiste nejmensi a nejvétsi prvek usporadané mnoziny (P, C). Je (P, Q)
uplny svaz? Pro libovolné X,Y € P popiste sup{X,Y } v usporadané mnoziné (P, C). Necht
f: P — N je zobrazeni dané vztahem f(X) = |X|. Rozhodnéte, zda je f : (P,C) — (N, <)
izotonni zobrazeni. Odpovédi zdivodnéte. (Pozn: < je usporadéni pfirozenych cisel podle
velikosti, | X| je pocet prvki koneéné mnoZiny X.)

8. (10 bodil) Na mnozing I = {f € NV | f: (N,<) — (N, <) izotonni } vSech izotonnich
zobrazeni z mnoziny N do sebe definujeme uspofadani < takto: f < g <= (Vn € N)(f(n) <
g(n)), pro f,g € I. Rozhodnéte, zda pro libovolna zobrazeni f,g,h € I plati (f <X g =
ho f =< hog). Naleznéte vSechna zobrazeni z € I pro nez plati (Vf € I)(foz = z). Rohodnéte,
zda je (I, =) Gplny svaz. Odpovédi zdivodnéte. (Pozn: < je usporadani ptirozenych ¢isel podle
velikosti.)



