Zéaklady matematiky — podzim 2004 — 1. termin — 6.1.2005

1. (8krat 41 bod (spravné 1 bod, chybné —1, bez odpovédi 0)) Odpovézte (Skrtnutim nehodiciho
se ano nebo ne na patficném fadku), zda jsou pravdivi nésledujici tvrzeni (¢téte velmi
pozorné!):

(a) ano — ne Kazda podmnozina mnoziny R je bud kone¢nd nebo spocetna.
(b) ano — ne Jéadro zobrazeni f : A — B je symetricka relace na mnoziné A.

(c) ano — ne Pro libovolnou binarni relaci R na neprazdné mnoziné A a pro kazdé dva
prvky a,b € A plati pravé jeden ze vztahit aRb, aR™b.

(d) ano — ne Pro libovolné uspofddané mnoziny (A, <), (B, <), (C,<) a zobrazeni f :
A— B, g: B — C plati: go [ jeizotonni = f je izotonni.

) ano — ne Je-li R uspofdddni mnoziny A, pak RN R™! je té7 uspofddani mnoziny A.
) ano — ne Je-li usporddand mnozina (A, <) Gplny svaz, pak (A, >) je také uplny svaz.
) ano — ne Prazdnd mnoZina je podgrupou kazdé grupy.
(h) ano — ne Okruh (Zg,+, -) zbytkovych t¥id modulo 6 je obor integrity.

2. (7 bodu) Definujte pojem relace ekvivalence na mnoziné A a rozklad mnoziny A podle relace
ekvivalence. Zkonstruujte, pomoci téchto pojmi, mnozinu racionalnich ¢isel Q z mnoziny
celych ¢isel Z. (Pouze mnozinu Q, definice operaci se nepoZadugt.)

3. (bkrat 2 body) Udejte piiklad

(a) mnozin X a Y takovych, ze | P(X)NPY) |= 2;

(b) izotonniho zobrazeni f : (N, <) — (N, <), které neni injektivni (zde < je usporadani
podle velikosti);

(c) usporddané mnoziny, kterd ma maximalni prvek, nema nejvétsi prvek a nema minimélni
prvek;

(d) binarni relace na tfiprvkové mnoziné A = {1,2, 3}, ktera je reflexivni a neni tranzitivni;

(e) binarni operace na mnoziné Z ktera je asociativni, ale nem4 neutralni prvek.

4. (10 bodi) Bud R™ mnozina vSech kladnych redlnych ¢isel. Na mnoziné M = R xR™ xR defi-
nujeme bindrni operaci o vztahem (a, b, c)o (', V', ') = (ad’, ab' +bc, cc’), pro a,b,c,a’, b, €
R*. Rozhodnéte, zda je operace o asociativni. Rozhodnéte, zda je operace o komutativni. Je
(M, o) grupa? Odpovédi zdivodnéte.

5. (10 bodt) Necht koneéna mnozina A ma n prvki, kde n € N, n > 3. Urcete kolik je rozkladu
mnoziny A, které maji alespon n — 2 tiid rozkladu.
6. (10 bodti) Na mnoziné R je definovana binéarni relace p vztahem zpy <= (z+y =2y Ve =

y) pro z,y € R. Dokazte, Ze p je relace ekvivalence na mnoziné R. Popiste rozklad R\p.
Urcete kolik méa tento rozklad tiid a kolik prvki maji jednotlivé ttidy.

7. (10 bod) Na mnoziné Q definujeme binarni relaci < takto: x <y <= (Ik € N)(y =
k-z), pro x,y € Q. DokaZte, Ze =< je uspofadani. Naleznéte vSechny minimalni a maximalni
prvky uspofddané mnoziny (Q, <). Je (Q, <) uplny svaz? Je identické zobrazeni idg : Q — Q
izotonni zobrazeni z (Q, <) do (Q, <)? Je identické zobrazeni idg : Q — Q izotonni zobrazeni
z (Q,<) do (Q,=<)? Odpovédi zdivodnéte. (Pozn: < je usporadani racionalnich ¢isel podle
velikosti.)

Qo

. (10 bodt) Bud déna neprazdna mnozina A a uspofdddni < na mnoziné A. Na mnozing A4
v8ech zobrazeni z mnoziny A do sebe definujeme usporadéni < takto: f < g <= (Va €
A)(f(a) < g(a)), pro f,g € AL Dokazte, Ze pro libovolnd zobrazeni f, g, h € A plati (f <
g = foh = goh). Naleznéte viechna zobrazeni z € A% pro nez plati (Vf € A4)(zo f = 2).
Dokaite, ze pokud (A, <) je tplny svaz, pak (A4, <) je také tplny svaz.



