Princip indukce

. Oznatme sumu na levé strané L(n) a vyraz Vpravo P(n).
1. Pro n = 1 tvrzen{ ziejmé plati (L(1) = 13 = § = P(1)).
2. Piedpokladejme, ze tvrzeni plati pro n (tj. L(n) = P(n)) a dokazujme, ze poté plati i pro n + 1. Tzn.
chceme ukézat, ze L(n + 1) = P(n + 1).
Poéitejme: L(n + 1) = L(n) + (n + 1)3 = P(n) + (n + 1)3 dle indukéniho piedpokladu. Tedy L(n + 1) =
P(n) + (n+1)% = Z0H0T 4y 4 1)3 = (4 1)2 . 2240FD (4 qy2. 0527 p(p 1),

1 1

. Podobné jako v pfedchozim piikladé:
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ntl  n’+dndn+6 _ ntl  (n+2)(n43) _ (n41)(n+2) _ P(nJr 1)
n+3 n+4 n+3 n+4 n+4

. 1.Pron=2méme L(2) =% P2)=5 - 1=1
2. Piedpokladejme, ze tvrzem’ plati pro n (tj. L(n) > P(n)) a dokazujme ze pote plat{ i pro n+ 1.

_ 1 _ = 1 i _
Lin+1)=L(n) + gz = P(0) + gz = 12 — n—+1 7 % or 212~ = P+ 1),
nebot piedposledni nerovnost plyne z nerovnosti

+2 Z (n+1)

. 1. Pron = 6 mame L(6) = 2% = 64, P(6) = 7% = 49.
2. Ln+1) =271 =2.2" = 2. L(n) > 2-P(n) = 2(n+ 1)2 = 2n? + 4n + 2. Z druhé strany
Pn+1) = (n+2)? = n? 4+ 4n + 4. Protoze n? > 2, mame 2n? + 4n + 2 > n? + 4n + 4 a tedy celkem
Lin+1)>2n+4n+2>n?>+4n+4=P(n+1).

. Oznacme A,, = 1" —|— . Mame ukéazat, ze pokud A; € Z, pak i A,, € Z, pro libovolné n € N. To dokazeme
indukei vzhledem k n

1. Pron =1 mame A; € Z.

Zkusme nynf pomoci A; vypoéitat As: Ay = A2 — 2, tj. Ay € Z.

2. Bud nyni n > 2. Pfedpokldddme, Ze pro viechna k < n plati Ay € Z. Chceme ukézat, ze A, € Z.
Proto se pokusime vyjadfit A, 41 pomoci A pro k < n + 1.

Snadno se presvédéime, ze plati A1 = A1 A, — A,—1. Dle indukéniho predpokladu 41 € Z, A,,_1 € Z a
A, €Z. Protoi Apy1 = A1A, — Ap—1 € Z.

. Indukci vzhledem k poctu vrcholu.

1. Pro n = 3 plati.

2. Necht tvrzeni plati pro n a ukaZme, Ze pak plati i pro n + 1. UvaZujme tedy konvexni (n + 1)-tihelnik
A1 As ... A,y Rozdélme jej nyni thloptickou A; A, na n-thelnik A;As ... A, a trojihelnik A3 A, Ant.
Soucet vnitinich ihli v n-ihelniku A3 As . .. A, je dle indukéniho piedpokladu 7+ (n—2) a soucet vnitinich
dhlt v trojihelniku Ay A, A, 11 je w. Celkem je tedy soucet vnitinich ihlt v (n+1)-thelniku A; As ... Apyq
roven 7 - (n — 1), coz jsme méli dokdzat.

. Dokazeme silnéjsi tvrzeni o nesousednich vrcholech.

1. Pro n = 4 evidentné plati. ( V ptipaddeé n = 3 ”slabs{” tvrzeni téz plati.)

2. Necht mdme (n + 1)-thelnfk A1 Ay ... Ayy1, kde n > 4, a piedpokladdme, Ze tvrzeni plati pro libovolny
k-uhelnik, kde k < n.

Uvazme nékterou sestrojenou thlopiicku v (n+41)-tthelniku A1 As ... A, 41 (pokud tam, zadné neni, tvrzeni
plati). Tato thlopficka, napi. A; A; rozdéli (n+1)-thelnik na dva mnohothelniky s mensim po¢tem vrcholu
kde A;A; je stranou. Ukazeme, Ze v obou existuje vrchol, rizny od A; i A; z néhoz nevychdzi zadna
uhlopticka. Pokud je timto ”mensim” mnohothelnikem trojihelnik, pak je hledanym vrcholem tieti vrchol
(ruzny od A; a A;). Pokud je "mensim” mnohothelnikem k-thelnik, kde 4 < k < n, pak mizeme vyuzit
indukéniho predpokladu. Existuji zde tedy dva nesousedni vrcholy, z nichz nevychdazi zadnd uhlopticka.
Protoze jsou nesousedni, je alespoil jeden z nich rizny od A; i A;. V obou "mensich” mnohothelnicich
jsme nasdli jeden vrchol, z néhoz nevychazi zadna thlopiicka. A tyto dva vrcholy jsou nesousedni, nebot
jsou ”oddeéleny” dhlopiickou A;A;.



8. Oznatme A,, = I™ - cosny. Dle ndvodu mame cosny + cos(n — 2)y = 2cos(n — 1)ycos~y, z ¢ehoz po
pronasobeni [ dostaneme A,, + (% A,_o = 2A,,_1A; pro libovolné n > 2.
1. Pron = 1 plati A; € Z. Déle Ay =243 — 1, tj. Ay € Z.
2. Pron > 2, pokud A, A,,_2, Ap_1 € Z pak dle predchoziho vztahu i A,, € Z.

9. Indukci vzhledem k m - n.
1. Pro 1 x 1 plati.
2. Pokud méme tabulku m x n pak po prvnim rozlomeni dostaneme dvé mensi tabulky, a to bud mq x n,
mg X n, kde m1; + mg = m, nebo m X ni;, m X ng, kde n; + no = n. Pouzitim indukéniho predpokladu
dostaneme celkovy pocet ldméni jako 1+ (mq-n—1) + (ma-n—1) = (m1 +ms) -n — 1 v prvnim piipadé
a podobné m - (ny + ng) — 1 ve druhém piipadé.
Jiné feSeni je zalozeno na myslence, ze kazdé rozlomeni tabulky zvysi pocet kusi o jeden. Na zacatku
mame jeden kus a na konci m - n kusu, proto je pocet laméni m -n — 1. Tvrzeni tedy neni nutné dokazovat
indukci.

Logika a prirozena cisla

1. NapiSme tabulku pravdivostnich hodnot zadanych vyroku.

ABJTAVB]| -A] -A—>B
1] 1 1 0 1
(d) | 1]0 1 0 1
011 1 1 1
00 0 1 0
A|B| AANB || -B| A— —-B —|(A~>ﬂB)
11 1 0 0 1
Mb) [1]0 0 1 1 0
0|1 0 0 1 0
0o 0 1 1 0
A|B|A—«B||A—-B|B—A|(A—B)A(B— A)
11 1 1 1 1
) [1]0 0 0 1 0
011 0 1 0 0
0olo 1 1 1 1
pla|lr || p|~qg| || pPA2g | ~(PA=g) | 2gA-r | 2(pA=g) A(=mg A=) || "PA—g AT
t{1|l1fo]o0]o 0 1 0 0 0
t|{1loflo|o]1 0 1 0 0 0
tlol1) o] 1]o 1 0 0 0 0
(@ [1]o0flo]l o |11 1 0 1 0 0
ol1]1] 1]o0]o0 0 1 0 0 0
ol1|of 1 |o0o]1 0 1 0 0 0
olo|1| 1|1]o0 0 1 0 0 0
olololfl 1|11 0 1 1 1 1

2. Pokud hledame formuli, jejiz sloupec v tabulce pravdivostnich hodnot ma v prvnim fadku 1 a ve zbylych
0, pak snadno nahlédneme, ze takovou formuli je AN BAC.
Podobné, pokud hledame formuli, jejiz sloupec v tabulce pravdivostnich hodnot obsahuje pravé jednu 1
(napf. v Sestém Fddku), pak lze uvazovat konjunkci pfisludnych atomickych vyroku (tj. napt. ~AABA-C).
V naSem piipadeé je ve sloupci hodnota 1 vicekrat, takze jej budeme uvazovat jako disjunkci piislusnych
sloupct s jednou hodnotou 1. Tzn. hledanym vyrokem je napi. (AA BAC)V (mAA B A -C).
7 popsaného je ziejmé, ze takto 1ze postupovat pro libovolny sloupec.



3. (a) Pro C nedava smysl, neb neméme <.
V R plat; takovym z je naptiklad 2.
V Z ani N neplati; napf. pro x = 1, y = 2 takové z neexistuje.

(b) V N neplat{; napf. pro x = 4, y = 1 takové z € N neexistuje.
V R, Ci Z plati; takovym z je vzdy y — x.

(¢) Formule k4, ze existuje nejmens{ prvek z.
Pro C nedéavé smysl.
V N je takovym prvkem 1.
V R a Z neplati. Plat{ zde opak, tj. (Vz)(3z)(—(z < z)). Pro libovolné z je takovym prvkem napf.
z— 1.

(d) Formule iiké, Ze existuje nevétsi spolecny délitel z dvou ¢&isel x,y. To plati v N i Z. (Pozn.: v N je
jednoznaéné urcen; v Z je jednoznacné uréen az na znaménko.)
Formule je pravdiva taktéz i v R i C, protoze zde se navzajem déli vSechna nenulova ¢isla a cokoli
déli nulu. Proto zde 1ze za nevétsiho spoleéného délitele brat 1 nebo 0.

(e) Formule vyjadiuje existenci ”nulového prvku”. Cislo 0 je takové x, a formule je tedy splnéna v C, R
a Z. Neni splnéna v N, kde prvek 0 nenf a zaddny jiny prvek z € N nemtZe spliovat = +y = y, nebot
pro z,y € N mame x +y > y.

4. (a) Fz)Fy)(z < y A (V2)(=(z < 2) V(2 < y)). Odpoved (Fz)(Fy)(z < y A (V2)(z < 2 Vy < 2))
neni zcela spravnd, protoze o relaci < nevime, ze je to "uspofradani podle velikosti” i kdyz v tomto
prikladé jsme ji tak interpretovali.

) CG)By)(vVz)(x + 2 #y)
) (V2)(3z)(—(z < z)). Komentaf viz (a).
(d) G2)By)(vV2)(z fzV 2 fy vV (Bu)(ulz Auly A=(ul2)))
) (V2) Gy +zFyVaetyFy)
)

Nejdiive vytvoirime formuli, kterda o p iké, ze je prvocislo. Dle definice je p prvocislo pravé tehdy,
kdyz neni 1 a ma pouze trividlni délitele (1 a sebe sama). Formuli:

Pru(p) = (p# 1) A (Va)(zlp = (x=1Vz=p)).

Hledand formule tedy je, ze kazdé ¢islo je délitelné prvocislem: (Vy)(Ip)(Prv(p) A ply) tzn. jde o
formuli (Vy)(3p)((p # 1) A (Vo)(zlp = (z =1V z =p)) Aply).

V N to neplati. Cislo 1 neni délitelné prvocislem.

(b) Podobné jako u nejvétsiho spoleéného délitele. (V) (Vy)(3z)(z]z A ylz A (Yu)((z|u A ylu) — z|u)).

6. Implikace (Vx)(Jy) f(z,y) = (Fy)(Vx)f(z,y) neplati; staci vzit piiklad, ktery byl jiz diive: (Va)(Jy)(x <
y) plati napi. v N, ale (Jy)(Vz)(z < y) v N neplati, nebot zde nenf nejvétsi prvek.
Implikace (3y)(¥2) f(z,5) = (¥2)(3y)/(z,y) plati

7. Uvazujme mnozinu M = {a — bz > 0|z € Z}. Vidime, ze M je neprézdné: pro a > 0 volba x = 0 d4
a € M; pro a <0 volba x = —a dé a(1 — b) € M. Vezméme nejmensi prvek a — by v mnoziné M. Takovy
prvek jisté existuje, protoze se jednéd o neprazdnou podmnozinu mnoziny vSech pfirozenych Cisel.

Pokud by b < a — by, odec¢tenim b od obou stran nerovnosti dostaneme 0 < a — b(y + 1), ale protoze
a—bly+1) < a— by jsme ve sporu s tim, ze a — by je nejmensi prvek v M.

Dostéavame tedy, ze 0 < a — by < b a hledand ¢isla jsou g := y, r := a — by.

Zbyvé dokazat jednozna¢nost. Méjme a = bqy + 71 = bga + r2 . Odeétenim dostaneme b(q; — g2) = 192 — 71.
Protoze —b <1y —1r1 <bab|ry =71, madme ro —ry = 0. Konecéné, protoze b # 0, plati ¢ — g2 = 0. Tim
je véta dokazana.



3 Mnozinova algebra a kartézské souciny mnozin

1. (a) ano; (b) ano; (c) ne ; (d) ano; (e) ano; (f) ne ; (g) ano; (h) ne.

2. (a) 2; {{0,01} = {{03,{0}} = {{0}} = {{0},{0,0}} # 0;
(b) 1 pokud A= B = C; 2 pokud A= B # C nebo A =C # B nebo A # B =, 3 jinak;
(¢) 1 pokud A= {B,C}, 2 jinak;
(d) 2 pokud A = () nebo A = {B}, 3 jinak (vzdy {B} # 0).
3. (a) Pro libovolné z plati:
re€(A-(A-B)) <=
r€ANz ¢ (A-—B)
re€AN-(x € ANz ¢ B) <~
r€AN(r ¢ AVr € B) <
(xe ANz g A)V(re ANz € B) <
xr € ANDB;

(b) Pro libovolné z plati:
z€(A-B)U(B—-—A)U(ANB) —
r€(A-B)Veze(B-A)Vze(ANDB) <
(xe ANz ¢ B)V(reBANx¢A)V(re€ANx € B) <
(xeAN(x ¢ BVzeB)V(zxeBAx ¢ A) —
r€AV(reBANr ¢ A) —
(xe AVzeB)AN(r € AVae ¢ A) <~
x € (AU B);

(¢) Pro libovolné z plati:
reA—(BNC)
x€ANz ¢ (BNC) <
r€AN-(xeBAxe()
r€AN(x ¢ BVzr ¢ () <<
(xe ANz ¢B)V(re Anz ¢ () —
r€(A-B)Vze (A-C) =
xre(A-B)U(A-0C);

(d) Po nakresleni diagramu zjistime, ze prvek = by mél byt v danych mnozindch prave tehdy, kdyz je ve
v8ech tfech mnozindch A, B, C nebo pravé v jedné z nich. Tento fakt bychom méli ovéfit formalné.
Pro libovolné x plati:
reEA+(B+C)
z€e(A-—(B=C)U((B+C)—A)] —
re€(A-(B+C)vze(B+C)—A) <
(xe ANz ¢ (B=+C))V(ze(B+=C)Anz ¢ A)

Snadno se ovéfiz ¢ B+ C < (r€BAzeC)V(r¢ BAz¢C).

Podobné z e B+C < (zx€BAx¢C)V(z¢ BArxe D).

Tedy

x€A+-(B+(C) <~

(re ANz ¢ (B+C)V(z¢d ANz e (B+C)) <

(x € ANz € BAz € C)V(x € ANx ¢ BAx ¢ C)V(x ¢ ANz € BAx ¢ C)V(z ¢ ANz ¢ Bhx € C).
Coz je fakt, ktery jsme chtéli ovérit.

Operace + je komutativni, tj. ¢ € X+Y <= z € Y+X.Protox € (A+B)+C < xz € C+(B+A).
Podle ptredchoziho odvozeni mdme z € C + (B + A) <~

(xeChxeBAzx e A)V(reCAx ¢ Bhe ¢ A)V(zx ¢ CAx € BAx ¢ A)V(z ¢ Chx ¢ BAxz € A).
Coz je stejnd podminka jako v predchozim, tj. dostdvame x € A+ (B+C) <= z € C+(B+A) —
xe(A+B)+C.



()

(b)
()

7= Necht AN B C C. Dokazujeme AN (B —C) = 0.

Sporem. Predpoklddejme, ze existuje v € AN(B—C). Paka € ANt € B—C =2 € ANz € BAx ¢
C=2€ ANBAz¢C. Spor s piedpokladem AN B C C.

7<” Bud AN (B - C) = 0. Dokazujeme AN B C C.

Sporem. Necht existuje = takové, ze x € AN B a zdroven x ¢ C. Potom z € A Az € B, a vzhledem
kz ¢ C také x € B—C. Protox € AN (B — C), coz je spor s AN (B —C) = 0.

Bud A C C. Dokézeme ekvivalenci A C B < (C — B) C (C — A).

”=" Nechtf A C B. Ukdzeme, 7e C — B C C — A.

Bud x € C — B libovolny, pak # € CAx ¢ B. Protoze A C B dostdvdmeixz ¢ A. Tedy x € CAx ¢ A,
tj. x € C — A.

”«<” Necht C — B C C — A. Ukazeme, 7e A C B.

Sporem. Piedpoklddejme, ze existuje z € A takovy, ze x ¢ B. Protoze A C C, médme z € C a tedy i
x € C' — B. Odtud (vzhledem k piedpokladu C — B C C' — A) dostaneme z € C — A, coZ je spor s
predpokladem = € A.

Ano.

Pro libovolné x plati:
x€e€AN(B-C) <
reANzeB-C =
r€ANrEBANr ¢(C —
xr€ANBAz ¢ C —
ze(ANB)-C.

Ne. Staci vzit A = B = C neprézdnou mnozinu, napt. A = B=C = {1}.
Ne. Staci vzit A =0, B=C = {1}.

5. (a) Prunik prazdného systému se obvykle nedefinuje. Nékdy se lze setkat s definici, kde prunik je vybrén
ze sjednoceni a tudiz roven prézdné mnoziné. Nékdy se definuje jako trida vsech mnozin. (Pozor, zde
pouzity pojem tiida jsme nedefinovali a nelze jej zameénit slovem mnozina, protoze mnozina vSech mnozin
neexistuje.);

v (b) -~ (d);
A v (e).

6.

(a)

Pro libovolné x plati:
zEAmUie[Bi <

re ANz € ;e Bi =
xe€AN(Fiel)(x € B;) —
(Fiel)x e ANz € B;) <
(Fiel)(x e ANB;) —

T e UieI(AmBi);

Pro libovolné x plati:
xeAUﬂieIBi <~
reAVr e B —
x€e AV Viel)(x € B;) —
Viel)(x € AV € B;) <
(Viel)(x € AUB;) <

z € Nier (AU B);

Pro libovolné x plati:
r€A—ie; Bi <=

rec ANz & (e Bi —
r€ANA(x €Ny Bi) =
re€AN-(Viel)(z € B,;)) —
r€AN(Fiel)(x ¢ B;) <
(Fiel)lx e ANz ¢ B;) <



(Fiel)x e A-B) =

z € Uies (A — Bi);

”?C” Pro libovolné x plati:

:L'EUie[(Bi+C'> S

(Hzel)(ﬂgej)(xeB Cj) =

(FielEFje J)((x € B; /\x¢CJ) (x¢ Binz € Cj) =
(FelhFjeJ)((zeB;VeeCj)AN(x ¢ BiVa ¢ Cj)) =
(z € Uier BUUJGJ )N (@ ¢ Nier 1ﬁﬂjeJC’j) =
ze U (BiU )AMZ N (B:iNC)) =

el el
JjeJ jeJ
RS U(BiUCj)— ﬂ(BiﬂCj).
1€l el
jeJ jed
77 Necht z € U (Bz @] Cj> — ﬂ (BZ n Cj), tedy x € U (BZ @] C]) ANx ¢ ﬂ (BZ N Cj>
el el el el
JjeJ jeJ jeJ JjeJ

Zvolme iy € I, jo € J pevné (to lze nebot I # () # J). Pokud = € B;, = C}, pak € Uiecr (B; + Cj).
j€J

Predpoklddejme tedy, ze x ¢ B;, + Cj,. Tudiz bud = ¢ B;, U C}, nebo x € B;, N C},. Rozlisme tyto
dvé moznosti.
V prvnim piipadé vime, ze € |J (B; UC};) a tedy bud existuje i € I takové, ze z € B;, potom
i€l
jer
ovéem x € B; + C},, nebo existuje j € J takové, ze x € Cj, potom oviem = € B;, = C;. Vzdy tedy
S UiEI (BZ - Cj).
jeJ

V druhém piipadé, tj. x € B;, N Cj,, vime, ze z ¢ () (B; N C;). Tedy bud existuje i € I takové, ze
el
jes
x ¢ B;, potom ovsem z € B;+C),, nebo existuje j € J takové, ze ¢ C;, potom oviem x € B, +Cj.
Ve vsech piipadech jsme tedy dostali « € (Jicr (B; + C;) a inkluze je dokédzéna.
jeJ

7. Pokud je I jednoprvkové obé tvrzeni ziejmé plati. Necht déle I obsahuje aspoil dva prvky.

(a)

Plati.
Necht 2 € ();c;(A + B;). Pak pro kazdé i € I plati € A+ B;, tzn. bud z € ANz ¢ B; nebo
r g€ ANx € B Rozlisime dva pifpady » € A a x ¢ A a v obou ukazeme, ze v € A +(,c; Bi

Necht nejdifve z € A. Pak podle piedchoztho x ¢ B; (pro libovolné i € I), protoze druhd moZnost
(z ¢ ANz € B;) nemuze nastat. Tedy x € ANz & (),c; Bi. Odtud z € A + ﬂzel

Ptedpoklddejme nyni, ze © ¢ A. Pak podle pifedchoziho x € B; pro libovolné i € I (opét moznost
(r € ANz ¢ B;) nemuze nastat) a tedy © ¢ AAx € [);c; B;. Odtud opét x € A+

Neplati.

Staci vzit j € I pevné a uvazit A = B; # 0, =
A+e; Bi = A, plicemz A+ Bj =0 a tedy ﬂlel( BZ
jsme skutecné v tomto pripadé vyuz1h

A C {{0}, {{0}}}.

Zduvodnéni: pokud ) € A pak ) ¢ A—{0}, ale D € An{0, {0}, {{0}}} coz je spor a tedy ) ¢ A. Proto
je levd strana rovnosti rovna A a pravd strana je rovna AN{{0}, {{0}}}. Rovnost A = AN{{0}, {{0}}}
je ekvivalentni s A C {{0}, {{0}}}.

A={{0}} nebo A = {0,{0}}.

Zduvodnéni: nutné A C {0, {0}}. Pokud {0} ¢ A pak [JA =0, tzn. AUJA = A C {0}, tj. rovnost
neplati. Tedy A = {{0}} nebo A = {0,{0}} a v obou ptipadech se snadno ovéif zadand rovnost.

10 feseni. Oznaéme @ = 0,b = {0}. Potom nutné A C P({a,b}) = {0, {a},{b},{a,b}}, tj. A €
P(P({a,b})). Potet prvka mnoziny P(P({a,b})) je 16, ne kazdy mé vsak pozadovanou vlasnost,
napi. A ={0,{a}} ji nemd (A =0, A = {0} také ne). Piesngji: pokud {a,b} € A, pak |JA = {a,b}
coz d4 8 feSenf; pokud {a, b} € A, pak {a},{b} € A coz d4 2 TeSeni.

zEI

0 p 04 # j. Potom ,c; B;i = 0 a tedy
) = 0. Uvédomme si, ze predpoklad I # {j}



(d)

systémy sestavajici z jedné mnoziny.

Zduvodnéni: Pro A = ) neni (] A definovéno. Pro A jednoprvkovy systém A = {B} mdme |JA =
B = ﬂA Pro By, Bs € A, By # By méame ﬂA C BiNBy C B1UBy C UA, kdev B1NBy C B1UBsy
nemiuze nastat rovnost, kterd by musela platit v piipade, ze (A = | A.

A={BU{0}} nebo A={B,BU{D}}, kde 0 ¢ B.

Zduvodnéni: A = () nem4 smysl.

Pokud A = {C} je jednoprvkovy systém, pak |JA =C, (NA)U {0} = CuU{0}. Odtud C =C U {0}
a tedy 0 € C. Celkem A = {B U {0}}.

Necht A je aspoii dvouprvkovy systém. Prvek () ndlezi do mnoZiny na pravé strané rovnosti a tedy i
0 € |JA. Proto existuje C € A, tak ze ) € C. Nyni C C|JA = (N A4) U{0d} C C a proto dostdviame
C = |JA. Je-li nyni B libovolny prvek mnoziny A riuzny od C, pak vidime, ze B C |JA = C. Déle
NAC Batedy C = (NA) U{0} € BU{0}. Vlastnosti B C C, B # C, C C B U {0} urcuji
mnozinu B jednoznaé¢ng, totiz B = C' — {0}, C = BU{0}. To znamen4, 7e existuje pravé jeden prvek
v mnoziné A riuzny od C, totiz popsand mnozina B jez neobsahuje prvek ().

9. Uvédomme si, Ze mnozina A, je mnozina ¢&isel, kterd maji v rozkladu na prvocinitele prvocislo p.

10.

11.

(a)

(b)
()

(a)

”C” Ziejmeé pro libovolné prvocislo p plati A, C N — {1} a tedy plati i Upel A, CN—-{1}.
?D” Libovolné prirozené ¢islo n, které je rﬁzné od 1, je délitelné néjakym prvocislem p a proton € A4,
pro toto prvoéislo p. Odtud N — {1} C |

Sporem. Necht z € ﬂpe 1 Ap. Prvocisel je nekone¢né mnoho, proto existuje prvocislo ¢ > z. Vidime,
ze x ¢ Ag, coZ je spor s coz je spor s pfedpokladem z € ()

pEI

pEI
Bud' J nepréazdnd, koneénd podmnozina I. Tj. J = {pi,, Piy,- - - ,pik}. Potom n = p;, - iy -+ i, €

m;DEJ A:D'

”C” Necht 2 € A x (BUC), pak x = (y,2), kdey € A,z € BUC. Proto z € BV z € C. Tudiz
(y,2) EAX BV (y,z) € Ax C. Odtud z = (y,2) € (Ax B)U (4 x C).

72" Necht z € (Ax B)U(A x C). Potomz € Ax BVx € AxC, tedy z = (a,b), kde a € A,
b € B, nebo x = (k,l), kde k € A, I € C. Protoze b€ BUC al € BUC v obou pifipadech méme
r€Ax (BUC).

"C” Necht x € (A— B) x C, pak z = (y,2), kde y € A— B,z € C. Protoy € AAy ¢ B. Odtud
(y,2) € Ax C ale (y,z) ¢ Bx C. Celkem tedy = = (y,2) € (A x C) — (B x ().

72" Necht z € (Ax C)— (Bx (). Potomz € (AxC)Az ¢ (BxC). Tedy x = (y,2), kde
y€ A,z € C.Pokud by y € B, pak = (y, 2) € (B x (), coz je spor, a tedy y ¢ B. Protoy € A— B
atedy z = (y,2) € (A— B) x C.

?C” Necht © € A x J;c; Ais pak @ = (y,2), kde y € A,z € J
z € Ajaprotoxr = (y,z) € Ax A;. Odtud = € J;c;(A x 4;).
72" Necht = € (J;c;(A x A;). Potom existuje j € I takové, ze € A x Aj. Tudiz x = (y, 2), kde
ye A zeA; Odtud z € J;c; Ai acelkem z = (y,2) € A x ;¢ Ai-

Sporem. Necht AN B =0 abud z € (Ax B)N(B x A). Potom z € (A x B) Az € (B x A). Proto
x = (a,b), kde a € A,b € B a zéroven z = (y,z2), kde y € B,z € A. Protoze z = (a,b) = (y, 2)

dostdvéame a = y (a b = z). Ovéem a € A, y € B a tedy a € AN B, coz je spor s piedpokladem
ANB=0.

e Ai Existuje tedy j € I takové, ze

Inkluze neni splnéna nikdy.

Ziejmé () € P(A — B), ale protoze ) € P(A) a O € P(B) tak 0 ¢ P(A) — P(B).
1. Pokud A C B potom P(A) C P(B), tedy P(A) — ( )=0C P(A-B).
2. Pokud AN B =0 potom A — B = A atedy P(A) — P(B) C P(A) = P(A— B).

3. V ostatnich pripadech neplati.

Podminka A € B znamen4 existenci prvku @ € A, a ¢ B. Podminka A N B # () znamen4 existenci
prvku b € A, b € B. Nyni {a,b} £ A— B nebot b ¢ A— B. Na druhou stranu {a,b} C A, {a,b} B
a tedy {a,b} € P(A), {a,b} ¢ P(B), celkem {a,b} € P(A) — P(B).



(¢c) ProI =0, (;c; Ai neni definovan. (Kdybychom definovali prinik prazdného systému jako (), potom
Nicr Ai =0, P(N;er Ai) = {0}, N;er P(Ai) = 0 a rovnost neplati.)

Pokud I # (), pak rovnost plati. Dikaz:

Pro libovolné X plati:

X €, P(Ai) =
Vie)(X e P(4)) <
X C ﬂiGI Az —

X e P(Ner Ai)-

(d) Pokud I =0, potom J;c; Ai =0, P(U,c; Ai) = {0}, U;c; P(Ai) = 0 a rovnost neplati.
Pfedpoklddejme, ze rovnost plati a oznacme A = |J,c; Ai. Protoze A € P(A) dostdvame A €
U,er P(A;). Existuje tedy j € I tak, ze A € P(A;). Tzn. pro libovolné i € T plati A; C (J;c; Ai =
AC A,

Naopak, pokud existuje j € I tak, ze pro libovolné ¢ € I plati A; C A;, pak zfejmeé P(A;) C P(4;)
a tedy U;e; P(Ai) = P(4;); na druhou stranu  J;.; A; = A; a tedy rovnost plati.

Ukézali jsme, ze rovnost plati pro systémy, které splnuji podminku (35 € I)(Vi € I)(4; C Aj).
Poznamenejme, ze tato podminka zahrnuje i ptipad jednoprvkové mnoziny 1.

Zobrazeni

. Existuje 8 zobrazeni f: A — B a 9 zobrazeni g : B — A.

f)=f2)=f(3)=a gla) =g(i) =1

fA)=/f2)=f(3)=1 gla) =g(i) =2

f(1) = f(2) = a, f(3)=1; surjekce gla) =g(i) =3

f(1) = f(3) = a, f(2) =1i; surjekee g(a) =1, g(i) = 2; injekce

f(2) = f(3) =a, f(1) =i; surjekee g(a) =1, g(i) = 3; injekce

f(1) = f(2) =1, f(3) = a; surjekce g(a) =2, g(i) = 3; injekce

f(1) = f(3) =1, f(2) = a; surjekce g(a) =2, g(i) = 1; injekce

f(2)= f(3) =1, f(1) = a; surjekce g(a) =3, g(i) = 1; injekce
g(a) = 3, g(i) = 2; injekce

. Pocet vsech zobrazeni je b*.

Injektivni zobrazeni existuje pravé tehdy, kdyz a < b.
Surjektivni zobrazeni existuje pravé tehdy, kdyz a > b.
Bijektivni zobrazeni existuje pravé tehdy, kdyz a = b.

. Pro n-prvkovou mnozinu A ma mnozina {0, 1}4 pravé 2" prvki a mnozina A x A ma n? prvki. Pron > 6
plati 2" > (n + 1)? > n? dle piikladu z kapitoly o indukci. Taktéz pro n = 1,5 je 2" > n?. My vsak
chceme, aby 2" < n? a tedy v (a) je odpovéd n € {2,3,4}.
V pitkladé (b) chceme, aby n? > n™ coz plat{ pouze pro n € {1,2}.
Zv145t je tieba diskutovat pfipad A = (. Existuje praveé jedno zobrazeni z mnoziny () do mnoziny {0, 1}.
Neexistuje tedy injektivni zobrazeni z jendoprvkové mnoziny {0,1}? na mnozinu ¢ x ¢ = §. Dale existuje
pravé jedno zobrazeni z mnoziny () do mnoZziny () a neexistuje surjektivni zobrazeni z § x ) = 0 na
jendoprvkovou mnozinu @°.
) Napi. (3b € B)(3a € A)(f(a) =b).
) Napi. A ={1,2}, B={a}.
) Neni zobrazeni; f(2) = |2| ¢]0,1[.
b) Neni zobrazeni; f(0) nen{ uréeno jednoznacéné.

) Je zobrazeni, surjekce, nenf injekee; f(3) = f(0).

) Je zobrazeni, injekce, neni surjekce; 1 ¢ Im(f).

)

Je zobrazeni, neni injekce ani surjekce; f(0) = f(2), 3 ¢ Im(f).



(f)
(2)
(h)
(i)

Neni zobrazen{; f(2) nen{ ur¢eno jednoznacné.
Je zobrazeni, nen{ injekce ani surjekee; f((1,3)) = f((3,1)), 0 ¢ Im(f).
Nen{ zobrazenf; f(Z) neni uréeno (obecnéji nenf uréeno f(A) pro A nekonetnou mnozinu).

Nen{ zobrazenf; f(0) neni urceno.

6. Naptiklad, je-li a = 4 A b = 0, jde o injektivni zobrazeni, je-li a = 1 A b = 0, jde o surjektivni zobrazeni.
(Obecné pro |a|] > 2 je f injekee; pro a € {£1, 42} je f surjekce.)

T fog@)=2w+1, fl @) =5+2 g @) =% -5, gof =21, fog =% -1 gofl=20+7
Pfi nahrazen{ mnoziny R mnozinou Z se vysledné predpisy nezmén{, pouze zobrzeni g=! (a tedy i fog™1!)
nebude existovat.

8. (a)

Injektivita:
Dokazeme, ze f((z1,y1)) = f((z2,92)) = (71,y1) = (v2,y2); tj.

207 2y — 1) =277 2y2 — 1) = (21, 11) = (22, 92).

Z jednoznaéného rozkladu na prvocinitele mame (vzhledem k tomu, Ze 2*~! je mocnina 2 a 2y — 1 je
liché &islo)

2717 2y — 1) = 2727 2y — 1) = 2707 = 27271 9y 1 =2y, — 1.
Odtud z1 = x3, y1 = Y2, coz jsme méli ukazat.
Surjektivita:
Doké4zeme, Ze pro kazdé n € N existuje dvojice (z,y) € N x N tak, ze n = 2°71(2y — 1).
1=2%(2-1-1), tedy f((1,1)) =1
Libovolné ptirozené &islo n (dle jednoznacnosti rozkladu na prvocinitele) lze zapsat ve tvaru n = 2% -1,
kde k € Ny, [ € N liché. Potom f((k + 1,42)) = n, pricemz (k + 1,41) € Nx N.
Inverze: Dle druhé éésti dikazu f~! :
mathbbN — N x N je ddno predpisem f~1(n) = (k+ 1, ’;,J{—ff), kde k € N je nejvetsi ¢islo s vliastnosti
2F|n.
Injektivita:
Dokézeme, ze f(x1) = f(x2) = x1 = x9; tj.

r1 —a To — Q

b— = b— 2 = I = T9.

Pokud jsou zlomky nalevo rovny, pak prondsobenim a tpravou dostaneme (a — b)x; = (a — b)xa, coz
vzhledem k a < b davéa pozadované.

Surjektivita:

Dokézeme, 7Ze pro kazdé y € R existuje x €]a,b| tak, 7e y = 7==. Toto = najdeme tak, Ze vztah
y = 7= prondsobime b — z, dostaneme tak yb —yr = x — a odkud vyjaddifme x. Hledané x je tedy

_yb+ta
14y

(vzhledem k y € R lze provést déleni kladnym &islem y + 1 a z je realné ¢flso) a snadno se ovéri, ze
opravdu f(z) = y. Zbyva ovéfit, ze z €la, b[:
b yb+b  yb+a  ya+ta

14y 14y 1+y

yb+a

Inverze: Dle druhé ¢4sti dikazu f~! : RT —]a,b[ je ddno predpisem f~1(y) = Eont

9. Spocitame kompozice:
1. (go f)(x) = g(f(x)) = g((=1)*[5]). Pro prehlednost rozlisme dva piipady: = sudé nebo liché.
Pro x sudé, tj. = 2a, kde a € N, mdme [ 5] = a. Proto (go f)(z) = g((=1)2%) = g(a) = 2|a — i| + % =
2-H+Li=2a=2

4 2



10.

11.

12.

13.

14.

Pro z liché, tj = 2a+1, kde a € Ny, mdme [£] = a. Proto (go f)(z) = g((=1)**Tta) = g(—a) =
2l —a—3+4=2(a+ )Jr% =2a+ 1 =x. V obou piipadech tedy (g o f)(z) =z a proto g o f = idy.
2. (fog)ly) = f(g(y) f(2ly — 1|+ 3). Pro piehlednost rozlisme dva pifpady: y > 1 nebo y < 0.

il +3 =2y atedy (fog)(y) = f(2y) = (1> ] =v.
+3=2y+latedy (fog)ly) = f(-2y+1) = (-1)~ " [HH] =
= y. V obou piipadech tedy (f o g)(y) = y a proto f o g = idy.

Pro y > 1, mdme 2|y —
Pro y < 0, mdme 2|y

1
1
- 7l
(Dl + 3= (1) ()
Injektivita. Dokézeme, ze f(X) = f(Y) = X =Y. Plat{
f(X)=(XNAXnB), fY)=(YNAYNB),

tj.pro X, Y C AUBplati XNA=YNA A XNB =YNB. Odtud X = Y; skuteéné, pokud x € X C AUB,
pak bud x € A nebo x € B, proto v prvnim pifpadé € XNA=YNA = z €Y a podobné v druhém
piipadcz €e XNB=YNB = z €Y, tzn. X CY a pro opacnou inkluzi sta¢i zaménit X a Y.
Surjektivita:

Dokéazeme, ze pro kazdé dvé mnoziny A; C A, By C B existuje mnozina X C AU B takovd,ze f(X) =
(Al,Bl). Staci pOlOZit X = A1 U Bl. Kontrola: f(A1 U Bl) = ((Al U Bl) N A, (Al U Bl) N B) = ((Al n
A)U(B1NA),(AiNnB)U(B1NB))= (A1 U0,0U By) = (A1, By). Vyuzili jsme piedpoklad, ze A, B jsou
disjunktni a tedy BiNA=01A; N B = 0.

Zobrazeni inverzni k f:

f~t: P(A)x P(B) — P(AUB), f '(A1,B))=AUB; .

Tedy f(B) = ¢p, kde pp: A — {0,1}, pp(xr) =1 < z € B.

Injektivita: Dokdzeme, ze f(B) = f(C) = B = C, kde B,C C A. Rovnost f(B) = f(C) znamen4, ze
mnozindm B a C je pfifazena stejnd charakteristickd funkce ¢ = o : A — {0, 1}, pficemz z definice
charakteristické funkce plyne, ze v € B <= ¢p(z) =1 <= pc(x) =1 <= € C. Tedy B=C.
Surjektivita: Dokdzeme, ze pro kazdé zobrazeni ¢ : A — {0,1} existuje B C A tak, ze f(B) = ¢. Pro
zobrazeni ¢ je hledanou mnozinou B = {z € Alp(z) = 1}.

Bud f:P(AUB) — P(A) x P(B) z piikladu 10. Déle znacme W 4 : P(A) — {0,1}4 pfifezeni charakte-
ristické funkce. A konectné p; : P(A) x P(B) — P(A), p2 : P(A) x P(B) — P(B) projekce.
Pak hleddme F : {0,1}4Y5 — {0,1}4 x {0,1}” odpovidajici zobrazeni f. Tj.

F(p)=(Taopiofolyls(p), Upopofolyl ().

Tedypro ¢: AUB — {0,1}je U s(p) ={z € AUB | p(z) =1}, ddle pro fo Ul p(p) ={z € AUB |
pz)=1}NA={z € A|p(x)=1}. Odtud ¥4 o0p;o fo¥ ! 1(p) = ¢|a a stejné pro druhou soufadnici
vyjde ¢|p. Celkem F(¢) = (¢|a, ¢|B)-

Zobecnénim dostadvame zobrazeni F : CAYE — CA x CB| F(p) = (p|a, p|B) viz skripta prof. Rosického.

Injektivita:

Dokéazeme, ze f(x1) = f(xr2) = x1 = x2 pro libovolné dva prvky z1,x2 € A.

Pokud na prvek f(z1) = f(x2) aplikujeme zobrazeni f*~! dostaneme f™(x1) = f™(z2), tedy ida(x;) =
ida(x2). Protoze ida(x1) = x1 a ida(x2) = x9, injektivita je dokdzdna.

Surjektivita:

Dokéazeme, ze pro libovolné a € A existuje b € A tak, ze f(b) = a.

Hledanym prvkem je b = f"~1(a).

(a) 1. pokud f a g jsou injektivni, pak go f je injektivni.
Dikaz: Necht z,y € A jsou takovd, ze (go f)(x) = (g o f)(y). Odtud g(f(x)) = g(f(y)) a protoze g
je injektivni, mame f(x) = f(y). Odtud z injektivity f plyne x =y a zobrazeni g o f je injektivni.
2. pokud g o f je injektivni, pak f je injektivni.
Ditkaz: Necht x,y € A jsou takovd, ze f(z) = f(y). Pak aplikaci g dostaneme g(f(x)) = g(f(v)),
tedy (go f)(z) = (go f)(y). Z injektivity g o f tedy plyne x = y.
Pozn: g nemusi byt injektivni, viz napi. A = {1}, B = N,C = A4; f(1) = 1, g(z) = 1 pro vsechna
x eN.
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15.

16.

(b)

(b)

1. pokud f a g jsou surjektivni, pak g o f je surjektivni.

Dikaz: Necht ¢ € C libovolny. Pak existuje b € B takové, Ze g(b) = ¢, protoze g je surjektivni. Pro toto
b € B pak existuje a € A takové, ze f(a) = b (f je surjektivni). Celkem (go f)(a) = g(f(a)) = g(b) = ¢
a zobrazeni g o f je surjektivni.

2. pokud g o f je surjektivni, pak g je surjektivni.

Dikaz: Necht ¢ € C libovolny. Pak existuje a € A takové, Ze (go f)(a) = ¢, nebot go f je surjektivni.
Tedy g(f(a)) = ¢ a zobrazeni g je surjektivni, protoze prvek f(a) € B je vzor prvku c.

Pozn: f nemusi byt surjektivni, viz protipiiklad z fesen{ ¢ésti (a).

=>: Mnozina A je neprazdnd, oznacme tedy néjaky jeji prvek a € A. Zobrazeni f je injektivni, tj. pro
kazdé b € I'm(f) existuje praveé jedno x € A s vlastnosti f(x) = b. Proto nésledujici piedpis korektné
definuje zobrazeni:

b¢ Im(f)

9(b):{ v be Im(f), fx) =b.

Snadno se vidi, ze skuteéné go f =id 4.
<=:id4 je injektivni a tedy f je injektivni dle pfedchoziho piikladu ¢ast (a).

g:B— A,

=>: Zobrazeni f je surjektivni, tj. pro kazdé b € B existuje € A s vlastnost{ f(z) = b. Pro kazdé
b € B oznat¢me néktery prvek s touto vlastnosti x,. Muzeme definovat zobrazeni h: B — A, h(b) =
Tp. Pak f oh= idB.

<=: Opét pouzitim predchoziho piikladu ¢dst (b).

Napiiklad g = f. Zde nejsou tieba predpoklady (tj. f muze byt i identita.

Protoze f neni identita, existuje prvek a € A s vlastnosti f(a) # a. Definujme nyn{ zobrazeni h :
A — A piedpisem h(z) = a. Potom (ho f)(z) = h(f(z)) = a avsak (f o h)(z) = f(h(z)) = f(a) # a,
tudiz foh # ho f.

17. Staci dokdzat, ze pokud f je bijekce, potom F' je bijekce. (Vyrok A = B je ekvivalentni s vyrokem

—A veeB.)
Necht tedy f je bijekce, tj. existuje f~! : B — A. Definujme zobrazeni G : B¢ — A® vztahem G(¢) =
f~! o ¢. Snadno se ovéii, ze F a G jsou vzajemné inverzni zobrazeni.

5 Relace na mnoziné, ekvivalence a rozklady mnozin

1. Relace na {0,1}: (pozor, znaceni (a) — (p) neodpovidd bodim (a) — (f) v zadani, ted (a) — (p) jsou

jednotlivé relace.)

(prdzdnd relace) — sym., tranz., antisym.;
,0)} sym., tranz., antisym.;

} sym., tranz., antisym.;

} tranz., antisym.;

} tranz., antisym.;

1,1)} reflex., sym., tranz., antisym.;
} tranz., antisym.;

} tranz., antisym.;

} tranz., antisym.;

, (0, 1)} reflex., tranz., antisym.;

(0,0
(1,1
(0,1
(1,0
(0,0
(0,0
(0,0
(1,1
(1,1
(0,1
(0,0
(0,0 ,(1,0)} reflex., tranz., antisym.;
(0,0

)
)
)
)
), (0,1)
) (1,0)
), (0,1)
), (1,0)} tranz., antisym.;
), (1,0)
), (1, 1)
), (1,1)
),(0,1)

»(1,0)} sym.;
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(0) {(1,1),(0,1),(1,0)} sym.;
(p) {(0,0),(1,1),(0,1),(1,0)} reflex., sym., tranz.

Odpovédi na otazky tedy jsou:

(a) 4 reflexivni relace. Kazd4 reflexivni relace musi obsahovat dvojice (0,0) a (1,1). Pro zbylé dva prvky
(1,0) (0,1) mdme na vybér zda je do relace ddme ¢i nikoli.

(b) 8 symetrickych relaci. Kazdd symetrickd relace obsahujici dvojici (1,0) obsahuje i dvojici (0,1) a
naopak. Proto (0,0) mdme dvé moznosti, bud’ ji do relace d4t ¢i nikoli, taktéz pro dvojici (1,1) a pro
dvojice (1,0) a (0,1) ddme do relace bud obé nebo ani jednu. Tzn. mame 2 - 2 - 2 moznosti.

(¢) tranzitivni jsou viechny kromeé t¥{ relaci. Relace které nejsou tranzitivni{ musi obsahovat dvojice (0, 1)
a (1,0), ale neobsahuji bud (0, 0) nebo (1,1) nebo obé tyto dvojice. Jsou tedy opravdu 3.

(d) Relace ekvivalence jsou dvé. Podle ¢ésti (a) musi obsahovat (0,0) i (1,1) a podle ¢ésti (b) obsahuje
bud’ obé dvojice (1,0) a (0,1) nebo ani jednu dvojici.

(e) Je jich 5, coz plyne z rozboru v ¢dstech (b) a (c).

(f) Jsou 4. Podle (b) takové relace obsahuji bud obé dvojice (1,0) a (0,1) nebo ani jednu dvojici.
Antisymetrie znamend, ze nesmi obsahovat obé. Tedy neobsahuje ani (0,1) ani (1,0). Takové relace
jsou opravdu 4.

Relace na {0}:
prazdna relace — sym., tranz., antisym.;
{(0,0)} — reflex., sym., tranz., antisym.

Relace na §:
prazdna relace — reflex., sym., tranz., antisym.

2. Relace ekvivalence na mnoziné A = {1,2,3}:

{(1,1),(1,2),(2,2),(2,1),(3,3)};
{(1,1),(1,3),(2,2),(3,1),(3,3)};
(d {(1’ 1), (2’ 2), (2’ 3), (3’ 2), (37 3)}?

sU{(n,n +2) | n € N}, nebot to neni tranzitivni relace. Nejmens{ relace (vzhledem k inkluzi) s
pozadovanou vlastnosti je relace R..

(c) napi: R = R. nebo R = {(a,b) € Nx N | a # b}. Pozn: nikoli R< = {(a,b) € N x N | a < b}, nebot
R< o R< = R<. Vsimnéme si, ze Rc o R« = {(a,b) e NxN|b—a > 1}.

(d) napfi: zobrazeni dané pfedpisem f(n) = 1 nebo zobrazeni dané predpisem f(n) = 2n. Pozn: nikoli
relace s~1, kterd nen{ zobrazenim (1 nic nepiifazuje).

(e) napi: R ={(n,1) | n e N} U{(2,3)}.
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5. (a) sym., tranz.; (neni reflexivni, protoze napiiklad (2,2) ¢ p; nenf antisymetrickd — (1,3) € p, (3,1) €
p);

(b) sym.; (nenf reflexivni — (2,2) ¢ p; neni tranzitivni — (2,1) € p, (1,4) € p, (2,4) ¢ p; neni antisyme-
trickd — (2,3) € p,(3,2) € p );

(c) reflex., antisym.; (nen{ symetrickd — (1,2) € p, (2,1) ¢ p; neni tranzitivni — (1,2) € p, (2,4) €
p, (1,4) & p);

(d) reflex., sym. (neni antisymetrickd — (1,4) € p,(4,1) € p; neni tranzitivni — (1,4) € p,(4,7) €
p,(4,7) & p).

6. (a

(b

(c

(d

(e

(f

(8

7. (a

(b

(c

(d

M/p = {{1,10},{2,11,20}, {3,12}, {4, 13}, {5, 14}, {6,15}, {7, 16}, {8, 17}, {9, 18}, {19} }.

Sym.;
tranz., antisym.;
antisym.;

tranz., antisym.;

wn

Y.

reflex., tranz.

o)1

)

)

)

)

)

) reflex., sym., tranz.;
)

) sym.;

) tranz., je-li A jednoprvkové: reflex., sym., tranz.;
) sym., je-li A jednoprvkové: sym., tranz. antisym.;
)

reflex., sym., tranz. je-li A jednoprvkova: reflex., sym., tranz., antisym.

8.
9.

(
10. (
(

téz psat Z\p = {Rrlk €e No} U{{-1}};
(d) Z\p={S,L}, S, resp. L, je mnozina vsech sudych, resp. lichych, celych ¢isel. Tj. Z\p = Zs.

11 (Z— {0)\p = {Z*,2" ).
12. (a) R x R\p je mnozina vsech ptimek rovnobéznych s osou y;
ti. RxR\p={P, |r € R}, P, = {(r,y) | y € R}.

(b) R x R\p je mnozina vSech navzdjem rovnobéznych piimek tvaru y = 2x 4 r, kde r je libovolné redlné
cislo; Rx R\p={P. |reR}, P, ={(z,2x +r) | x € R}.

(¢) RxR\p je mnozina soustfednych kruznic se stifedem v poc¢atku, véetné pocatku (ktery zde lze chdpat
jako kruznici s nulovym polomérem);

RxR\p={K, |r € Ri }, K, = {(#,9) | 5,y € R,z +y? = 12},

(d) R x R\p je mnozina v8ech kruznic se sttedem v bodé S = (—%, —%) vcetné kruznice s polomérem 0,
tj. bodem S;
RxR\p= (K, |r € R{}, K, = {(x,y) | 2.y € R, (z + ) + (y + })? = r2}.

13. (a) Jp={(z,y) e RxR | |z] = ly]}, R\Jy ={R; | i € Z}, kde R; =< 4,7+ 1);
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(b) Jp ={(z,y) ERxR||z| = |yl}, R\J; = {Ra | a € Rg }, kde R, = {a,—a};
(c) Jp={(z,y) € ZxZ |z =y(mod n)}, Z\J; = Zy;

@ Jr = {@y) € ZxZ | |2] = |4} Z\y = {Ri | i € Zh kde R, = {a € Z | |2] = i} =
{ni,ni+1,ni+2,.,ni+n—1}.

14. Ukéazeme, ze pokud (x,y) € RN S potom téz (y,x) € RN S.

15.

16.

17.

Necht (z,y) € RN S, potom (z,y) € RA (z,y) € S. Protoze R i S jsou podle predpokladu symetrické
relace, dostdvdme (y,x) € RA (y,z) € S. Odtud (y,z) € RN S.

(a) Ano. Ukdzeme, ze (z,2) € Ro S pro libovolné x € A.
Pro libovolné z € A mdme (z,x) € RA(z,z) € S, protoze R 1S jsou reflexivni. Odtud podle definice
skldddni relaci dostaneme (x,z) € Ro S.

(b) Ne. Napi. pro A = {a,b} jsou relace R = {(a,b),(b,a)},S = {(a,a)} symetrické, oviem relace
Ro S ={(a,b)} symetrickd neni.

(¢) Ne. Napfi. pro A = {a,b,c} jsou relace R = {(a,b), (¢,c)}, S = {(a,a), (b,c)} tranzitivni, oviem relace
Ro S ={(a,b), (b, c)} tranzitivni neni.

(a) Proa,b € A:
(a,b) € (R7Y)™! = (b,a) e R7! < (a,b) € R.

(b) Proa€ A, z € D:
Jednak (a,z) € To(SoR) < (Fy € C)((a,y) € SoRA(y,2) €T) < (Jy € C)(Fb € B)((a,b) €
RA(byy) € SA(y,z) €T).
Déle (a,z) € (ToS)oR <= (Fbe B)((a,b) e RA(b,z) €T 0S) <= (Ibe B)(Jy € C)((a,d) €
RA(b,y) € SA(y,z) € T) arovnost tudiz plati.

(c) Proye A,z € C:
(r,y) € (SoR)™! = (y,7) € SoR <= (32€ B)((y,2) € RA(z,2) € S) <= (3z € B)((x,2) €
STIAN(z,y) € R7Y) = (z,y) e R"1oS™L.

(d) Proze A, yeC:
(z,y) € So(RiURy) < (3z € B)((z,2) € RiURs A (z,y) € S) < [(3z € B)((z,2) €
RiN(z,y) € S)V(3z e B)((z,2) € RoN(z,y) € 5)] < [(z,y) € SoR1V (z,y) € SoRy]
(z,y) € (SoR1)U(SoRy).

(e) Proze A yeC:
(x,y) € So(RiNRy) < (2 € B)((x,2) € RiNRa A (2,y) € S) = [Tz € B)((x,2) €
Ry A (z,y) € S)AN(Fz € B)((x,2) € Ra A (2,y) € 5)] < [(z,y) € So Ry A(z,y) € So Ry] —
(z,y) € (SoRy)N(SoRy).
Opacné inkluze neplati; sta¢i napiiklad zvolit A = B = C = {a, b}, Ry = {(a,a)}, Ra = {(a,b)}, S =
{(a,b), (b,b)}, kde Ry N Ry =0, tj. So (RyNRy) =0, ale So Ry = S o Ry = {(a,b)}.

(f) Proa,b e A:
(a,b) € (R1 URQ)_l <~ (b,a) € RMURy <— (b,a) € Rl\/(b,a) € Ry — (a,b) € Rl_l\/(a,b) €
Ry' < (a,b) € RT'URy".

(g) Proa,b e A:
(a,b) € (R1 ﬂRg)_l <~ (b,a) € RiNRy <— (b,a) € Rl/\(b,a) € Ry — (a,b) € Rfl/\(a,b) €
Ry' < (a,b) € RT'N Ry

(h) Proz e A, ye C:
(z,y) € SoRy —SoRy = ((x,y) € So Ry A((m,y) &€ SoRy).
Existuje tedy z € B, takové, ze (x,z) € Ry A(z,y) € S. Pokud by (z, z) € R, pak by (z,y) € So Ra,
coz neplati a tedy (z,z) € Rz. Odtud (z,z) € Ry — Rz a proto plati (z,y) € So (R — Ra).
Opacnd inkluze neplati; staci naptiklad zvolit A = B = C = {a,b}, R1 = {(a,a), (b,a), (b,b)}, Ry =
{(b,b)}, 8 = {(a,b), (b,b)}, kde SoRy = {(a,b), (b,b)}, SoRy = {(b,b)}, So(R1—Ry) = {(a,b), (b,b)}.

(a) napt. zpy < (x = 1) A (y = 1); nejmensi p = 0.
(b) napf. zpy < = = y; nejmensi p = ().
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18.

19.

20.

21.

22.

(¢) napt. zpy < (y = 1)V (y = 2); nejmensi vzhledem k inkluzi neexistuje, minimélni vzhledem k inkluzi
(d) napf. xpy < x,y ddvaji stejny zbytek po déleni 2; nejmensi vzhledem k inkluzi neexistuje, minim4ln{
vzhledem k inkluzi jsou relace p = {(a,b), (b,a)}, kde a # b.

(e) napi. xpy < = < y; nejmensi vzhledem k inkluzi neexistuje, minimalni vzhledem k inkluzi jsou relace
p={(a,b)}, kde a # b.

(f) zpy & (x <y)V (z = 2); nejmensi vzhledem k inkluzi neexistuje, minimdln{ vzhledem k inkluzi jsou
napt. relace p = {(a,b), (b,a), (c,d)} U{(x,z) | z € N}, kde a, b, ¢,d jsou navzdjem ruzné prvky.

(g) neexistuje.

(a) f je injektivni zobrazeni;

(b) fje surjektivni zobrazeni.

Sjednoceni libovolného poctu reflexivnich, resp. symetrickych relaci je rexlexivni, resp. symetricka relace.
Sjednoceni tranzitivnich relaci nemusi byt tranzitivn{ relace. Napt. pro dvouprvkovou mnozinu A = {a, b}
jsou relace {(a,b)} i {(b,a)} tranzitivni ale jejich sjednoceni tranzitivni relace neni.

Prunik libovolného poctu reflexivnich, resp. symetrickych, resp. tranzitivnich relaci je reflexivni, resp.
symetricka, resp. tranzitivni relace.

Zde jsme méli na mysli vzdy neprazdné sjednoceni a pruniky.

Odpovéd je kladnd v piikladech (a) — (g) pro nejmensi relace 3 "nad” danou relaci; vzdy se jednd o prunik
vsech relaci s touto vlastnosti. (Relace A x A je relace ekvivalence a jednd se tedy vzdy o neprézdny systém,
ktery obsahuje tuto relaci A x A — viz pfedchozi piiklad.)

V piipadé (h) je odpovéd ne; staci vzit libovolnou relaci «, kterd nenf antisymetrickd a potom neexistuje
antisymetricka relace 8 s vlastnosti a C (.

Odpoveédi v pripadé nejvétsi relace obsazené v dané relaci a jsou vétsinou negativni. V nasledujicich
protipiikladech mdme na mysli relaci o na mnoziné A = {a, b, ¢}, pro niz neexistuje nejvétsi relace 8 C «
dané vlastnosti.

(a) 0;

(b) existuje; 0 je sjednoceni vSech symetrickych relaci obsazenych v «;
(C) {(a’ b), (b7 a)}?

(d) 0;

(e) 0;

(f) {(a,a),(b,b),(c,c),(a,b), (b, a), (b,c), (c,b)};

(g) 0

() {(a,b), (b,a)}.

Dichotomicka relace je vzdy reflexivni.

Pro libovolné a # b € A obsahuje dichotomickd relace R bud (a,b) nebo (b,a). Tj. pro tuto dvojici
a # b € A mame t¥i moznosti jak vypadd neprazdnd mnozina R N {(a,bd), (b,a)}. Existuje celkem 3(3)
dichotomickych relaci.

Existuje pouze jedna relace na mnoziné A, ktera je symetrickd a dichotomické zaroven — A x A.
Tvrzeni o slozeni reflexivnich relaci plati, podstatna vlastnost tohoto slozeni totiz je, ze obsahuje sjednoceni
vSech téchto relaci.

Opak tvrzeni neplati — A = {a,b}, Ry = R2 = {(a,a), (a,b), (b, a)} nejsou rexflexivni relace ale Ry o Ry =
Ax A.

(a) Neplati. A ={1,2,3,4}, R ={(1,2),(2,3),(3,4),(1,4) je 3-tranzitivni, nen{ tranzitivni.

(b) Plati. Necht R je tranzitivni relace. Bud a,b,c,d € A libovolné, takové, ze (a,b) € R, (b,c) € R, (c,d) €
R. Chceme ukdzat, Ze (a,d) € R. To skuteéné plati, nebot z tranzitivity a predpokladu (a,b) € R, (b,c) € R
dostaneme (a,c) € R a potom z tranzitivity a predpokladu (a,c) € R, (¢,d) € R dostaneme (a,d) € R.
Obecné lze dokézat, ze n-tranzitivita implikuje m-tranzitivitu, pokud n — 1 déli m — 1.
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6 Usporadané mnoziny

1.

(a) uspofadani, které nenf linedrni, ruzné prvky jsou nesrovnatelné, tj. protifetézec;

(b) linedrn{ usporadéni;

(¢) nenf uspotaddni, nebot nenf reflexivni relacf;

(d) uspoiddédni, které neni linedrni, od (a) se 1lis{ pouze tim, ze 4 je nejvétsim prvkem ktery pokryva

ostatni nesrovnatelné prvky;

z ~ 7 ’ ’ ) ’ . . ’
(e) nenf usporddéni, nebot nenf antisymetrickou relacf;
(f) neni uspotdddni, nebot nespliuje Zddnou z defini¢nich podminek;
(g) linedrni usporddéni; diagram: nejdiive lichd ¢isla dle velikosti a ”nad” nimi v8echna sudé ¢isla opét
dle velikosti.
jednoprvkova usporadand mnozina;
dvouprvkova uspofddand mnozina, ) nejmensi prvek a A nejvétsi prvek;
ctyrprvkova usporddand mnozina, diagram: ”kosoctverec postaveny na $picku”;

osmiprvkova uspofddand mnozina, diagram: ”krychle postavena na spicku”.

Maximélni prvky: a, b, ¢; minimalni prvky: a, b, ¢; nejvétsi ani nejmensi prvek neexistuje.

Maximélni a nejvétsi prvek: ¢; minimélni a nejmensi prvek: a.

(¢) Maximalni prvky: b, ¢, d; minimaln{ prvky: a, d; nejvéts{ ani nejmensi prvek neexistuje.
(d) Maximalni a nejvéts{ prvekk: {a, b}; minimélni a nejmens{ prvek: (.
) dva maximélni a dva minimélni, zddny nejmensi a zadny nejvéts;
) jeden nejvétsi a tedy i maximéalni, dva minimélni, zadny nejmensi;
zadny nejmensi a zadny nejvetsi.
(a) 3 relace usporadéni, pouze 2 pokud nés zajim4 celkovy pocet usporddéni az na prejmenovani prvku;

(b) 19 uspofaddni, resp. 5 az na prejmenovani prvkiu.

. ({1,2,3,4,5,6, 7}, R): maximaln{ prvky 4,5, 6,7, nejmens{ prvek 1, nejvétsi prvek neexistuje.

(N, R): maximalni prvek neexistuje, nejmensi prvek 1.

. Ad 1: a) infima a suprema existuj{ pouze pro jednoprvkové mnoziny.

b) existuji libovolnd neprazdnd infima a koneénd suprema.

d) existuji libovolnd neprazdnd suprema a infima pouze pro jednoprvkové mnoziny.

g) existuji libovolnd neprézdnd infima, nékterd (i nekoneénd) suprema.

Ad 2: Jednd se obecné o uplny svaz.

Ad 3: v b),d) — uplné svazy.

Ad 4: zadny svaz.

Ad 5: existuje jeden dvojprvkovy a jeden trojprvkovy svaz (az na piejmenovani prvki).

Ad 6: a) ({1,2,3,4,5,6,7}, R) neni svaz pfestoze existuji neprézdnd infima;

b) Supremum a infimum libovolné kone¢né neprazdné podmnoziny M C N existuje; infimum je nejvétsi
spole¢ny délitel, supremum je nejmensi spoleény nasobek. Infimum existuje dokonce i pro nekonecné
podmoziny, supremum existuje pro prazdnou podmnozinu.

Relace R je reflexivni, staci za c¢ zvolit 1.

Tranzitivita: (z,y) € RA (y,2) € R = (Fc € R)(c>1Acx=y)A(Id € R)(d > 1Ady = z). Odtud
z =dcx kde dc > 1 a tedy (z,2) € R.

Antisymetrie: (z,y) € RA(y,2) € R = (3ceR)(c>1Acx =y)A(Td € R)(d>1Ady = z). Odtud
x = dcx. Pokud x = 0 pak y = cx = 0 a = y. Pokud x # 0 pak z x = dcx plyne dc = 1, coz vzhledem k
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10.

11.

12.

13.

c>1,d>1,davic=d =1 a tedy x = y.

Diagram: ma tii vzajemné nesrovnatelné ¢asti. Jednak realna kladna ¢isla usporadana podle velikosti,
déle redlnd zaporna cisla usporadana opacéné podle velikosti, a kone¢né nulu, kterd neni srovnatelna s
zadnym prvkem. Mnozina obsahuje prvek 0, ktery je minimélni a maximalni zdroven. Dal$i minimalni ani
maximélni prvky tam nejsou. Uplny svaz to neni.

napf. prvni ptiklad z 4;

CtyTprvkovy protifetézec;

)
)
(¢) nelze, kone¢éna uspofddand mnozina musi mit aspon jeden maximélni prvek.
) napf. prvn{ piiklad z 4, nebo ¢tyiprvkovy protifetézec;

)

napf. mnozina vsech pfirozenych ¢isel uspoirddand dle velikosti s pfidanym jednim nesrovnatelnym
prvkem;

(¢c) nelze, ma-li mnozina nejmensi prvek, pak se jednd o jediny minimélni prvek;

(d) napft. celd ¢isla usporddand dle velikosti s pfidanym jednim prvkem, ktery je mensi nez kladnd, veéts{
nez zaporna a nesrovnatelny s 0;

protifetézec.

je usporadani;

b) nenf uspoiddani, napi. pro linedrn{ uspofddani R neni R U R~! uspofadani;
(¢c) je usporadéni;

(d) neniuspotrddani, napf. pro A = {a,b} a uspoiaddni Ry = {(a,a), (a,b), (b,b)}, Re = {(a,a), (b,a), (b,b)}
jeRloRngxA.
Ukazeme, ze < je usporadani, tedy relace kterd je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni.

Pro libovolné (a,b) € A x B médme a < a a b C b, protoze < i C jsou reflexivni relace. Proto (a, b) < (a,b)
a reflexivita je dokazana.

Pokud (a1,b1) < (ag,bs) a zéroven (az,bs) < (a1, b1) pak podle definice < dostdvame a1 < az, ag < aq,

by € by a by C by. Protoze < i C jsou antisymetrické relace dostavame a; = as a by = by. Odtud
(a1,b1) = (ag,be) a antisymetrie je dokdzéna.

Pokud (a1,b1) < (ag,b2) a zéroven (az,bs) < (as,bs) pak podle definice < dostdvdme a1 < as < ag a

b1 C by C bs. Protoze < i C jsou tranzitivni relace dostavdme a1 < ag a by C bs. Odtud (a1,b1) =< (as, b3)
a tranzitivita je dokazana.

Hasseovsky diagram usporaddni < na mnoziné P({a, b}) x {1, 2} vypad4 jako krychle postavend na spicku.
Soucin Fetézcu obecné neni fetézec; staci vzit dva retézce délky dva a soucin bude kosoctverec.

Pro systém uspotddanych mnozin {(A;, <;)|¢ € I} mizeme definovat na soucinu [[,.; A; relaci < takto:

ajb@(ViGI)(ai Slbl)

Ukazeme, ze < je usporadéni, tedy relace kterd je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni.
Reflexivita: Pro libovolné a € AUZ.GI existuje i € I tak, ze a € A;. Potom a =<; a a odtud a < a.

Antisymetrie: Pokud a < b pak existuje i tak, ze a <; b. Proto a,b € A;. Podobné b < a pak existuje j
tak, ze b <, a, tj. a,b € Aj. Pokud i # j pak a € A; N Aj =0, coz je spor. Tedy ¢ = j a z antisymetrie <;
a predpokladu a <; b, b <; a dostavame a = b.

Tranzitivita: Pokud a < b pak existuje i tak, ze a <; b. Proto a,b € A;. Podobné b < ¢ pak existuje j tak,
ze b < ¢, tj. bc € Aj. Pokud ¢ # j pak b € A; N A; = 0, coz je spor. Tedy i = j a z tranzitivity <; a
predpokladu a <; b, b <X; ¢ dostavame a <; b. Odtud a < b.

Hasseovsky diagram bude vytvofen sjednocenim puvodnich hasseovskych diagramu. Jinymi slovy staci
dat diagramy vedle sebe.
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14.
15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

Relace < je linedrni <= relace =< je linedrni.

(a) je izotonni, nenf izomorfismus;
(b) je izotonni, je izomorfismus;

(¢c) je izotonni, neni izomorfismus;

(e) nenf izotonni, napf. —4 < 2 ale | — 4| < |2| neplati;

)

)

)
(d) nenf izotonni, napf. —3 < 1 ale (—3)? < 12 neplati;

)
(f) je izotonni, neni izomorfismus; to plati pro libovolné konstantni zobrazenf;
)

(g) je izotonni, neni izomorfismus; to plati pro libovolnou ”inkluzi”;

(h) je izotonni, neni izomorfismus.
Celkem 15 izotonnich zobrazeni.

Existuje celkem 8 automorfismu usporddané mnoziny {a, b, c,d, e, f}:
1) id;

2Q)b—ba—a,c—c f— fd—ee—d;
3)b—barcecra, f— f,d—de— e
4)b—bar—ccr—a, f— f,d—ee—d;

5)b— f,f—ba—dc—ed—ae— g

6)b— f,f—ba—dc—ed—cer— a;

Nb— f,f—bar—ecr—dd—aer g

8)Y b f,f—bar—ecr—dd—cer a.

(a) Takovy piiklad nelze zkonstruovat na koneéné mnoziné.
Vezméme mnozinu celych ¢isel Z a ozna¢me S, resp. L, podmnozinu vSech sudych, resp. lichych, ¢isel.
Na Z definujeme uspoiadani < nésledujicim predpisem:

xRy <= z<yA(xeSvyel).

Tzn. diagram vypada tak, Ze madme podmnoziny S i L (kazdou zv1ast) usporadany podle velikosti a
navic kazdé liché ¢islo [ je vétsi nez libovolné sudé ¢islo, které je mensi nez [ podle velikosti. Pficemz
zadné sudé ¢islo neni vétsi nez nékteré liché.

Nyni predpis p(s) = spro s € S, p(l) =142 pro | € L zaddva bijekci na Z, kterd je ziejmé izotonni.
Inverze izotonni neni, protoze napf. 2 < 3 ovSem pro vzory 2 = 1 neplati.

(b) Pétiprvkovy protifetézec, kdy se praveé tii prvky zobraz{ samy na sebe a zbylé dva se vymeni.

Jednak mame dvé konstantni zobrazeni, ktera jsou izotonni.

Déle pro kazdé raciondlni ¢islo ¢ existuje izotonni zobrazeni ¢ dané pfedpisem: p(z) =0 <= z < qa
déle jedno izotonni zobrazeni € dané predpisem: e¢(z) =0 <= z < gq.

Kone¢né pro libovolné iraciondln{ éislo r existuje izotonni zobrazeni w dané piedpisem: w(z) = 0 <=
x < r. Tato zobrazeni odpovidaji fezum v (Q, <) pouzivanym v konstrukei mnoziny R — viz. skripta.

Pro w existuje pouze jeden automorfismus a to identita, pro w X w existuje kromé identity jesté jeden
automorfismus a to vyména souiadnic.

Pro Z existuje nekoneéné mnoho izotonnich zobrazeni: pro k € Z piedpis « — x+k zadava automorfismus;
zadny dalsi neni. Pro Z x Z se nakombinuji tyto automorfismy s identitou a vyménou souradnic. Tj. pro
k,l € Z méame automorfismus dany predpisem (z,y) — (x+k,y+1) a také automorfismus dany predpisem
(z,y) — (y+ k,x+1).

7 Uplné svazy

(a) neni svaz, dvouprvkovd podmnozina prvku z ”druhého patra” nemd supremum;
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22.

23.

24.

25.

(b) je svaz;
(c) je svaz;
(d) je svaz.
Je jich pét (az na izomorfismus, tj. pFfejmenovani prvki). K libovolné tiiprvkové usporddané mnoziné se
J p J. pre] p p p
piida nejmensi a nejvetsi prvek.
(a) je uplny svaz; supremum je sjednoceni, infimum prunik;

(b) je svaz, infimum koneéné mnoziny je prunik, supremum kone¢né mnoziny je interval jehoz krajni
bod dostaneme jako nejmensi, resp. nejvétsi, krajni bod jednotlivych intervalu. ijlny svaz to je
také, kdyz za prvky mnoziny M povazejeme i intervaly (—oo,a), (b,00) a (—o0,00). Potom nevétsi
prvek je (—oo,00) a nejmens{ prvek je (). Nelze jiz ale Fici, ze infimum je prunik, protoZe ten nemusf
byt otevieny interval. Vezméme napiiklad systém intervalu {(0,z) | > 1}, pak prunik je interval
(0, 1], ktery neni otevieny a infimem je interval (0,1). Obecné, pro libovolny systém intervalu X =
{(ai, b;)|i € I't musime rozlisit dva pipady: pokud (), (ai, b;) obsahuje aspon dva prvky, pak infX =
( sup{aitier , inf{bi}icr ); pokud ;¢ (ai, b;) obsahuje nejvyse jeden prvek, pak infX = (). Tedy,
X mé vzdy infimum a M je uplny svaz. Poznamenejme, ze supX = (inf{a;}icr, sup{b;}icr)-

(¢) je svaz — infimum je prunik, supremum sjednoceni, nen{ tiplny svaz — nemd nejvétsi prvek, neexistujf
nekoneéna suprema;

(d) je uplny (jednoprvkovy) svaz;
(e) je svaz — infima n.s.d, suprema n.s.n, neni iplny svaz — neexistuje nejveétsi prvek;

(f) je uplny svaz — nejvetsi prvek 0, nejmens{ 1, infima jsou n.s.d. (zjednodusené feceno: koneénd
suprema jsou n.s.n, nekone¢nd jsou rovna 0).

(g) je svaz, neni Uplny svaz — neexistuje nejvétsi prvek;

(h) je svaz, nenf iplny svaz — neexistuje nejmensi prvek;

(i) je uplny svaz — nejvetsi prvek A x A, nejmensi prvek ”diagondla”, infima jsou pruniky, suprema —
tzv. tranzitivni obal sjednoceni — zde je dobte vidét aplikace véty 4.2. ze skript, tj., Ze staci existence
v8ech infim.

Vse se pocitd "po slozkach”. Pfesnéji, pro (a1,b1),(az,b2) € A x B oznatme a = sup{aj,as} a b =
sup{b1, b2}, kde supremum a se pocitd ve svazu (A, <) a supremum b se pocitd ve svazu (B, C). UkdZzeme,
ze prvek (a,b) je supremum dvojice {(a1,b1), (az2,b2)} v usporddané mnoziné (A x B, =<).

Nejdiive musime ukézat, ze (a, b) je horni zévora { (a1, b1), (a2, b2)}. Protoze a = sup{a1, az} mdme a1 < a.
Podobné as < a, by C b. by C b. Proto (a1,b1) = (a,b) a (az,b2) < (a,b).

Nyn{ ukdzeme, Ze (a,b) je nejmensi horni zdvora {(a1, b1), (az,b2)}. Bud tedy (c,d) € A x B horn{ zévora
{(a1,b1), (az,b2)}. Tedy (a1,b1) = (¢,d) a (az,b2) = (¢,d). Vzhledem k definici relace < dostavdame a; < ¢,
az < ¢, by £ daby Cd. Protoze a = sup{ai,az} a ¢ je horni zévora {ay, a2}, plyne odtud, ze a < c.
Podobné dostaneme b C d. Tudiz (a,b) < (b,d), coz jsme chtéli dokdzat.

Z duality plyne stejné tvrzeni pro infimum, tj. inf{(a1, 1), (a2, b2)} = (inf{ay, az},inf{b1, ba}).

(a) Oznatme A=aAb,B=bAc¢,C=cAhaaddle X=aVbY =bVe,Z=cVa.

Nyni vidime, ze A < a < X a podobne A <b <Y, A<a< Z. Jetedy A dolni zdvora mnoziny
{X,Y,Z} a tedy mensi nez jeji infimum. Tzn. A< X AY A Z.

Stejnym zpusobem dostaneme B < X AYAZ, C < X AY AZ. Prvek X AY A Z je tedy horni zdvora
mnoziny {A, B,C} a proto je vétsi nez jeji supremum AV BV C, tzn. AVBVC < X AY AZ coz
jsme meéli dokazat.

(b) Oznatme A =aVb,C=bAcaL=aVC=aV(bAc),tj. L jeleva strana nerovnosti. Pak podle
predpokladu a < ¢. Protoze infimum je dolni zdvora, mame C < c. Protoze ¢ je horni zavora dvojice
{a,C} a L je supremum této dvojice, dostdvame L < c.

Pro A mame a < A, C < b < A. Opét tedy A je horni zdvora {a,C} a proto L < A. Celkem tedy L
je dolni zavora {c, A} a proto, je mensi nebo rovna jejimu infimu. Tedy L < AAc= (aVb)Ac.
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8 Zakladni algebraické struktury

1.

7.

a) Pologrupa, neutrdlnf prvek je 0, nulovy prvek neexistuje, je to komutativni grupa.
b) Pologrupa, neutrélni prvek 1, nulovy prvek je 0, nen{ grupa, je komutativni.

c) Pologrupa to neni: 1 — (2 — 3) # (1 — 2) — 3, neutréln{ a nulovy prvek nemé (pozor 0 je pouze pravy
neutralni prvek), grupa neni, nen{ komutativni: 1 —2 # 2 — 1.

Pologrupa, neutralni prvek nemd, nulovy prvek je 1, grupa neni, je komutativni.

)
) Je komutativni pologrupa, neutralnf prvek je X.
b) Je komutativni pologrupa, neutrdlni prvek je 0.
) Neni pologrupa, neni komutativni, neutralni prvek nema.
d) Je komutativn{ pologrupa, neutralni prvek je () (dokonce je to i grupa).

Pozn.: V pf. a)-c) pro X = () je to (trividln{) grupa; pro X # () to grupa nenf.

a) Komutativni je, asociativni neni: a o (bo ¢) # (a o b) o ¢, neutrlni prvek nema4.
b) Komutativni je, asociativni neni: co (a 0 a) # (co a) o a, neutrdlni prvek b.

¢) Komutativni neni: a o b # b o a, asociativni je (ponévadz operace je dand vztahem z oy = z, plati
(xoy)oz=x=2xo0(yoz) pro libovolnd z,y, z € {a,b, c}), neutrdlni prvek nem4.

(pom)oo ={(z,y)|3z € X : (x,2) € 0,(2,y) Eporn} =
{(z,y)|3z,u € X : (x,2) € 0,(2,u) €7, (u,y) € p}

podobné

po(moc)={(z,y)|Fa € X : (z,a) Evoo,(a,y) € p}=
{(z,y)|Fa,b € X : (x,b) € 0,(b,a) € 7,(a,y) € p}

a rovnost je evidentni. (Jiny zdpis viz. pi. 16(b) v kapitole o relacich.) Neutrdlnim prvkem je ”diagonéla”
{(z,z)|z € X}, nulovy prvek je prazdnd relace.

Pro prazdnou a jednoprvkovou mmnozinu X je kazdd relace symetrickd a tudiz jde o grupoid. Pokud
mnozina X obsahuje alespon dva ruzné prvky a,b, pak pro p = {(b,b)}, 7 = {(a,b), (b,a)} neni relace
pom={(a,b)} symetrickd. Obecné tedy nejde o grupoid.

Pokud | X| < 1, je kazd4 relace tranzitivni a jde tudiz o grupoid. Pokud mnozina X obsahuje aspoi t¥i ruzné
prvky a, b, ¢, pak pro p = {(a,a), (b,¢)}, m = {(a,b), (¢, ¢)} neni relace o p = {(a,b), (b,c)} tranzitivni. V
piipadeé | X| = 2 1ze ukdzat, ze slozen{ dvou tranzitivnich relaci je tranzitivni relace. Intuitivné je divodem
fakt, ze existuje velmi mélo netranzitivnich relaci. Obecné tedy nejde o grupoid.

Skladédni zobrazeni i relaci je asociativni operace, jak jsme jiz dokazali v predchozim. (PT(X), o) je grupoid
protoze o, 3 € PT = «ao 8 € PT. Slozen{ injektivnich (resp. surjektivnich, resp. bijektivnich) transfor-
maci je injektivn{ (resp. surjektivni, resp. bijektivni). Viechny mnoziny obsahuji identitu a proto se jedna
o monoidy. Pro kone¢nou mnozinu X jsou vSechny tfi mnoziny stejné a tvoii grupu. Pro nekone¢nou
mnozinu X tvofi grupu pouze bijekce.

Operace pruniku je obecné asociativni, proto je asociativni i na dané mnoziné O. Prvek ) je nulovy prvek,
neutralni prvek neexistuje. Grupa to neni.

a) Ne. Neexistuje neutrdlni prvek.
b) Ano.
¢) Ano.
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Ano.
Ano.

Predpoklddame, ze plati ab = ac a dokazujeme rovnost b = c. Protoze jde o grupu, existuje prvek
inverzni k a, ozna¢me ho a~!, a vyndsobme jim rovnici zleva. Pak

a~(ab) = a!(ac)
(ata)b = (a"ta)c
eb=ec
b=c

Pritom e je neutralni prvek.

1

Podobné pravy zakon o kraceni, pouze prvkem a~" nasobime zprava.

(Nv ')7 (Nv +);
ola b c

alb ¢ a
bla b c
clec a b

Asociativn{ neni, nebot (aob)oc#ao (boc).

ola b c o|abc o|abc
ala b ¢ alc a b alb ¢ a
b|b ¢ a bla b c blec a b
clec a b c|b ¢ a cla b c

Tyto tii grupy jsou izomorfni (a jsou izomorfni (Zs, +)). Pokud zvolime neutralni prvek, lze tabulku
doplnit jedinym zpusobem: ze zdkona o kraceni plyne, ze v zaddném fadku se nemuze vyskytovat
jeden prvek dvakrat. Totéz plati pro sloupce.

Je jich celkem 16 — po vybrani neutralnitho prvku mame vzdy 4 moznosti jak tabulku doplnit.
Vsechny grupy jsou komutativni. AZ na izomorfismus jsou pravé dvé — bud kazdy prvek z ma
vlastnost, ze x - x je neutralni prvek, nebo tuto vlastnost nema. Podle toho pozname, zda je grupa
izomorfni (Zz,+) X (Z2,+) nebo (Z4, +).

Scitani je operace, mnozina vSech matic nad celymi ¢Cisly s operaci s¢itani je komutativni grupa,
neutralni prvek je matice
0 0
0 0
a prvky navzajem inverzni jsou matice
a b —a —b
<c d) a (—c —d)’ a,b,c,d €.

Naésobeni je operace, je asociativni, neni komutativni. Neutrdlni prvek je

10
£=(o 7))

grupa vzhledem k nasobeni to neni, napf. k nulové matici neexistuje inverze.
Mnozina vSech matic nad Z spolu s operacemi s¢itani a ndsobeni tvori nekomutativni okruh, kvuli
nekomutativité neni ani obor integrity, ani téleso.

(3 5= 0)

Stejné.

S¢itani neni operaci. Napf.



kde prvni dvé matice jsou regularni a jejich soucet neni reguldrni matice.
Nésobeni je operace. Matice spolu s ndsobenim tvofi nekomutativni grupu, inverzni prvky vzhledem

k nésobeni jsou matice
a b 1 d -=b
(C d) am'(c a), a,b,c,de(@.

Mnozina v8ech regularnich matic nad Q spolu s operacemi s¢itdni a ndsobeni netvoii okruh.

1 a + 1 b (2 a+d
0 1 0 1) \o 2
nelezi v dané mnoziné matic.

Naésobeni je operace, je komutativni a asociativni, neutralni prvek je F, navzdjem inverzni prvky jsou

matice
1 a 1 —a
o 1)*\o 1)

tedy mnozina takovych matic spolu s ndsobenim tvoii komutativni grupu. (Tato grupa je izomorfni
grupé (R, +).)

e) Scitédni neni operace.
Nasobeni je operace, je asociativni, neni komutativni, neutralni prvek je E, neni grupa.

d) Scitédni neni operace, protoze

10. (A, +,-) je obor integrity, inverze existuje ke viem prvkum mnoziny

{%Im,pe Z— {0},3vap}-

(B,+, ") je obor integrity, inverze existuje ke véem prvkum mnoziny
+3m
11. (Za,+,-) % (Z3,+, ) neni oborem integrity, nebot obsahuje délitele nuly:

([0]2, [13) - ([1]2, [0]5) = ([0]2; [0]3)-

Je izomorfni s okruhem (Zg,+,-), protoze existuje izomorfismus f: Zg — Zo X Zs dany predpisem
f([{l6) = ([¢)2, [¢]3), coz neni obtizné ukdzat.

) ala+0b) =370 =3%.3"=q(a)  ab), kera={0}, Ima=RT.
b) Blatb)=iet =% = B(a) ), kerf={z € Zidle) = O ImB= {11 i},
)

v((a + bi) - (¢ + di)) = y(ac — bd + (ad + be)i) =
= \/(ac — bd)? + (ad + bc)? = Va2 + B2d? + a2d? + b2 =
=Va2 + 02V +d? =~(a+bi)-y(c+di),

kery = {a+bi € C*|a®> +b* =1}, Imy=RT.

13. a) a homomorfismus, neni izomorfismus, b) @ neni zobrazeni, c) v izomorfismus, d) ¢ izomorfismus, e)
€ neni zobrazeni, f) ¢ homomorfismus, neni izomorfismus, g) 1 neni zobrazeni, h) 6 je zobrazeni, neni
homomorfismus, i) ¢ homomorfismus, nen{ izomorfismus.
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9

14.

15.

16.

17.

1.

ker v = {([0]4, [0]3), ([2]4,[0]3)}, Ima = {[0]12, [2]12, [4]12, [6]12, [8]12, [10]12}
kery = {1}, Imy =Q*

kerd = {[0]15}, Imé = Z5 X Z3

ker ¢ = {[0]4}, Im¢ ={1,-1,4,—i}

kert = {2k|k € Z} = [0]2, Imi = Zs.

1 a b 1 d e 1 a+d e+b+af
f 01 c|-(0 1 f =f 0 1 f+ec =a+d—f—c
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 a b 1 d e
f 01 ¢ + f 01 f =a—c+d-—f.
0 0 1 0 0 1

Nen{ homomorfismus okruht. Snadno se ovéri, ze plati f((a +bi) + (c+di)) = f(a+bi) + f(c+ di), oviem
pro soucin pozadovana rovnost nevyjde:

fl(a+bi) - (c+di)) = f(ac — bd + (bc + ad)i) = ac — bd + bc + ad
fla+bi)- f(c+di) = (a+b)(c + d) = ac+ ad + be + bd.

Tedy konkrétné, napi. f(i-i) = f(-1)=—-1#1=1-1= f(i)- f(4).

Mnozina Q(v/3) je nekoneéns (a tedy alesponn dvouprvkova).

Ziejme 0,1 € Q(+/3). Snadno té7 nahlédneme, Ze mnozina je uzaviena na scitani i nasobeni. Dale pro
a,b € Q plati (a + bv3) + ((—a) + (=b)V/3) = 0 a existuje tedy prvek opacny. Pokud ¢ + dv3 # 0
(vsimneéme si, ze ¢ + dv/3 = 0,¢,d € Q implikuje ¢ = d = 0), pak téz ¢ — dv/3 # 0 a plati:

1 1 —dv3 —dv3 —d
_ ezdv3 ¢ ‘/;:26 -+ V3 Q(V3).
c+dvV3 c+dV3 c—dv3 2 —3d c? —3d c? — 3d

Tedy (Q(v/3), +, ) je téleso.

Bud a: Q(v/3) — C okruhovy homomorfismus. Potom a(1) = 1, tedy i a(2) = a(1 + 1) = a(1) + a(1) =
14 1 = 2. Podobné lze nahlédnout, ze a(n) = n pro libovolné n € N. Dédle 0 = «(0) = (1 + (-1)) =
a(l) + a(-1) = 1+ a(-1) a odtud a(—1) = —1. Pouzitim vlastnosti homomorfismu dostaneme pro
libovolné n € N: a(—n) = a((-1) - n) = a(-1) - a(n) = (-1) - n = —n. Tudiz a(n) = n pro libovolné
n € Z. Ukazeme totéz pro libovolné n € Q a to nejdiive pro ¢isla tvaru %

Plati a(1) - n =a(L) - a(n) = a(2 -n) = a(l) =1, tedy a(L) =n~' = L. Pro libovolné p, q € Z — {0}
tedy mame a(%) = a(p) - a(%) =p- % = B Cimz jsme dokonéili ditkaz, ze a(r) = r plati pro libovolné
re Q.

Oznacéme dile w = a(v/3) € C. Potom podle vlastnost{ homomorfismu mame pro libovolny prvek a+bv/3 €
Q(v/3) nésledujicic rovnost: a(a + byv3) = a(a) + a(b) - a(v/3) = a + b - w. Tzn. homomorfismus je zcela
popsan hodnotou w € C. Pokusme se tedy urcit vSechny mozné hodnoty w. Opét ze zakladnich vlastnosti
mame: w? = a(v3) - a(v3) = a(v3-V3) = a(3) = 3. Tedy w je takové komplexni &islo, pro néz plati
w? = 3. Vidime tedy, ze bud’ w = v/3 nebo w = —+/3. Prvni moznost vede k tomu, ze « je identita, ktera je
homomorfismem. Druhd vede k predpisu a(a + b\/g) = a — bv/3 o kterém se jiz snadno dokéaze, ze zadava
homomorfismus. Existuji tedy dva homomorfismy, které nejsou izomorfismy. Lze v8ak nahlédnout, ze se
jedna o homomorfismy okruhu Q(y/3) do sebe.

Kombinatorika

Spoéitdme postupné pocet &tverci s délkou strany n+ 1 —i. Celkovy pocet tedy je > | i% = w.
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2.

10.

Soubor 28 kostek domina sestdvéd z 7 kostek, které maji stejné poloviny, tikejme jim kostky typu A, a
21 = (;) kostek, které maji odlisné poloviny, typ B. Dvé kostky, které lze k sobé ptilozit, 1ze vybrat tak,
ze bud vybereme dvé kostky typu B, nebo po jedné kostce od obou typt.

Dveé kostky typu B: Vybereme spoleénou hodnotu: 7 moznosti; posléze dvé ¢isla ze zbylych 6, kde nam
nezalezi na poradi: (g), tj. dohromady 7 - (g) =715 = 105 moznosti.

Kostky obou typtu: Vybereme kostku typu A: 7 moznosti; posléze doplnime jedno ¢islo ze zbylych 6, tj.
dohromady 7 -6 = 42.

Celkem 147.

(a) 5! = 120;
(b) 4! =24; z A a B udéldme ”dvojpismeno” AB;
(¢) 60; vybereme nejdiive dvé mista, kdy budou mluvit A a B (v tomto potadi), tj. (g) =10 a zbyla 3
mista obsadime libovolné fe¢niky C, D, E; tj. 3! = 6 moznosti.
(a) 4! =24;
(b) 6-5-4-3 = 360;
(¢) 5-5-4-3=2300.
Suda cisla:
(a) 2-3-2-1=12, zatneme obsazovat odzaduy;
(b) 3-5-4-3=180;
(c) obsadime nejdiive prvni a posledni misto: prvnf sudé: 2-2 moznosti, prvaf liché 3-3 moznosti, celkem
13 dvojic prvni+posledni. Zbyld dvé mista: 4 - 3. Celkem 13 - 12 = 156.
Cisla délitelnd étyimi: Zalezi na poslednim dvojéisli — musi byt délitelné 4, tj. pFedevsim sudé.
(a) Mozné dvojéisli: 12,32, 24. Tzn. celkem 6 ¢isel.
(b) 8 moznych dvojéisli, celkem 96 ¢isel.

(¢) 4 dvojéisli bez pouziti 0, lze doplnit 3-3 moznostmi, 3 dvojéisli s pouzitim 0, 1ze doplnit 4-3 moznostmi.
Celkem 4 -9+ 3 -12 = 72 ¢isel.

6 =15

Pokud vybereme dvé divky mame (;1) . (Z) = 210 moznosti, pokud tii divky (g) . (3) = 140 moznosti,
pokud étyfi divky (3) - (7) = 21 moznosti. Celkem 371.

2422423 424 =30.

Nejdiiv vybereme osazenstvo dvoultuzkového pokoje: (g) = 28 moznosti. Poté vybereme osazenstvo prvniho
trojluzkového pokoje: (g) = 20. Celkem 28 - 20 = 560 moznosti. K vysledku dojdeme i kdyz za¢nem

obsazovat nejdifve trojliizkové pokoje: (g) (g)

Pouzijeme distributivni zdkon na souéin (a + b)(a+b)(a +b) - - - (a + b). PotFebujeme pouze uréit, kolikrat
se objevi s¢itanec a'b™ ™" v souctu po roznasobeni. Ten vznikne tak, Ze z i zadvorek vybereme a a ze zbylych
b. Tj. s¢itanec a*b™~* tam bude (?)—krét.

Tradiéni trik s prihradkami.

Do 6 rtuznych ptihradek rozdélujeme 15 predmétu. Kazdou konfiguraci tedy muzeme zakédovat jako po-
sloupnost patnécti 0 (micky) a péti 1 (oddélovace prihrddek). Tzn. celkovy pocet uréime tak, ze vybereme
5 mist v dvaceti¢lenné posloupnosti kam ddme 1 (oddélovac). Tj. (25?).

Varianta: Lisi se pouze tim, ze na zac¢dtku ddame kazdému ditéti po jednom micku a poté Fesime stejnou
ulohu jako byla piedchozi pro 6 déti a 9 mickt. Odpoved (154) moznosti.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

V podstateé se jedné o stejnou dlohu jako byla predchozi. Hodnota z; znaéi kolik micku (jednotek) dostane

i-té dite, pricemz celkovy pocet micku (jednotek) je n.

Tedy ("Zﬁ Il) feSeni v mnoziné celych nezdpornych ¢isel.

V mnoziné piirozenych ¢isel nejdiive "rozddme vsem po micku”. Tj. pro k > n nema rovnice feseni. Pro
, n—1\ « ’

k < mn méame (k—l) feseni.

Piiddme k + 1 proménnou x4+ = n — (1 + ...2%) a pfevedeme na predchoz{ tlohu. Tedy v mnoziné

celych nezéapornych ¢isel ma nerovnice ("Zk) Feeni.

V mnoziné piirozenych ¢isel: nejdiive "rozddme vsem po micku”. A poté fesime tlohu stejnym trikem

jako pro nezdpornd ¢isla. Tj. pro k > n nema nerovnice feseni. Pro k¥ < n mame (Z) feSeni.

Oznatme postupné ”piirustky” 1 = a1 —1,29 = as—aq, ... T = ap—ag—1. Protoze naopak z posloupnosti
(x1,x2,...7k) je puvodni posloupnost (ai,as,...ax) jednoznaéné uréena vztahy a1 = 1+ x1,a2 = 1 +
r1+x2,...,ar =1+ x1+ 224+ ), je potet posloupnosti stejny jako pocet feseni nerovnosti 1+ z1 +
Zo + -+ + 2 < n v mnoziné nezdpornych celych ¢isel (nerovnost jsme dostali z podminky aj < n). Tedy
hledany pocet je ("Jr,’j*l).

Pokud n = p{' - p5?---pp* je jednoznacény rozklad na prvocinitele (tj. pi,...,pr jsou riznd prvocisla
a ai,...,ar € N), pak pocet déliteltt je (g + 1) - (g + 1) -+ (ax + 1), nebot kazdy délitel d je tvaru
d=p" - pd - pl kde 0 < B <y, tj. pro kazdé §; mame (o 4 1) mozngch hodnot.

Uloha na princip inkluze a exkluze.

Ozna¢me A (resp. N, resp. F) mnozinu osob hovoiicich anglicky (resp. némecky, resp. francouzsky). Dle
zaddni tedy: |A| =6,|N| =6, |F|=T7,|[ANN|=4,|[INNF|=3,[FNAl=2|JANNNF|=1.

() [AUFUN|=|A|+|N|+|F|—|ANN|=|NNF|—-|FNAl+|ANNNF|=11;
(b) [A—(NUF)|=|A|—|ANN|—|FNA+]|ANNNF|=1,
() [F—=(NUA)|=|F|—|FNN|—|FNAl+|ANNNF|=3.

Princip inkluze a exkluze.

Vlastnosti podle kterych délime vSechna rozesazeni jsou tii, a to, Ze t¥i anglicani (resp. francouzi, resp.
némci) sedi vedle sebe. Celkovy pocet vSech rozesazeni je 9!. Pocet vSech rozesazeni, ze sedi vedle sebe 3
anglicani ur¢ime takto: poradi anglicanu: 3!, rozesazeni 6 lidi + trojice anglicanu: 7!. Tzn. celkem 3! - 7!.
Stejny pocet je téch rozesazeni, kde sedi vedle sebe tfi francouzi a téch, kde sedi vedle sebe tfi némci.
Pocet vsech rozesazeni, ze sedi vedle sebe 3 anglicani a zaroven 3 francouzi uré¢ime podobné: pocet poradi
angli¢ant, krdt pocet potadi francouzti, krt pocet rozesazeni 3 némcii + dvou trojic, tzn. (3!)2 - 5.
Pocet viech rozesazeni, ze sed{ vedle sebe 3 angli¢ani, zarovei 3 francouzi a zaroven 3 némci je (3!)%.
Celkem podle principu inkluze a exkluze dostédvame 9! — (3) - 3171 + (3) - (3!)2 - 5! — (3!)* = 283824.

(a) (1)

(b) 3o () =27

(c) k™

(d) n!

(©) o

(f) viz text prof. Rosického. S8 (—1)7 (%) (k — i)";

(8) Yo (DA = (k+1)%

(h) viz pi. 13 kde jsou prohozeny role k a n; ("+s_1)

(i) kazd4 relace je podmnozina mnoziny A x A, tj. 2(n*),

(j) reflexivni relace obsahuji viechny prvky tvaru (z,z) a doplnime tedy libovolnou podmnozinou A x

A= {(w,2) |z € A}, 1. 207,
(k) pro x # y jsou v relaci bud (z,y) i (y,z), nebo ani jedno z nich. Staéi tedy brat dvojici (z,y) pro

x < y. Tj. symetrickych relaci je stejné jako podmnozin mnoziny {(z,y) | =,y € A,z < y}, tedy
n(n+1)

hledany pocet je 27z .
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(1) Pro x # y z dvou prvku (z,y) a (y,z) muze byt v relaci nejvyse jedna usporddand dvojice, tj. mame
t¥1 moznosti ((x,y) nebo (y,x) nebo nic). Pro (z,x) tato dvojice v relaci je nebo neni. Tedy hledany

pocet je 2™ - 3(3).
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