Algebraické struktury

Grupy

Pro danou mnozinu G je bindrni operace na mnoziné G zobrazeni f : G x G — G. Binarni operaci budeme
obvykle znacit symbolem - (dal$i pouzivané symboly jsou +, o) a psat ,infixové“ misto ,prefixové“, tj.
budeme psat a - b misto -(a,b), nebo dokonce pouze ab.

Priklady binarnich operaci jsou s¢itani, od¢itani, nasobeni na mnozinach Z, Q, R, C.

Pro dané n € Ny hovofime obecnéji o n-drni operaci f : G — G toto n se nazyva arita operace f.
Obvykle se f nazyva operace, misto presnéjsiho n-arni operace, zvlasté pokud je arita znamé z kontextu.

Pro kone¢nou mnozinu G lze kazdou binarni operaci - zadat tabulkou (tzv. multiplikativni tabulka ope-
race), kde do poli¢ka obsazeného v fadku oznaceném prvkem a a v slopci oznadeném prvkem b piSeme prvek
a-beG.

Operace - na mnoziné G se nazyva komutativni pokud plati
(Ma,be G)(a-b=b-a),

nazyva se asociativni pokud
(Va,b,ce G)((a-b)-c=a-(b-c)).

Poznamenejme, Ze pro asociativni operaci piSeme souéiny vice prvka aj - as - as---a, bez zévorek, nebot
vysledek je vzdy stejny prvek jakkoli jsou v soucinu prvky ,,uzavorkovany“. Prvek e € G se nazyva neutrdlni,
pokud

MaeG)(a-e=e-a=a).

Neutréaln{ prvek je vzdy nejvyse jeden a obvykle se znaéi 1, pfipadné 1. Dvojice (G, -) se nazyva monoid,
pokud - je asociativni operace na mnoziné G takové, Ze existuje neutralni prvek 1 € G.

Pfikladem monoidu je (A4, 0), kde A4 je mnozina viech zobrazeni z mnoziny A do sebe a o je skladani
zobrazeni, neutralni prvek v (A4, o) je identické zobrazeni. Dalsim piikladem monoidu je (A*,), kde A* je
mnozina v8ech slov nad abecedou A a - je operace zietézeni; neutralni prvek v (4*,-) je prazdné slovo.

Pro prvek a monoidu (G, -) fikdme, Ze prvek b je k nému inverzni pokud a-b=0b-a = 1. Pokud inverzni
prvek (pro dané a) existuje, je uréen jednoznacéné a obvykle se znaéi a=1. V tom piipadé ikdme, Ze prvek a
je invertibilni. V&imnéme si, Ze pokud prvek a je invertibilni, pak a~! je také invertibilni, protoze inverzni
prvek k prvku a=! je prvek a, tj. (a=!)™! = a. Monoid kde je kazdy prvek invertibilni se nazyva grupa.
Pokud je navic operace komutativni, hovofime o komutativni grupeé.

Piiklady grup: (Z,4+), (C,4), (Q — {0},-), (S(A),o) — mnozina vSech bijekci z mnoziny A do sebe s
operaci sklddani zobrazeni o.

Nékteré z téchto grup lze obdrzet nasledujici konstrukei:

Véta Bud (G, ) monoid a G* ozna¢me mnozinu vSech invertibilnich prvka z G. Pak (G*,-) je grupa.
(Pfesnéji (G*, - |g*xa+), kde -|g=xg~ je zizeni zobrazeni - : G x G — G na mnozinu G* x G*.)

V predchozich pifkladach Q — {0} = Q*, S(A) = (44)*.

Grupa zbytkovych tf¥id Pro pevné zvolené piirozené ¢islo n € N je relace p definovana vztahy
apb <= a=b(modn) <= n|a—>b < a,b davaji stejny zbytek po déleni n

relaci ekvivalence na mnoziné Z. Pfislusny rozklad Z\ p se znaéi Z,, a jednotlivé prvky p, se nazyvaji zbytkové
tfidy (modulo n) a oznac¢uji [a],. Tedy [a], = {a + kn | k € Z} a rozklad Z,, = {[a],, | @ € Z} m4 n prvki.
Vztahy [a], + [b]n = [a + b]n & [a]n - [b]n = [a - b], korektné definuji operace + a - na mnoziné Z,,, pfitemz
(Zn,+) je komutativni grupa a (Z,, -) grupa neni.

V&imnéme si, Ze na pfifazeni inverzniho prvku lze nahliZet jako na unarni (1-arnf) operaci, tj. ~* : G — G,
a+— a~! a podobné vybér neutralniho prvku 1 je 0-arni operace (1: G° — G,0 — 1, kde G° = {0}).

V grupach lze také definovat libovolné celoc¢iselné mocniny: pro grupu G a jeji prvek a definujeme pro
libovolné piirozené ¢islo n mocninu a™ jako soucin n kopii prvku a, dale a® klademe rovno neutralnimu prvku
1 a pro zaporné celé ¢islo n pak definujeme a™ = (a=1)™", tj. souc¢in —n kopii prvku a~!. Lze ukézat, Ze
vieobecné zndmé vztahy a™ - a™ = a" "™ a (a™)™ = o™ plati v libovolné grupé.



Podgrupy

Podmnozina K grupy (G, -) se nazyva podgrupa, pokud je uzaviena na operace -, 1,~1, pfesnéji, pokud plati
nasledujici podminky

(Va,b € K)(a-be K) AN 1€ K) A (Vae K)(at € K).

Napt: Z,Q, R jsou podgrupy grupy (C, +). Pro libovolnou grupu (G, -) jsou G i {1} podrupy (tzv. trivi-
alni). V grupé (Z,+) jsou podgrupy pravé mnoziny nZ = {nk | k € Z} pro libovolné n € Ng — pron =0 a
n = 1 dostavadme trividlni podgrupy.

Poznamenejme, Ze prunik libovolného neprazdného systému podgrup dané grupy G je opét podgrupou
grupy G. Proto systém vsech podgrup grupy G, usporadany inkluzi, tvori uplny svaz.

Homomorfismy a souciny grup

Zobrazeni f : G — H se nazyva homomorfismus z grupy (G, -) do grupy (H, o) pokud plati:

(Va,b € G)( fa-b) = f(a)o f(b) ).

Lze dokazat, 7e potom taktéz plati f(1g) = 1y a pro libovolné a € G plati f(a™!) = f(a)~! (pozor, zde
se inverze poc¢itaji v odlisnych grupach). Bijektivnim homomorfismim fikdme izomorfismy a dvé grupy jsou
izomorfni pokud existuje izomorfismus mezi nimi. (Neformdlné lze ¥ici, Ze dvé grupy jsou izomorfni jestlize
jsou stejné az na pfejmenovéani prvki.)

Piiklady: pro libovolné n € N jsou zobrazeni f : Z — Z, f(a) = na, respektive g : Z — Z,, g(a) = [a],
homomorfismy z grupy (Z, +) do sebe, repektive do grupy (Z,, +). Zobrazeni log : RT™ — R je izomorfismus
grupy (RT,-) vSech kladnych redlnych ¢éisel s ndsobenim do grupy (R, +) vSech realngch ¢&isel se s¢itanim.

Uvazujme monoid (Z7,-) a v ném podmnozinu invertibilnich prvkd Z% = Z7 — {[0]7}. Potom zobrazeni
f: Z¢ — Z% dané predpisem f([als) = [3]% je izomorfismus grup. Poznamenejme, Ze ne vidy podobny
predpis korektné definuje zobrazeni. Zde napiiklad je definice zobrazeni korektni: pokud [a]¢ = [b]¢, pak
existuje k € Z tak, ze a = b+ 6k a proto [3]% = [3]576% = [3)5- ([3]S)¥ = [3]%- 1]k = [3]%, tedy obraz prvku [a]s
nezavisi na volbé reprezentanta v t¥idé [a]¢. Naopak, pfedpis f : Zs — Z%, f([a]5) = [3]% nedefinuje korektné
zobrazeni, protoze [1]5 = [6]5, pficem? [3]: = [3]; # [1]7 = [3]¢ a neni tedy jednoznaéné uréen obraz prvku
[1]5 = [6]5. Pfipomeiime, Ze stejnym zplsobem se ovéfuje korektnost definice s¢itani a nésobeni na Z,, tj.
[a]n = [c]n, [b]n = [d]n = la+b]n = [c+d]n,[a-b]n = [c-d]n.

Pro libovolnou grupu (G, -) je identické zobrazeni izomorfismus a zobrazeni definované pfedpisem f(a) =
1p, pro libovolné a € G, homomorfismus do libovolné grupy (H, o).

Jddro homomorfismu f : G — H je mnozina Ker(f) = {a € G | f(a) = 1g}. (Pozor, pfipomertime,
7e jadro zobrazeni je relace na mnoziné G, kdezto jaddro homomorfismu grup je podmnozina G. Snadno se
nahlédne, ze

(a,b) € Jp <= f(a) = f(b) < f(ab"') =1y <= ab™' € Ker(f),

coz vysvétluje, pro¢ se v teorii grup pracuje s Ker(f), nebot relace J; je touto mnozinou jiz plnné popsana.)
Jadro je podgrupa grupy G. Obraz homomorfismu f : G — H je mnozina Im(f) = {f(a) | a € G}. Obraz je
podgrupa grupy H.

Souéin grup (G, ") a (H, o) je mnoZina G x H spole¢né s operaci * definovanou pfedpisem (a,b) * (¢,d) =
(a-¢c,bod) pro a,c € G,b,d € H. Poznamenejme, Ze zobrazeni projekce p1 : G X H — G, p1((a,b)) = a je
homomorfismus grup. Grupy G x H a H x G jsou izomorfni

Grupa komplexnich ¢isel (C,+) je izomorfni grupé (R,+) x (R,+). Grupa (R*,-) je izomorfni grupé
({17 _l}a ) x (R+’ )

V elementarni teori grup lze napiiklad ukazat, ze pocet prvkia konecné grupy je nasobkem poctu prvki
libovolné jeji podgrupy. Déle lze ukazat, ze libovolna kone¢na komutativni grupa je izomorfni jistému souc¢inu
grup Zn,. Tyto poznatky jsou obsahem kurzu Algebra I.

Okruhy

Mnozina R spolu s dvémi operacemi + a - se nazyva okruh pokud (R,+) je komutativni grupa, (R,-) je
monoid a pro operace + a - plati tzv. distributioni zakony, tj. plati

(Va,b,c,e R)(a-(b+c)=a-b+a-c AN (b+c)-a=b-a+c-a).



Piiklady okruht jsou (Z,+, '), (C, 4+, -), dale okruhy ¢tvercovych matic n x n nad danym okruhem (napt.
Z) a také okruhy polynomi nad danym okruhem (napf. R). Pro libovolné pfirozené ¢islo n je (Z,,+,-)
okruh.

Abychom odligili dvé operace, uzivdme pro prvni z nich vyhradné aditivni notaci (tj. symbol 4, neutralni
prvek 0, inverze —) a pro druhy notaci multiplikativni (tj. symbol -, neutralni prvek 1, piipadna inverze —1).

Pokud je operace - komutativni, hovofime o komutativnim okruhu.

Pokud ma okruh pouze jeden prvek, pak hovofime o trividlnim okruhu. V opa¢ném piipadé se jedna o
okruh netrividlni. Poznamenejme, 7Ze v netrivialnim okruhu vzdy 0 # 1.

Lze ukazat, Ze prvek 0 je tzv. nulovy prvek vzhledem k nasobeni, tj. 0-a = a -0 = 0 pro libovolné a € R
a proto neexistuje k prvku 0 prvek inverzni.

Netrivialni komutativni okruh, kde ke kazdému nenulovému prvku existuje inverze vzhledem k nasobeni
se nazyva téleso. Okruhy (Q, 4+, ), (R, +, "), (C,+,-) jsou télesy. Okruh (Z, +, -) téleso neni. Okruh (Z,,,+, -)
je téleso praveé tehdy, kdyz n je prvocislo.

Netrividlni komutativni okruh (R,+,-) se nazyva obor integrity, pokud pro libovolné nenulové prvky
a,b € R plati a-b # 0. Kazdé téleso je oborem integrity. Naopak lze dokézat, ze kazdy konec¢ny obor
integrity je téleso. Ptiklady obort integrity, které nejsou télesy jsou (Z,+,-), nebo okruhy polynomi nad
obory integrity.

Podokruhy a homomorfismy okruhu

Podmnozina M okruhu (R, +,-) se nazyva podokruh pokud je uzaviena na vSechny operace, pfesnéji pokud
plati
(Va,be M)(a+b,0,—a,a-b,1€ M).

Vsimnéme si, ze podokruh okruhu je opét okruhem, podokruh oboru integrity je obor integrity, ale podokruh
télesa nemusi byt téleso.

Dulezité piiklady okruhi tedy vznikaji jako podokruhy okruhu (C, +, -). Napfiklad podokruh Gaussovych
celych ¢isel Z[i] = {a + bi | a,b € Z} nebo podokruh Z[v/=3] = {a + b\/3i | a,b € Z} & podokruh okruhu
realngch &isel Z[v3] = {a +bV3 | a,b € Z}.

Zobrazeni f : R — S se nazyva homomorfismus okruht (R, +,+) a (S, +, ) pokud plati:

(Va,b € R)( fla+b) = fla) + f(b) ) A (Va,b € G)( fla-b) = f(a)- f(b)) A f(1r)=1s.

Bijektivnim homomorfismim fikdme izomorfismy a dva okruhy jsou izomorfni pokud existuje izomorfismus
mezi nimi.
Piikladem homomorfismu je komplexni konjugovanost, tj. f : C — C, f(a + bi) = a — bi je izomorfismus
okruhu (C, +, -) nasebe. Dale g : Z — Z,, g(a) = [a], je homomorfismus okruhu (Z, +, -) do okruhu (Z,,, +, -).
Jadro homomorfismu se definuje podobné jako pro grupy: Ker(f) ={a € R| f(a) = 0}.



