Sbirka prikladti z polynomu pro predmeét Cviceni z algebry 1
Déleni v okruzich polynomu

1. V Q[z] délte se zbytkem polynomy

a) (@0 4+ a3 =22 +1): (—z3+z+1),

b) (323 + 1022 + 22 — 3) : (522 + 25z + 30),
c) (1290 + 32% — 4z +3) : (222 - 1),

d) (2 + 2t +22+1): (22 -2+ 1).

(°
2. V Q[z] délte se zbytkem polynomy:
a) (223 —|—3x —4x+5): (z —2),
b) (42* — 322 —x +2): 3z +1).
Kofeny polynomu

3. Uvazme polynom f(z) = 25 — 62° + 92* + 823 — 2422 + 16 € Q|x]. Dokaite, ze ¢ = 2 je kofenem
polynomu f a urcete jeho nasobnost n.

4. Uréete hodnotu koeficientu a € Q tak, aby polynom f = 2% — az? — ax +1 € Q[z] mél dvojnisobny
kotfen ¢ = —1.

5. Dokazte, Ze pro kazdé n € N je ¢ = 1 dvojnasobnym kofenem polynomu nz" ' —(n+1)z"+1 € Z[z].

Taylorav rozvoj polynomu
6. Vyjadiete polynom f(z) = 2* + 22% — 322 — 42 4+ 1 v mocninach linedrniho polynomu z + 1.

7. Vyjadiete polynom f(z) = (z—2)* 4+4(x—2)% +6(x —2)% +10(x —2) + 20 bez pocitani jednotlivych
mocnin polynomu x — 2.

Racionalni kofeny polynomi

8. Naleznéte vSechny raciondlni kofeny polynomu v C[z] a urcete jejich nésobnost.
a) 1225 + 82° — 85z + 1523 4 5522 + = — 6

b) 427 — 1625 + 25 + 552* — 352% — 3822 + 127 + 8

c) 4x” — 2325 + 172 + 3123 — 4922 + 242 — 4
) 207 — 328 — 2025 — 2* + 662 + 9122 + 487 + 9

Q.

)4x5+8x4—27x3—79x2—56x—12

f) 425 — 3523 + 1522 + 407 + 12

g)w?’—%xﬁ—%w%

h) 523 — 822 + 11z + 6

i) 122% — 723 —19x —33:—1—2

j) 3a° ﬂc—i-g —gx —1—395

k) 6% + 23 + 22 — 162 — 12

1) 920 — 212° — 172* + 1523 — 4202 — 342 — 6

m) 425 — 122° + 92* — 1222 + 362 — 27

n) 227 — 32% — 825 + 621 + 1023 + 2% + 42 + 4
42— 222 -3 —1

p) 2° — 4zt + 423 + 22% — 5z + 2

q) f=1227 — 5625 + 1152° — 1412* + 1032® — 3522 — 3z + 9
1) g = 8z7 — 4425 4 702° — 172* — 2423 4+ 1022 + 22 — 1

@
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9. Urcete takové a € C, pro néz mé polynom f = 225 — 2° — 112 — 23 4 az? + 2az + 8 € C|z] kofen
2. Pro toto a urcete vSechny racionalni kofeny polynomu f véetné nasobnosti.

10. Uréete viechna a € Z, pro néz mé polynom z* + 223 — 322 4+ ax — 4 raciondlni kofen.

Rozklad polynomiu

11. NapiSte rozklad polynomu na soucin ireducibilnich faktori postupné nad Q,R, C:
a) 3 — 322 — Jx + %
b) 523 — 8z% + 11z + 6
c) 122* — 723 — 1922 — 32 + 2
d) 32° — 2% + %x?’ - %xQ + %x
e) 6z + 23 + 22 — 162 — 12
f) 428 — 122° + 92* — 1222 + 362 — 27
g) 928 — 212° — 172* 4+ 1523 — 4222 — 342 — 6

12. Napiste rozklady na soucin ireducibilnich polynomu postupné nad C,R,Q téch polynomu z
Piikladu 8, u kterych znate dostatek racionélnich kofenti.

13. Urcete vSechny kofeny polynomu f, vite-li, Ze m4 ti kofeny racionalni. Rozlozte f na ireducibilni
faktory postupné nad Q, R, C:

a) f(x) = 425 — 42* — 52% — 722 + 2 + 2 € Cla],

b) f(x) = 42® — 122* — 132® — 1322 4+ 32 + 4 € Cx].

Komplexné sdruzené koreny

14. Urcete vSechny kofeny polynomu f = 27 — 428 + 82° — 7o* 4 822 — 82 + 4 € CJz], vite-li, Ze m4
dvojnésobny koten 1+ i. Rozlozte tento polynom na ireducibilni faktory postupné nad Q, R, C.

15. Mezi vSemi normovanymi polynomy s redlnymi koeficienty, které maji jednoduchy kotfen —% a
dvojnéasobny kotfen 3 + 2¢, naleznéte polynom nejmensiho stupné. Rozlozte tento polynom na ireduci-

bilni polynomy nad Q,R,C.

16. Uréete viechny koteny polynomu f = 2% — 725 +202* — 3023 + 3722 — 552 + 50 € C[z], vite-li, Ze
mé dvojndsobny kofen 2 — i. RozlozZte jej na ireducibilni faktory postupné nad Q,R, C.

17. Mezi vSemi normovanymi polynomy s redlnymi koeficienty, které maji dvojnasobny koren % a
dvojnasobny koren k naleznéte polynom nejmensiho stupné. Zapiste rozklad tohoto polynomu na
ireducibilni faktory postupné nad Q, R, C:

a) k=1-—1,

b) k=1-2i.

18. Naleznéte viechny kofeny polynomu x4 + 422 + z + 6 € C[z] a uréete jejich nasobnost, vite-li, ze
jednim z kofenu je ¢islo _1%“/7

19. Vime, Ze polynom f = 425 — 42° 4 42* — 423 4 522 — 3z + 1 € C[x] m4 dvojnésobny koien % + %z
Urcete zbyvajici koteny polynomu f.

20. Uved'te ptiklad polynomu v R[z], resp. v Z[x], jehoz kofenem je
a) 141,
b) 2 + /3,
c) V3 — 5i.



Polynomy nad 7Z,
21. Naleznéte viechny kofeny polynomu x° + 5z* — 22 — x4+ 3 v Z7.

22. Urcete v8echny ireducibilni polynomy nad
a) Zs stupné mensiho nez 5,
b) Z3 stupné mensiho nez 4.

23. Naleznéte viechny koteny polynomu x% — 2% — 2% — 23 — 22 — o + 1 € Z3[x] v Z3[x] a urcete jejich
nasobnost.

24. Uréete néjaky prvek a € Zs takovy, ze polynom x> + 22 + ax + 1 je ireducibilni nad Zs.
25. Uréete viechny prvky a € Z7, pro které je polynom 23 + z? + x 4 a ireducibilni nad Z.

26. Udejte priklad polynomu

a) g € Zs[z], ktery je stupné 5, ma dvojndsobny kofen 2 a zddné jiné kofeny nema,

b) g € Zsy[x], ktery je stupné 5, neni ireducibilni a nem4 zadny kofen,

c) g € Zs[x], ktery je stupné 4, neni ireducibilni a nemé zidny kofen,

d) g € Zs|x], ktery je stupné 5, neni ireducibilni a nem4 zddny koten,

e) g € Zs|x], ktery je stupné 6, mé dvojndsobny kofen 2, jednoduchy koten 4 a ktery neméd zadné
dalsi koreny.

27. Rozlozte polynomy na ireducibilni faktory.
a) 2% + 2% + 22 +1€Z2[$]
b) z” —{—3:13 + 225 — 2t + 323 — 22 + 2+ 1 € Zs|x]
c) 2 +zt + 23 + 22 —i—m—i—leZg[]

)x—x + 224 + 23 — 2% + 2 € Zs[7]

) 2® + 2t + 2% — 2% + 1 € Z3[a]

)zt + 23 +CU+1€ZQ[]

g) 2° + 323 + x + 3 € Zs[a]

h) 2° + 2% + 222 + 2

- O A

Eisensteinovo kritérium

28. Ukazte, ze polynom f(z) je ireducibilni nad Q:
a) f(z) =x" + p; n € N, p je prvocislo,
b) f(z) = 25 + 23 + 1.

29. Najdéte n € N takové, ze polynom z?

steinova kritéria.

— n je ireducibilni nad Q, ale nesplinuje podminku Eisen-

30. Najdéte n € N tak, aby polynom p(x) = 2" +n
a) byl ireducibilni nad Q,
b) nebyl ireducibilni nad Q.

31. Uréete, ktery z polynomit f(z) = 2% + 323 — 9z + 3 € Z[z] a g(x) = 2* + 42 + 52 — 3 € Z[7]
je ireducibilni nad Z a ktery lze nad Z rozlozit na souc¢in polynomu nizstho stupné. Napiste rozklady
polynomu f a g na ireducibilni faktory nad Z.



Euklidav aloritmus, Bezoutova rovnost

32. Naleznéte polynomy f(z), g(x) € Q[z], které jsou stupné 3, kazdy z nich ma alespon jeden alespon
dvojnasobny kofen a jejich nejvétsi spolecny délitel je:

a) %+ — 6,
b) 2?2+ x — 2,
) x? + 2z — 3.

Vyjadrete nejvétsi spoleény délitel polynomu f, g Bezoutovou rovnosti.

33. Naleznéte polynomy f(z), g(z) € Q[z], které jsou stupné 4, kazdy z nich m4 alespon jeden alespon
trojnasobny kofen a jejich nejvétsi spolecny délitel je:

a) z? +x — 2,

b) 2% + 2z — 3,

c) v2 — 2z — 3.
Vyjédiete nejvétsi spoleény délitel polynomu f, g Bezoutovou rovnosti.

34. Pro dané dvojice polynomu f,g € R[z] najdéte normovany polynom, ktery je jejich nejvétsim
spoleénym délitelem. Najdéte koeficienty do prislusné Bezoutovy rovnosti.

a) f=a2'+1,g=2%-1

b) f=a2*+ 323 — 22 — 42 — 3,9 = 323 + 1022 + 22 — 3

c) f=a® 5z + 423 + 822 —8x —3,g =2 — 223 — T2® + 82 +3

Nasobné koieny

35. Naleznéte vSechny aspon dvojnasobné kofeny polynomu:
a) 28 + 625 + 152* + 2023 + 1222 — 4,
b) 2 — 223 — 2% + 2z + 1,
¢) # + 623 + 72 — 6z + 1.

36. Rozloite v Clx ] na linedrn{ faktory polynom
a) 2t + 2ix® + 22 + 2ix + 1, vite-li, Ze m4 dvojndsobny koien,
b) :U + 622 — 8ix — 3, vite-li, Ze m4 trojndsobny kofen.
c) z* — 4% + 162 + 32, vite-li, ze m4 alesponi jeden koten vicendsobny.
d) x + 1023 — 20ix? — 15z + 44, vite-li, Ze m4 Gtyindsobny kofen.
e) x — 6ix + 4 — 44, vite-li, ze ma dvojnasobny kofen.
f) 2* + 622 + iz — 3, vite-li, Ze m4 trojnasobny kofen.

Faktorové okruhy

37. Bud ¢ € C kofen polynomu f = 23 — 2 — 2 € Q[z] stupné. Vyjadiete prvky e 1, (1 + ¢)?
(€2 + 3¢ —1)72 ve tvaru ag + ay - € + az - €2, kde ag, a1, as € Q.

38. Bud e € C kofen polynomu f = 2* + 222 — 42 + 2 € Q[z]. Vyjadiete éfsla ¢!, ¥ a (2 +e+ 1)}
ve tvaru ag +ay €+ as- € +az- €3, kdea; € Q proi =0,...,3.

39. Bud f = 22 +[l]3 € Z3[z]. Dokazte, ze Fg = Z3[x]/(f) je 9-prvkové téleso. Oznaéme a € Fy prvek
a=xz+(f).
Urcete ag,a = 1 € Z takové, ze

i) [aols + [a1]3 - = o

ii) [aols + [a1]3 - = (a4 [1]3) "



40. Bud f = 2* + 2%+ 1 € Zs[z] a oznacme Fig = Zs[x]/(f) piislusné téleso. Oznacéme o € Fyg prvek
a=z+(f).
Urcete a; € Zs pro i = 0,1,2,3 takové, ze

i) ap+ay-a+---+az-a®=ab;

ii) ap+ar-a+---+az-a®=(a?+1)"L

41. Bud f = 2 — 2+ [2]5 € Zs[z] a necht Fyo5 = Zs[z]/(f) je 125-prvkové téleso. Oznacéme o € Fyo5
prvek a = z + (f). Urcete a,b, c € Z takova, ze

i) [als 4+ [b]s -+ [d5 - o = @7,

i) [a]s + b5 - a+[ds - a® = (a* +a+1)7L.



