Sbirka prikladti z polynomu pro predmeét Cviceni z algebry 1
Déleni v okruzich polynomu

1. V Q[z] délte se zbytkem polynomy

a) (@423 -2z +1): (—23+z+1), [podil: —x% — 2, zbytek: x® + 3 |
b) (3% + 1022 + 22 — 3) : (522 + 252 + 30), [podil: 3z — 1, zbytek: 9x + 27 ]
c) (12z* + 32% — 4z +3) : (222 - 1), [podil: 62% + 32 + 3, 2bytek: —3x +6 |
d) (@0 4+ 2* +224+1): (22 -2+ 1). [podz’l:m4+x3+x,zbytek 1]
2. V Q[z] délte se zbytkem polynomy:
a) (23 + 31‘ —4dx+5): (z —2), [podil: 22% + Tx + 10 zbytek: 25 |
b) (4z* — —z+2):(3z+1). [podil: %x?’ - %xQ — By — g5, zbytek: 18]

Koieny polynomu

3. Uvazme polynom f(z) = 25 — 62° + 92* + 823 — 2422 + 16 € Q|x]. Dokaite, 7e ¢ = 2 je kofenem
polynomu f a urcete jeho nasobnost n.

4. Uréete hodnotu koeficientu a € Q tak, aby polynom f = 2% — az? — ax +1 € Q[z] mél dvojnasobny
kofen ¢ = —1.
fa=-5]

5. Dokazte, Ze pro kazdé n € N je ¢ = 1 dvojnasobnym kofenem polynomu nz" ' —(n+1)z"+1 € Z[z].

Taylorav rozvoj polynomu

6. Vyjadiete polynom f(z) = 2* + 223 — 322 — 42 4+ 1 v mocninach linedrniho polynomu z + 1.
[f(@) =@+ =2(z+1)° =3z +1)* +4(z +1) +1]

7. Vyjadiete polynom f(x) = (z—2)* 4+4(x—2)% +6(x —2)% +10(x —2) + 20 bez pocitani jednotlivych
mocnin polynomu x — 2.
[f(z) = 2% — 423 + 622 + 22 + 8 |

Racionalni kofeny polynomu

8. Naleznéte vSechny raciondlni kofeny polynomu v C[z] a urcete jejich nésobnost.
a) 1225 + 82° — 85z + 1523 4 5522 + = — 6

[1’2’_3’_%’_%5 ]

[252,25_%?_% ]

W=

b) 427 — 1625 4 2% + 552* — 3523 — 3822 4 122 + 8

c) 4x” — 2325 + 172 + 3123 — 4922 + 242 — 4
[1,1,1,3, 3, -2, —2]
d) 227 — 325 — 202° — 2* + 662° + 912 + 48z + 9
3,3,-4,-1,-1,-1,-1]
e) 4z® + 82* — 2723 — 7922 — 562 — 12
[3’_2’_2’_%’_%]
f) 4z® — 3522 + 1522 + 40z + 12
(-3,2,2,-3,—3 ]



h) 523 — 822 + 11z +6

=31
i) 120% — 723 — 1922 — 32 + 2
34
j) 3z° —at + 123 — Ba? 4 2a
0,35 ]
k) 62% + 23 + 2% — 162 — 12
~43)
1) 926 — 212° — 172* + 1523 — 4202 — 342 — 6
[_é,_%,‘?]
m) 42% — 122° + 9% — 1222 + 362 — 27
5.3 1
n) 227 — 325 — 8% + 62* + 1023 + 2% + 4w + 4
[2,2,—-1,—1,—-1]
o) x* + 23— 222 -3x —1
[_17_1]
p) 2° — 4zt + 423 + 22% — 5z + 2
[-1,1,1,1,2 ]
q) f = 122" —562% + 1152° — 1412* + 10323 — 3522 — 3z + 9
4,3 2]
3:272
1) g = 8z7 — 4425 4 702° — 172* — 2423 4+ 1022 + 22 — 1
(3305 ]

9. Uréete takové a € C, pro néz mé polynom f = 228 — 2% — 112* — 23 4 ax? + 2ax + 8 € C[z] kotfen
2. Pro toto a urcete vSechny racionalni kofeny polynomu f véetné nasobnosti.
[a = 10; koreny: 2,2, —2, —% ]

10. Uréete viechna a € Z, pro néz mé polynom z* + 223 — 322 4 ax — 4 raciondlni kofen. [a €

{—83,-8,4,19} |

Rozklad polynomiu

11. Napiste rozklad polynomu na souéin ireducibilnich faktoru postupné nad Q,R, C:
a)z® — 22?2 —fx+1
QR.C: (z+ )@ —@—1)]
b) 523 — 822 + 11z +6
[Q,R:5(zx+ 2)(z® — 22+ 3) ]
[C:5(z+2)(z—1—-ivV2)(z —14+iV2)]
c) 122* — 723 — 1922 — 32 + 2

5 4,13 8.2 4
d) 3z° — 2* + 52° — S2° + 32

e) 6z + 23 + 22 — 162 — 12



f) 425 — 122° + 92 — 1222 + 362 — 27

R :4(z— 3)2(z + V/3)
[C:d(z = 5)*(z + V3)(x — V3)(z — i\“/? (z+1iV3) ]
g) 925 — 212° — 172* + 152 — 4222 — 342 — 6
[Q: 3z +1)%(x — 3)(z% + 23 ]

[ (32 + 12 = 3)(o + Ve~ V20 4 V)
C: G+ 12~ 3)(a + VD& ~ L — 238 (@ — L 4355 ]

12. Napiste rozklady na soucin ireducibilnich polynomu postupné nad C,R,Q téch polynomu z
Piikladu 8, u kterych znate dostatek racionélnich kofenti.

13. Urcete vSechny kofeny polynomu f, vite-li, ze m4 tii kofeny racionalni. Rozlozte f na ireducibilni
faktory postupné nad Q, R, C:
a) f(x) = 425 — 42* — 523 — T2 + 2+ 2 € Cla],

23,4+, -1 - |
[QR: (z—2)2r—1)2z +1)(22 +2+1) ]
[C: (z—2)(2z — D2+ D(z + 1 + i) (w + L — L) ]
b) f(z) = 42® — 122* — 132% — 1322 + 32 + 4 € Clx].
R R Aty T ke
[Q,R:( )2z —1)(2x + 1) (2?2 + 2+ 1) |
C: (z—4)2z — 1) (2 + 1)(z + 3 + Li)(z + 5 — ¥2i) |

Komplexné sdruzené koreny

14. Uréete viechny kotfeny polynomu f = 27 — 425 + 82° — 72* + 822 — 82 + 4 € Cl[z], vite-li, ze ma
dvojnéasobny kotfen 1+ i. Rozlozte tento polynom na ireducibilni faktory postupné nad Q, R, C.

M4 1 4i,1 =i 1 —i,—1,1 4 8 1 3]

[Q,R: (z+1)(x? —x+1)(m2—2x+2)2]

C: @+ D@1+ —1-if(e— 5+ i)z -5 - %) ]

N

15. Mezi vSemi normovanymi polynomy s realnymi koeficienty, které maji jednoduchy koren —g a

dvojnasobny kofen 3 4 2i, naleznéte polynom nejmensiho stupné. Rozlozte tento polynom na ireduci-
bilni polynomy nad Q,R, C.

27 — Bzt 4 5827 436 24 1172 + 182 ]

[QR (x + )(x —6m+13) ]

[C:(x+3)( 3—{—2@) (x —3—2i)? ]

16. Uréete viechny koteny polynomu f = 2% — 725 +202* — 3023 + 3722 — 552 + 50 € C[z], vite-li, ze
mé dvojndsobny kofen 2 — i. RozlozZte jej na ireducibilni faktory postupné nad Q, R, C.

20,2 —i,2+0,2+i,— 5+ ¥i, -1 — ¥Tj ]

QR : (m2—4x+5) (z? +x+2)]

[C:(x—2+0)2(x—2—0)2(x+ 1 — i)z + L + i) ]

17. Mezi vSemi normovanymi polynomy s redlnymi koeficienty, které maji dvojnasobny koten % a
dvojnasobny koren k naleznéte polynom nejmensiho stupné. Zapiste rozklad tohoto polynomu na
ireducibilni faktory postupné nad Q, R, C:
a) k=1—1,
(26 — 5o + Dzt — 1723 + 142% — 62 + 1 ]



QR :(z—1)%(2? — 22 +2)? ]
[C:(z—3)2(x—1+0)2(x—1—14)?]
b) k=1—2i.
[0 — 5a® + Bat — 350% + Lz? — 302 + 2 ]
[Q,R: (z —3)*(z* — 22 +5)° ]
[(z— $)%(x —1+2i)*(z — 1 —2i)? ]

18. Naleznéte viechny kofeny polynomu z# + 422 + x 4+ 6 € C[z] a urcete jejich nasobnost, vite-li, Ze

jednim z kofent je ¢islo #ﬁ

[—1+i\/7 —1—i/7 14411 1—1‘\/11]
2 2 7 2 T 2

19. Vime, Ze polynom f = 45 — 42° + 42* — 423 4 522 — 3z + 1 € C[x] m4 dvojnésobny koien % + %z
Urcete zbyvajici kofeny polynomu f.

3 9]

+ 3
20. Uved'te priklad polynomu v R[z], resp. v Z[z], jehoz kofenem je
a) 1+1,
Rlz], Z]x] : 2% — 2z + 2]
b) 2 4 /31,

c) V3 — 5i.

[R[z], Z[z] : 22 — 42 + 27 ]
[Rz], Z[x] : 2* + 442% + 784; R[z] : 22 — 2v/3x + 28 |

Polynomy nad 7Z,

21. Naleznéte viechny kofeny polynomu x® + 5z* — 22 — x4+ 3 v Z7.
[[1]7, [5]7, [5]7, [6]7, [6]7 ]

22. Urcete v8echny ireducibilni polynomy nad

a) Zg stupné mensiho nez 5, [t, x4+ 1,22 +zx+ 1,22+ + 1,22+ 22 + Lot o+ 1,2 + 23 +
Lzt +22 +22+24+1]

b) Zs stupné mensitho nez 4. [z,2+ 1,0+ 2,220,202 + 1,20 + 2,22 + 1,222 + 2,22 + o + 2,22 +
20 4+2,202 + x4+ 1,222+ 20+ 1,23 + 20 + 1,223 + o+ 2,23 + 20+ 2,223 + o + 1, 23 + 22 + 2,223 +
202+ 1,23 + 222 + 1,203 + 22 + 2,2 + 22+ + 2,203 + 222 + 20 + 1, 23 + 2% + 20 4+ 1,223 + 222 +
r+2, 28 202+ + 1,208 + 22+ 22+ 2,03 + 202 + 22+ 2,203 + a2+ + 1]

23. Naleznéte viechny kotfeny polynomu z8 — 2% — 2% — 23 — 22 —x + 1 € Z3[x] v Z3[z] a urcete jejich
néasobnost.
[[(—1]s, [-1]3, [-1]3, [-1]3, [1]3, [1]35 ]

24. Uréete néjaky prvek a € Zs takovy, ze polynom x> + 22 4+ ax + 1 je ireducibilni nad Zs.
[a € {[0]5, [3]5, [4]5} ]

25. Uréete viechny prvky a € Zz, pro které je polynom 22 + z? + x + a ireducibilni nad Z.

la € {[2]7, [5]7} ]

26. Udejte priklad polynomu
a) g € Zs|x], ktery je stupné 5, méa dvojndsobny kofen 2 a zadné jiné kofeny nemd, [z3 + 22 + 2 +3
]

b) g € Zy[x], ktery je stupné 5, neni ireducibilni a nem4a zadny koren, [ + 2 +1]
c) g € Zs[x], ktery je stupné 4, neni ireducibilni a nemé zidny kofen, [z% 4222 + 1]



d) g € Zs|x], ktery je stupné 5, neni ireducibilni a nem4 zddny koten, [+ 2t + 223 + 24 2]
e) g € Zs|x], ktery je stupné 6, ma dvojndsobny kofen 2, jednoduchy kotren 4 a ktery nemd zadné

dalsi koteny. [ +22° +32% 4223 + 422 + 2 — 1]

27. Rozlozte polynomy na ireducibilni faktory.
a) 2% + 2% + 22 —l—leZg[m] [(x3+x2+1)(m2+x+1)(m+1)]
b) z” +3£C + 225 — 2 + 323 — 22 + 2+ 1 € Zs|x] [(x 4+ 1)%(z +2)3(2® +2) ]
c)m + 2t + 23 + 22 —i—ﬂc—i—lEZz[] [(w—l—l)(w —i—x—i—l)?]
d) 27 — 25 + 22* —i—x — 2% +2 € Zs[7] [(x +2)(z + 1)%(22 + 2)(z% + 3) ]
e) 25+ xt + 23 — 22 + 1 € Zs3x] [(z —1)(2% —2 - 1) (2% +1) ]
f) ot + 23 +m+1eZ2[] [(2? +x+1)(x+1)2]
g) 2% + 32 + x + 3 € Zs[7] [(z+2)(z? +2+1)(2? +22+4) ]
h) 25 4+ 23 + 222 + 2 [(z+2)(2? + 2+ 4) (22 + 22 +4) ]

Eisensteinovo kritérium

28. Ukazte, ze polynom f(z) je ireducibilni nad Q:
a) f(z) =x" +p; n € N, p je prvocislo,
[plyne z E. k. volbou prvocisla p ]
b) f(z) = 25 + 23 + 1.
[f(z)=(z—1)°5+6(x—1)°+15(z—1)*+21(z —1)3+18(x —1)2 +9(x — 1) + 3 ]
[plyne z E. k. volbou prvoéisla p = 3 |

2

29. Najdéte n € N takové, ze polynom z“ — n je ireducibilni nad Q, ale nespliuje podminku Eisen-

steinova kritéria.

30. Najdéte n € N tak, aby polynom p(x) = 2" +n
a) byl ireducibilni nad Q,

b) nebyl ireducibilni nad Q.
n=4:px)=2*+4= (22 + 22 +2)(z? — 22+ 2),
n=27:p(x) =22 +27 = (2° + 3)(z'® — 32° + 9) |

31. Uréete, ktery z polynomit f(z) = 2% + 323 — 9z + 3 € Z[z] a g(x) = 2* + 42 + 52 — 3 € Z[7]

je ireducibilni nad Z a ktery lze nad Z rozlozit na sou¢in polynomu niz$tho stupné. Napiste rozklady
polynomu f a g na ireducibilni faktory nad Z.

[f je ireducibilni: f(x) = 2® + 323 — 9z + 3, plyne z E. k. prop =3 ]

[g nent ireducibilni: g(x) = (v? + z — 1)(2> + 32 + 3) ]

Euklidav aloritmus, Bezoutova rovnost

32. Naleznéte polynomy f(z), g(x) € Q[z], které jsou stupné 3, kazdy z nich ma alespon jeden alespon
dvojnasobny kofen a jejich nejvétsi spolecny délitel je:
a) ¥2 + 1z — 6,
[f(x) =23 —2? 82+ 12 = (v —2)%(x +3);9(z) = 2> + 42? — 32 — 18 = (v — 2)(z + 3)? |
b) 22+ x — 2,
[f(x) =23 -3z +2=(r—1)%(x+2);9(x) =23 +32%2 —4 = (z — 1)(z +2)? ]
c) 2%+ 2x — 3.
[f(x)=a3+22-bx+3=(r—1)%(x+3);9(x) =2 +52°+32 - 9= (z — 1)(x + 3)? ]



Vyjadrete nejvétsi spoleény délitel polynomu f, g Bezoutovou rovnosti.
[ +2—6=f(=%) +g5;0® + 2 —2=f(—5) +g5:2> + 20 =3 = f(—}) + 97 ]

33. Naleznéte polynomy f(x), g(z) € Q[z], které jsou stupné 4, kazdy z nich m4 alespon jeden alespon
trojnasobny kofen a jejich nejvétsi spolecny délitel je:

a) 22+ 1 -2, [f(x) =2 — 2% - 322+ 50 -2 = (z — 1)3(x + 3); g(z) = 2* + 523 + 622 — 42 — 8 =
(& - 1) +3)° ]

b) 224223, [f(z) = 2* 622 +8r—3 = (x—1)3(x+2); g(z) = 24+ 823+ 18227 = (z—1)(z+2)?
]

]

Vyjadiete nejvétsi spolecny délitel polynomit f, g Bezoutovou rovnosti.
1 5 1 3 9 [.%'21+1'—32:f(%f’+2_?7g+g(_%x+%)7x2+2x_3:
FEr+2) +g(-r+3)a? -2 -3=f(Er+3)+9-sz+2) ]

c) 22 —22—3. [f(z) = 2* 823 +1822 —27 = (z—3)3(z+1);9(x) = 2* - 62282 -3 = (z—3)(z+1)3

34. Pro dané dvojice polynomu f,g € R[z] najdéte normovany polynom, ktery je jejich nejvétsim
spoletnym délitelem. Najdéte koeficienty do ptislusné Bezoutovy rovnosti.
a) f=a*+1,g=23-1
(,9) = 1= #(ha® ~ Jo+ }) +o(- 3o+ Fa? o )|
b) f=a*+323 2% 42— 3,9 =32 +102% + 22— 3
2
[(f,9)=2+3=f(Rz—1) +g(—% + 32) ]
c) f=a® 5z + 423 + 822 -8z — 3,9 =2 — 223 — T2® + 82+ 3
(f.9) =2* =30 —1=f(Go+g) +g(-52> + 52 +35) ]

Nasobné koieny

35. Naleznéte vSechny aspon dvojnasobné kofeny polynomu:
a) % + 625 + 152* + 2023 + 1222 — 4,
[-14+4,—-1—1]
b) z* — 223 — 22 + 22 + 1,
552,52
c) z* + 623 + 722 — 62 + 1.

[73+\/ﬁ —3—/13 ]
2 ) 2

36. Rozlozte v C[z] na linedrni faktory polynom
a) xt + 2ix® + 2% + 2ix + 1, vite-li, Ze ma dvojnasobny koien,

ot

(@~ 3+ @~ 5~ %)
b) z* 4 622 — 8iz — 3, vite-li, Ze m4 trojndsobny koien.
[(z —)3(z + 31) ]
c) ot — 42% + 162 + 32, vite-li, Ze m4 alespon jeden kofen vicendsobny.
[(x +2)*(z — 2 + 2i)(x — 2 — 2i) ]
d) 25 + 1023 — 20iz? — 152 + 44, vite-li, ze m4 ¢tyindsobny kofen.
[(z —i)*(z + 41) ]
e) 3 — 6ix + 4 — 44, vite-li, zZe ma dvojndsobny koten.
[(x4+1414)%(x —2—2i) ]
f) 2* + 622 + iz — 3, vite-li, Ze m4 trojnasobny kofen.

[(z +1)3(z — 3i) ]



Faktorové okruhy

37. Bud ¢ € C koien polynomu f = 23 — x — 2 € Q[z] stupné. Vyjadiete prvky e ', (1 +¢)3 a
(€2 + 3¢ —1)"2 ve tvaru ag + ay - € + az - €2, kde ag, a1, as € Q.

38. Bud ¢ € C kofen polynomu f = z* + 222 — 4z + 2 € Q[z]. Vyjadiete &isla e !, 8 a (2 +e+1)7!
ve tvaru ag + a1 -€+as- €2 +ag- €, kdea; e Qproi=0,...,3.

39. Bud f = 22+ [1]3 € Z3[z]. Dokaite, ze Fg = Z3[z]/(f) je 9-prvkové téleso. Oznaéme a € Fg prvek
a=o+(f)
Urcete ag,a = 1 € Z takové, ze

i) [aols + [a1]3 - oo = o

ii) [aols + [a1]3 - = (a4 [1]3) "

40. Bud f = 2* + 23 + 1 € Zy[z] a oznaéme Fi6 = Zo|x]/(f) piislusné téleso. Oznacme o € Fyg prvek
a=z+(f).
Urcete a; € Zs pro i = 0,1,2,3 takové, ze

ii) ag+ar-a+--+azg-ad=(a?+1)"1

41. Bud f = 2 — 2+ [2]5 € Zs[z] a necht Fy95 = Zs[z]/(f) je 125-prvkové téleso. Oznac¢me o € Fyo5
prvek a = z + (f). Urcete a,b, c € Z takova, ze

i) [als 4 [0]5 - o+ [c]5 - @ = @,

i) [a]s + b5 - a+[ds - a® = (a* +a+1)7L.



