
Sb́ırka př́ıklad̊u z okruh̊u a polynomů – Algebra I

Okruhy, podokruhy, obor integrity, těleso, homomorfismus

1. Rozhodněte, zda daná množina M je podokruhem okruhu (C,+, ·):
a) M = {a+ 2i | a ∈ R}, [ne ]
b) M = {a+ 2i | a ∈ C}, [ano ]
c) M = {a+ bi | a ∈ R, b ∈ N}, [ne ]
d) M = {3a+ bi | a ∈ Z, b ∈ Z}, [ne ]
e) M = {a+ 2bi | a ∈ Z, b ∈ Z}, [ano ]
f) M = { a

2k
| a ∈ Z, k ∈ N}. [ano ]

2. Necht’ (R,+, ·) je komutativńı okruh. Rozhodněte, zda je okruh taky
a) (R,+,�), kde � je operace definovaná vztahem a � b = a · b+ b · a pro libovolné a, b ∈ R, [Ne ]
b) (R,+,+). [Ne ]

3. Rozhodněte, zda daná podmnožina A okruhu racionálńıch č́ısel (Q,+, ·) je okruh, př́ıpadně obor
integrity. Jde-li o okruh, charakterizujte jeho invertibilńı prvky.

a) A = {pq | p ∈ Z, q ∈ N, 3 - q} [obor integrity; inv. prvky: p
q , kde p, q ∈ Z, 3 - p, q ]

b) A = {m3n | m ∈ Z, n ∈ N} [obor integrity; inv. prvky: ±3k, kde k ∈ Z ]
c) A = {m6n | m ∈ Z, n ∈ N} [obor integrity; inv. prvky: ±2k · 3l, kde k, l ∈ Z ]

4. Rozhodněte, zda (M,⊕,�) je okruh, obor integrity, těleso:
a) M = Z,x⊕ y = x+ y − 1, x� y = x · y − 1 [nic ]
b) M = Z, x⊕ y = x+ y − 1, x� y = x+ y − xy [obor integrity ]
c) M = Q, operace jako v b) [těleso ]
d) M = Q×Q, (x, y)⊕ (u, v) = (x+ u, y + v), (x, y)� (u, v) = (xu+ 2yv, xv + yu) [těleso ]
e) M = Z2 × Z2, (x, y)⊕ (u, v) = (x+ u, y + v), (x, y)� (u, v) = (xu+ yv, xv + yu+ yv) [těleso ]

5. Rozhodněte, zda zobrazeńı f : C→ C je homomorfismus okruhu (C,+, ·) do okruhu (C,+, ·), je-li
pro a, b ∈ R dáno:

a) f(a+ bi) = a+ b, [Ne ]
b) f(a+ bi) = a2 + b2, [Ne ]
c) f(a+ bi) = a− bi. [Ano ]

6. Určete, zda je okruh (Z2,+, ·)× (Z3,+, ·) oborem integrity. Je izomorfńı s okruhem (Z6,+, ·)?

7. Dokažte, že okruh (Z,⊕,�) z př́ıkladu 4 b) je izomorfńı s okruhem (Z,+, ·).

8. Určete všechny čtveřice (a, b, c, d) ∈ R4 takové, že předpis α(r + si) = (ar + bs) + (cr + ds)i,
pro r, s ∈ R, definuje homomorfismus α : C → C okruhu C do sebe. Pro které z nich se jedná o
izomorfismus?

9. Bud’ Q(
√

3) = {a + b
√

3 | a, b ∈ Q} podokruh okruhu (R,+, ·). Ukažte, že (Q(
√

3),+, ·) je těleso.
Dokažte, že libovolný okruhový homomorfismus α : Q(

√
3)→ C je identický na množině racionálńıch

č́ısel, tj. ∀r ∈ Q : α(r) = r. Popǐste všechny okruhové homomorfismy α : Q(
√

3) → C. Které z nich
jsou izomorfismy?
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Děleńı v okruźıch polynomů

10. V Q[x] dělte se zbytkem polynomy
a) (x5 + x3 − 2x+ 1) : (−x3 + x+ 1), [pod́ıl: −x2 − 2, zbytek: x2 + 3 ]
b) (3x3 + 10x2 + 2x− 3) : (5x2 + 25x+ 30), [pod́ıl: 3

5x− 1, zbytek: 9x+ 27 ]
c) (12x4 + 3x3 − 4x+ 3) : (2x2 − 1), [pod́ıl: 6x2 + 3

2x+ 3, zbytek: −5
2x+ 6 ]

d) (x6 + x4 + x2 + 1) : (x2 − x+ 1). [pod́ıl: x4 + x3 + x2, zbytek: 1 ]

11. V Q[x] dělte se zbytkem polynomy:
a) (2x3 + 3x2 − 4x+ 5) : (x− 2), [pod́ıl: 2x2 + 7x+ 10, zbytek: 25 ]
b) (4x4 − 3x2 − x+ 2) : (3x+ 1). [pod́ıl: 4

3x
3 − 4

9x
2 − 23

27x−
4
81 , zbytek: 166

81 ]

Kořeny polynomů

12. Uvažme polynom f(x) = x6 − 6x5 + 9x4 + 8x3 − 24x2 + 16 ∈ Q[x]. Dokažte, že c = 2 je kořenem
polynomu f a určete jeho násobnost n.

[n = 4 ]

13. Určete hodnotu koeficientu a ∈ Q tak, aby polynom f = x5−ax2−ax+1 ∈ Q[x] měl dvojnásobný
kořen c = −1.

[a = −5 ]

14. Dokažte, že pro každé n ∈ N je c = 1 dvojnásobným kořenem polynomu nxn+1 − (n+ 1)xn + 1 ∈
Z[x].

Taylor̊uv rozvoj polynomu

15. Vyjádřete polynom f(x) = x4 + 2x3 − 3x2 − 4x+ 1 v mocninách lineárńıho polynomu x+ 1.
[f(x) = (x+ 1)4 − 2(x+ 1)3 − 3(x+ 1)2 + 4(x+ 1) + 1 ]

16. Vyjádřete polynom f(x) = (x−2)4+4(x−2)3+6(x−2)2+10(x−2)+20 bez poč́ıtáńı jednotlivých
mocnin polynomu x− 2.

[f(x) = x4 − 4x3 + 6x2 + 2x+ 8 ]

Racionálńı kořeny polynomů

17. Nalezněte všechny racionálńı kořeny polynomu v C[x] a určete jejich násobnost.
a) 12x6 + 8x5 − 85x4 + 15x3 + 55x2 + x− 6

[1, 2,−3,−1
2 ,−

1
2 ,

1
3 ]

b) 4x7 − 16x6 + x5 + 55x4 − 35x3 − 38x2 + 12x+ 8
[2, 2, 2,−1

2 ,−
1
2 ]

c) 4x7 − 23x5 + 17x4 + 31x3 − 49x2 + 24x− 4
[1, 1, 1, 12 ,

1
2 ,−2,−2 ]

d) 2x7 − 3x6 − 20x5 − x4 + 66x3 + 91x2 + 48x+ 9
[3, 3,−1

2 ,−1,−1,−1,−1 ]
e) 4x5 + 8x4 − 27x3 − 79x2 − 56x− 12

[3,−2,−2,−1
2 ,−

1
2 ]

f) 4x5 − 35x3 + 15x2 + 40x+ 12
[−3, 2, 2,−1

2 ,−
1
2 ]

g) x3 − 5
6x

2 − 1
2x+ 1

3
[−2

3 ,
1
2 , 1 ]
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h) 5x3 − 8x2 + 11x+ 6
[−2

5 ]
i) 12x4 − 7x3 − 19x2 − 3x+ 2

[−2
3 ,

1
4 ]

j) 3x5 − x4 + 1
3x

3 − 8
3x

2 + 4
3x

[0, 23 ,
2
3 ]

k) 6x4 + x3 + x2 − 16x− 12
[−2

3 ,
3
2 ]

l) 9x6 − 21x5 − 17x4 + 15x3 − 42x2 − 34x− 6
[−1

3 ,−
1
3 , 3 ]

m) 4x6 − 12x5 + 9x4 − 12x2 + 36x− 27
[32 ,

3
2 ]

n) 2x7 − 3x6 − 8x5 + 6x4 + 10x3 + x2 + 4x+ 4
[2, 2,−1,−1,−1 ]

o) x4 + x3 − 2x2 − 3x− 1
[−1,−1 ]

p) x5 − 4x4 + 4x3 + 2x2 − 5x+ 2
[−1, 1, 1, 1, 2 ]

q) f = 12x7 − 56x6 + 115x5 − 141x4 + 103x3 − 35x2 − 3x+ 9
[−1

3 ,
3
2 ,

3
2 ]

r) g = 8x7 − 44x6 + 70x5 − 17x4 − 24x3 + 10x2 + 2x− 1
[12 ,

1
2 ,

1
2 ]

18. Určete takové a ∈ C, pro něž má polynom f = 2x6− x5− 11x4− x3 + ax2 + 2ax+ 8 ∈ C[x] kořen
2. Pro toto a určete všechny racionálńı kořeny polynomu f včetně násobnost́ı.

[a = 10; kořeny: 2, 2,−2,−1
2 ]

19. Určete všechna a ∈ Z, pro něž má polynom x4 + 2x3 − 3x2 + ax− 4 racionálńı kořen. [a ∈
{−83,−8, 4, 19} ]

Komplexńı kořeny polynomů

20. Určete všechna komplexńı řešeńı rovnice xn = 2 pro n ∈ N.
[ n
√

2(cos 2kπ
n + i sin 2kπ

n ); k = 0, . . . , n− 1 ]

21. Nalezněte rovnici, jej́ıž všechna komplexńı řešeńı tvoř́ı v Gaussově rovině rovnostranný trojúhelńık
se středem v nule a jedńım vrcholem v i.

[x3 = −i ]

22. Řešte v C kvadratickou rovnici x2 + (1 + 3i)x+ i− 2 = 0.
[−i,−1− 2i ]

23. Určete všechna komplexńı řešeńı rovnice x4 + x3 + x2 + x+ 1 = 0.
[Jsou to páté odmocniny z jedné, r̊uzné od 1; tj. xk = cos 2kπ

5 +i sin 2kπ
5 , k = 1, 2, 3, 4. Jinak zapsáno:

x1 =
√
5−1
4 +

√
10+2

√
5

4 i, x2 = −
√
5+1
4 +

√
10−2

√
5

4 i, x3 = −
√
5+1
4 −

√
10−2

√
5

4 i, x4 =
√
5−1
4 −

√
10+2

√
5

4 i ]
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Rozklad polynomů

24. Napǐste rozklad polynomu na součin ireducibilńıch faktor̊u postupně nad Q,R,C:
a) x3 − 5

6x
2 − 1

2x+ 1
3

[Q,R,C : (x+ 2
3)(x− 1

2)(x− 1) ]
b) 5x3 − 8x2 + 11x+ 6

[Q,R : 5(x+ 2
5)(x2 − 2x+ 3) ]

[C : 5(x+ 2
5)(x− 1− i

√
2)(x− 1 + i

√
2) ]

c) 12x4 − 7x3 − 19x2 − 3x+ 2
[Q : 12(x+ 2

3)(x− 1
4)(x2 − x− 1) ]

[R,C : 12(x+ 2
3)(x− 1

4)(x− 1
2 −

√
5
2 )(x− 1

2 +
√
5
2 ) ]

d) 3x5 − x4 + 1
3x

3 − 8
3x

2 + 4
3x

[Q,R : 3x(x− 2
3)2(x2 + x+ 1) ]

[C : 3x(x− 2
3)2(x+ 1

2 −
i
√
3

2 )(x+ 1
2 + i

√
3

2 ) ]
e) 6x4 + x3 + x2 − 16x− 12

[Q,R : 6(x+ 2
3)(x− 3

2)(x2 + x+ 2) ]

[C : 6(x+ 2
3)(x− 3

2)(x+ 1
2 −

i
√
7

2 )(x+ 1
2 + i

√
7

2 ) ]
f) 4x6 − 12x5 + 9x4 − 12x2 + 36x− 27

[Q : 4(x− 3
2)2(x4 − 3) ]

[R : 4(x− 3
2)2(x+ 4

√
3)(x− 4

√
3)(x2 +

√
3) ]

[C : 4(x− 3
2)2(x+ 4

√
3)(x− 4

√
3)(x− i 4

√
3)(x+ i 4

√
3) ]

g) 9x6 − 21x5 − 17x4 + 15x3 − 42x2 − 34x− 6
[Q : (3x+ 1)2(x− 3)(x3 + 2) ]

[R : (3x+ 1)2(x− 3)(x+ 3
√

2)(x2 − 3
√

2x+ 3
√

4) ]

[C : (3x+ 1)2(x− 3)(x+ 3
√

2)(x−
3√2
2 − i

3√2
√
3

2 )((x−
3√2
2 − i

3√2
√
3

2 )) ]

25. Napǐste rozklady na součin ireducibilńıch polynomů postupně nad C,R,Q těch polynomů z
Př́ıkladu 17, u kterých znáte dostatek racionálńıch kořen̊u.

26. Určete všechny kořeny polynomu f , v́ıte-li, že má tři kořeny racionálńı. Rozložte f na ireducibilńı
faktory postupně nad Q,R,C:

a) f(x) = 4x5 − 4x4 − 5x3 − 7x2 + x+ 2 ∈ C[x],

[2, 12 ,−
1
2 ,−

1
2 +

√
3
2 ,−

1
2 −

√
3
2 ]

[Q,R : (x− 2)(2x− 1)(2x+ 1)(x2 + x+ 1) ]

[C : (x− 2)(2x− 1)(2x+ 1)(x+ 1
2 +

√
3
2 i)(x+ 1

2 −
√
3
2 i) ]

b) f(x) = 4x5 − 12x4 − 13x3 − 13x2 + 3x+ 4 ∈ C[x].

[4, 12 ,−
1
2 ,−

1
2 +

√
3
2 ,−

1
2 −

√
3
2 ]

[Q,R : (x− 4)(2x− 1)(2x+ 1)(x2 + x+ 1) ]

[C : (x− 4)(2x− 1)(2x+ 1)(x+ 1
2 +

√
3
2 i)(x+ 1

2 −
√
3
2 i) ]

Komplexně sdružené kořeny

27. Určete všechny kořeny polynomu f = x7 − 4x6 + 8x5 − 7x4 + 8x2 − 8x+ 4 ∈ C[x], v́ıte-li, že má
dvojnásobný kořen 1 + i. Rozložte tento polynom na ireducibilńı faktory postupně nad Q,R,C.

[1 + i, 1 + i, 1− i, 1− i,−1, 12 +
√
3
2 i,

1
2 −

√
3
2 i ]

[Q,R : (x+ 1)(x2 − x+ 1)(x2 − 2x+ 2)2 ]

[C : (x+ 1)(x− 1 + i)2(x− 1− i)2(x− 1
2 +

√
3
2 i)(x−

1
2 −

√
3
2 i) ]
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28. Mezi všemi normovanými polynomy s reálnými koeficienty, které maj́ı jednoduchý kořen −1
3 a

dvojnásobný kořen 3 + 2i, nalezněte polynom nejmenš́ıho stupně. Rozložte tento polynom na ireduci-
bilńı polynomy nad Q,R,C.

[x5 − 35
3 x

4 + 58x3 − 406
3 x

2 + 117x+ 169
3 ]

[Q,R : (x+ 1
3)(x2 − 6x+ 13)2 ]

[C : (x+ 1
3)(x− 3 + 2i)2(x− 3− 2i)2 ]

29. Určete všechny kořeny polynomu f = x6− 7x5 + 20x4− 30x3 + 37x2− 55x+ 50 ∈ C[x], v́ıte-li, že
má dvojnásobný kořen 2− i. Rozložte jej na ireducibilńı faktory postupně nad Q,R,C.

[2− i, 2− i, 2 + i, 2 + i,−1
2 +

√
7
2 i,−

1
2 −

√
7
2 i ]

[Q,R : (x2 − 4x+ 5)2(x2 + x+ 2) ]

[C : (x− 2 + i)2(x− 2− i)2(x+ 1
2 −

√
7
2 i)(x+ 1

2 +
√
7
2 i) ]

30. Mezi všemi normovanými polynomy s reálnými koeficienty, které maj́ı dvojnásobný kořen 1
2 a

dvojnásobný kořen k nalezněte polynom nejmenš́ıho stupně. Zapǐste rozklad tohoto polynomu na
ireducibilńı faktory postupně nad Q,R,C:

a) k = 1− i,
[x6 − 5x5 + 49

4 x
4 − 17x3 + 14x2 − 6x+ 1 ]

[Q,R : (x− 1
2)2(x2 − 2x+ 2)2 ]

[C : (x− 1
2)2(x− 1 + i)2(x− 1− i)2 ]

b) k = 1− 2i.
[x6 − 5x5 + 73

4 x
4 − 35x3 + 97

2 x
2 − 30x+ 25

4 ]
[Q,R : (x− 1

2)2(x2 − 2x+ 5)2 ]
[(x− 1

2)2(x− 1 + 2i)2(x− 1− 2i)2 ]

31. Nalezněte všechny kořeny polynomu x4 + 4x2 + x+ 6 ∈ C[x] a určete jejich násobnost, v́ıte-li, že

jedńım z kořen̊u je č́ıslo −1+i
√
7

2 .

[−1+i
√
7

2 , −1−i
√
7

2 , 1+i
√
11

2 , 1−i
√
11

2 ]

32. Vı́me, že polynom f = 4x6− 4x5 + 4x4− 4x3 + 5x2− 3x+ 1 ∈ C[x] má dvojnásobný kořen 1
2 + 1

2 i.
Určete zbývaj́ıćı kořeny polynomu f .

[12 −
1
2 i,

1
2 −

1
2 i,−

1
2 +

√
3
2 i,−

1
2 −

√
3
2 i ]

33. Uved’te př́ıklad polynomu v R[x], resp. v Z[x], jehož kořenem je
a) 1 + i,

[R[x],Z[x] : x2 − 2x+ 2 ]
b) 2 +

√
3i,

[R[x],Z[x] : x2 − 4x+ 27 ]
c)
√

3− 5i.
[R[x],Z[x] : x4 + 44x2 + 784;R[x] : x2 − 2

√
3x+ 28 ]

Polynomy nad Zp

34. Nalezněte všechny kořeny polynomu x5 + 5x4 − x2 − x+ 3 v Z7.
[[1]7, [5]7, [5]7, [6]7, [6]7 ]

35. Určete všechny ireducibilńı polynomy nad
a) Z2 stupně menš́ıho než 5, [x, x+ 1, x2 + x+ 1, x3 + x+ 1, x3 + x2 + 1, x4 + x+ 1, x4 + x3 +

1, x4 + x3 + x2 + x+ 1 ]
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b) Z3 stupně menš́ıho než 4. [x, x+ 1, x+ 2, 2x, 2x+ 1, 2x+ 2, x2 + 1, 2x2 + 2, x2 + x+ 2, x2 +
2x+ 2, 2x2 + x+ 1, 2x2 + 2x+ 1, x3 + 2x+ 1, 2x3 + x+ 2, x3 + 2x+ 2, 2x3 + x+ 1, x3 + x2 + 2, 2x3 +
2x2 + 1, x3 + 2x2 + 1, 2x3 + x2 + 2, x3 + x2 + x+ 2, 2x3 + 2x2 + 2x+ 1, x3 + x2 + 2x+ 1, 2x3 + 2x2 +
x+ 2, x3 + 2x2 + x+ 1, 2x3 + x2 + 2x+ 2, x3 + 2x2 + 2x+ 2, 2x3 + x2 + x+ 1 ]

36. Nalezněte všechny kořeny polynomu x6− x5− x4− x3− x2− x+ 1 ∈ Z3[x] v Z3[x] a určete jejich
násobnost.

[[−1]3, [−1]3, [−1]3, [−1]3, [1]3, [1]3 ]

37. Určete nějaký prvek a ∈ Z5 takový, že polynom x3 + x2 + ax+ 1 je ireducibilńı nad Z5.
[a ∈ {[0]5, [3]5, [4]5} ]

38. Určete všechny prvky a ∈ Z7, pro které je polynom x3 + x2 + x+ a ireducibilńı nad Z7.
[a ∈ {[2]7, [5]7} ]

39. Udejte př́ıklad polynomu
a) g ∈ Z5[x], který je stupně 5, má dvojnásobný kořen 2 a žádné jiné kořeny nemá, [x3 +x2 +x+ 3

]
b) g ∈ Z2[x], který je stupně 5, neńı ireducibilńı a nemá žádný kořen, [x5 + x4 + 1 ]
c) g ∈ Z3[x], který je stupně 4, neńı ireducibilńı a nemá žádný kořen, [x4 + 2x2 + 1 ]
d) g ∈ Z3[x], který je stupně 5, neńı ireducibilńı a nemá žádný kořen, [x5 + x4 + 2x3 + x+ 2 ]
e) g ∈ Z5[x], který je stupně 6, má dvojnásobný kořen 2, jednoduchý kořen 4 a který nemá žádné

daľśı kořeny. [x6 + 2x5 + 3x4 + 2x3 + 4x2 + x− 1 ]

40. Rozložte polynomy na ireducibilńı faktory.
a) x6 + x5 + x2 + 1 ∈ Z2[x] [(x3 + x2 + 1)(x2 + x+ 1)(x+ 1) ]
b) x7 + 3x6 + 2x5 − x4 + 3x3 − x2 + x+ 1 ∈ Z5[x] [(x+ 1)2(x+ 2)3(x2 + 2) ]
c) x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1 ∈ Z2[x] [(x+ 1)(x2 + x+ 1)2 ]
d) x7 − x6 + 2x4 + x3 − x2 + 2 ∈ Z5[x] [(x+ 2)(x+ 1)2(x2 + 2)(x2 + 3) ]
e) x5 + x4 + x3 − x2 + 1 ∈ Z3[x] [(x− 1)(x2 − x− 1)(x2 + 1) ]
f) x4 + x3 + x+ 1 ∈ Z2[x] [(x2 + x+ 1)(x+ 1)2 ]
g) x5 + 3x3 + x+ 3 ∈ Z5[x] [(x+ 2)(x2 + x+ 1)(x2 + 2x+ 4) ]
h) x5 + x3 + 2x2 + 2 [(x+ 2)(x2 + x+ 4)(x2 + 2x+ 4) ]

Eisensteinovo kritérium

41. Ukažte, že polynom f(x) je ireducibilńı nad Q:
a) f(x) = xn + p; n ∈ N, p je prvoč́ıslo,

[plyne z E. k. volbou prvoč́ısla p ]
b) f(x) = x6 + x3 + 1.

[f(x) = (x− 1)6 + 6(x− 1)5 + 15(x− 1)4 + 21(x− 1)3 + 18(x− 1)2 + 9(x− 1) + 3 ]
[plyne z E. k. volbou prvoč́ısla p = 3 ]

42. Najděte n ∈ N takové, že polynom x2 − n je ireducibilńı nad Q, ale nesplňuje podmı́nku Eisen-
steinova kritéria.

[n = 8 ]

43. Najděte n ∈ N tak, aby polynom p(x) = xn + n
a) byl ireducibilńı nad Q,

[n = 2 ]
b) nebyl ireducibilńı nad Q.

[n = 4 : p(x) = x4 + 4 = (x2 + 2x+ 2)(x2 − 2x+ 2),
n = 27 : p(x) = x27 + 27 = (x9 + 3)(x18 − 3x9 + 9) ]
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44. Určete, který z polynomů f(x) = x5 + 3x3 − 9x + 3 ∈ Z[x] a g(x) = x4 + 4x3 + 5x2 − 3 ∈ Z[x]
je ireducibilńı nad Z a který lze nad Z rozložit na součin polynomů nižš́ıho stupně. Napǐste rozklady
polynomů f a g na ireducibilńı faktory nad Z.

[f je ireducibilńı: f(x) = x5 + 3x3 − 9x+ 3, plyne z E. k. pro p = 3 ]
[g neńı ireducibilńı: g(x) = (x2 + x− 1)(x2 + 3x+ 3) ]

Euklid̊uv aloritmus, Bezoutova rovnost

45. Nalezněte polynomy f(x), g(x) ∈ Q[x], které jsou stupně 3, každý z nich má alespoň jeden alespoň
dvojnásobný kořen a jejich největš́ı společný dělitel je:

a) x2 + x− 6,
[f(x) = x3 − x2 − 8x+ 12 = (x− 2)2(x+ 3); g(x) = x3 + 4x2 − 3x− 18 = (x− 2)(x+ 3)2 ]

b) x2 + x− 2,
[f(x) = x3 − 3x+ 2 = (x− 1)2(x+ 2); g(x) = x3 + 3x2 − 4 = (x− 1)(x+ 2)2 ]

c) x2 + 2x− 3.
[f(x) = x3 + x2 − 5x+ 3 = (x− 1)2(x+ 3); g(x) = x3 + 5x2 + 3x− 9 = (x− 1)(x+ 3)2 ]

Vyjádřete největš́ı společný dělitel polynomů f, g Bezoutovou rovnost́ı.
[x2 + x− 6 = f(−1

5) + g 1
5 ;x2 + x− 2 = f(−1

3) + g 1
3 ;x2 + 2x− 3 = f(−1

4) + g 1
4 ]

46. Nalezněte polynomy f(x), g(x) ∈ Q[x], které jsou stupně 4, každý z nich má alespoň jeden alespoň
trojnásobný kořen a jejich největš́ı společný dělitel je:

a) x2 + x− 2, [f(x) = x4 − x3 − 3x2 + 5x− 2 = (x− 1)3(x+ 3); g(x) = x4 + 5x3 + 6x2 − 4x− 8 =
(x− 1)(x+ 3)3 ]

b) x2+2x−3, [f(x) = x4−6x2+8x−3 = (x−1)3(x+2); g(x) = x4+8x3+18x−27 = (x−1)(x+2)3

]
c) x2−2x−3. [f(x) = x4−8x3+18x2−27 = (x−3)3(x+1); g(x) = x4−6x2−8x−3 = (x−3)(x+1)3

]
Vyjádřete největš́ı společný dělitel polynomů f, g Bezoutovou rovnost́ı.

[x2 + x− 2 = f( 2
27x+ 7

27) + g(− 2
27x+ 5

27);x2 + 2x− 3 =
f( 1

32x+ 5
32) + g(− 1

32x+ 3
32);x2 − 2x− 3 = f( 1

32x+ 3
32) + g(− 1

32x+ 5
32) ]

47. Pro dané dvojice polynomů f, g ∈ R[x] najděte normovaný polynom, který je jejich největš́ım
společným dělitelem. Najděte koeficienty do př́ıslušné Bezoutovy rovnosti.

a) f = x4 + 1, g = x3 − 1
[(f, g) = 1 = f(12x

2 − 1
2x+ 1

2) + g(−1
2x

3 + 1
2x

2 − 1
2x−

1
2) ]

b) f = x4 + 3x3 − x2 − 4x− 3, g = 3x3 + 10x2 + 2x− 3

[(f, g) = x+ 3 = f(35x− 1) + g(−x2

5 + 2
5x) ]

c) f = x5 − 5x4 + 4x3 + 8x2 − 8x− 3, g = x4 − 2x3 − 7x2 + 8x+ 3
[(f, g) = x2 − 3x− 1 = f(59x+ 11

9 ) + g(−5
9x

2 + 4
9x+ 8

9) ]

Násobné kořeny

48. Nalezněte všechny aspoň dvojnásobné kořeny polynomu:
a) x6 + 6x5 + 15x4 + 20x3 + 12x2 − 4,

[−1 + i,−1− i ]
b) x4 − 2x3 − x2 + 2x+ 1,

[1+
√
5

2 , 1−
√
5

2 ]
c) x4 + 6x3 + 7x2 − 6x+ 1.

[−3+
√
13

2 , −3−
√
13

2 ]
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49. Rozložte v C[x] na lineárńı faktory polynom
a) x4 + 2ix3 + x2 + 2ix+ 1, v́ıte-li, že má dvojnásobný kořen,

[(x− 1
2 +

√
5
2 )2(x− 1

2 −
√
5
2 )2 ]

b) x4 + 6x2 − 8ix− 3, v́ıte-li, že má trojnásobný kořen.
[(x− i)3(x+ 3i) ]

c) x4 − 4x2 + 16x+ 32, v́ıte-li, že má alespoň jeden kořen v́ıcenásobný.
[(x+ 2)2(x− 2 + 2i)(x− 2− 2i) ]

d) x5 + 10x3 − 20ix2 − 15x+ 4i, v́ıte-li, že má čtyřnásobný kořen.
[(x− i)4(x+ 4i) ]

e) x3 − 6ix+ 4− 4i, v́ıte-li, že má dvojnásobný kořen.
[(x+ 1 + i)2(x− 2− 2i) ]

f) x4 + 6x2 + 8ix− 3, v́ıte-li, že má trojnásobný kořen.
[(x+ i)3(x− 3i) ]

Generovańı podokruh̊u a podtěles

50. Rozhodněte, zda následuj́ıćı podmnožina M okruhu komplexńıch č́ısel (C,+, ·) je okruh, obor
integrity, př́ıpadně těleso. Jde-li o okruh, charakterizujte jeho invertibilńı prvky.

a) M = {a+ bi | a, b ∈ Z} [obor integrity ]
b) M = {a+ b ·

√
5 | a, b ∈ Q} [těleso ]

c) M = {a+ b · 3
√

5 | a, b ∈ Q} [nic ]

d) M = {a+ b · 1+
√
3i

2 | a, b ∈ Q} [těleso ]

51. Určete, které prvky nálež́ı nejmenš́ımu podokruhu okruhu (C,+, ·) obsahuj́ıćımu č́ıslo a pro
a) a =

√
3, [k + l

√
3; k, l ∈ Z ]

b) a = 5
√

2, [k0 + k1
5
√

2 + k2
5
√

4 + k3
5
√

8 + k4
5
√

16; k0, k1, k2, k3, k4 ∈ Z ]
c) a = i, [k + li; k, l ∈ Z ]
d) a = cos 2π

3 + i sin 2π
3 = ξ3, [k0 + k1ξ3; k0, k1 ∈ Z ]

e) a = cos 2π
7 + i sin 2π

7 = ξ7, [k0 + k1ξ7 + . . .+ k5ξ
5
7 ; k0, k1, . . . , k5 ∈ Z ]

f) a = π, [k0 + k1π + . . .+ knπ
n;n ∈ N; k0, k1, . . . , kn ∈ Z ]

g) a =
√
n, [k + l

√
n; k, l ∈ Z ]

h) a = 3
√
n, [k0 + k1 3

√
n+ k2

3
√
n2; k0, k1, k2 ∈ Z ]

i) a =
√
ni. [k + l

√
ni; k, l ∈ Z ]

52. Pro prvky z př́ıkladu 51 najděte nejmenš́ı podtěleso tělesa (C,+, ·) obsahuj́ıćı daný prvek.

53. Nalezněte invertibilńı prvky okruhu ({a+ b · 1+
√
3i

2 | a, b ∈ Z},+, ·)
[1,−1, 1− ξ,−1 + ξ, ξ,−ξ, kde ξ = 1+

√
3i

2 ]

Faktorové okruhy

54. Bud’ ε ∈ C kořen polynomu f = x3 − x − 2 ∈ Q[x] stupně. Vyjádřete prvky ε−1 , (1 + ε)3 a
(ε2 + 3ε− 1)−2 ve tvaru a0 + a1 · ε+ a2 · ε2, kde a0, a1, a2 ∈ Q.

55. Bud’ ε ∈ C kořen polynomu f = x4 + 2x2 − 4x+ 2 ∈ Q[x]. Vyjádřete č́ısla ε−1, ε6 a (ε2 + ε+ 1)−1

ve tvaru a0 + a1 · ε+ a2 · ε2 + a3 · ε3, kde ai ∈ Q pro i = 0, . . . , 3.

56. Bud’ f = x2 +[1]3 ∈ Z3[x]. Dokažte, že F9 = Z3[x]/(f) je 9-prvkové těleso. Označme α ∈ F9 prvek
α = x+ (f).
Určete a0, a = 1 ∈ Z takové, že
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i) [a0]3 + [a1]3 · α = α4;

ii) [a0]3 + [a1]3 · α = (α+ [1]3)
−1.

57. Bud’ f = x4 + x3 + 1 ∈ Z2[x] a označme F16 = Z2[x]/(f) př́ıslušné těleso. Označme α ∈ F16 prvek
α = x+ (f).
Určete ai ∈ Z2 pro i = 0, 1, 2, 3 takové, že

i) a0 + a1 · α+ · · ·+ a3 · α3 = α6;

ii) a0 + a1 · α+ · · ·+ a3 · α3 = (α2 + 1)−1.

58. Bud’ f = x3 − x+ [2]5 ∈ Z5[x] a necht’ F125 = Z5[x]/(f) je 125-prvkové těleso. Označme α ∈ F125

prvek α = x+ (f). Určete a, b, c ∈ Z taková, že

i) [a]5 + [b]5 · α+ [c]5 · α2 = α5,

ii) [a]5 + [b]5 · α+ [c]5 · α2 = (α4 + α+ 1)−1.
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