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Uvod

Tento material by mél slouzit jako pomticka k praktickému procviceni latky pro-
birané v prvni ¢asti (Grupy) skript Ji Rosicky, Algebra. Pro piehlednost jsou
proto jednotlivé kapitoly pojmenovany a znaceny zcela totozné. Na tivod kazdé
7 nich jsou shrnuty nejdulezitéjsi fakta z teorie, jako véty, definice a podobné,
které pomohou pfi FeSeni nékterych priklad. V ¢ésti oznacené jako TEST jsou
shromézdény otazky na néz se odpovidd pouze ano nebo ne, otazky jsou for-
mulovany tak, Ze vyzZaduji pozorné piecteni. Pak nasleduje nékolik piikladd s
podrobné rozepsanym feSenim, na néz navazuji priklady bez feSeni, jejichz vy-
sledky jsou na konci celé publikace.

Piiklady jsem cerpal z téch, které jsme fesili na cvideni, ze starsich pisemek
doc. RNDr. R. Kucery, CSc. a ze sbirky Mgr. O. Klimy, PhD., jenz je vedoucim
mé bakalaiské prace a jemuz bych chtél podékovat za cenné pripominky pii
psani.



Grupy

1 Pojem grupy

Definice 1.1: MnoZina G spolu s operaci - se nazyva grupoid. Oznacujeme
jej symbolem (G, -). Grupoid nazveme komutativni, resp. asociativni, jestlize
je operace - komutativni, resp. asociativni. Asociativni grupoid se téz nazyva
pologrupa. [1, Definice 1.4 strana 7|

Definice 1.2: Prvek e € G se nazyva jednotkovym prvkem nebo téz neutrdlnim
prvkem grupoidu G, jestlize

pro libovolné a € G. [1, Definice 1.5 strana 8]
Véta 1.3:  Grupoid md nejvyse jeden jednotkovy prvek. [1, Véta 1.6 strana 8|

Véta 1.4: Bud G pologrupa s jednotkovgm prvkem, a € G. Pak eristuje nej-
vyse jeden prvek v G inverzni k a. [1, Véta 1.8 strana 8]

Definice 1.5: Grupoid G se nazjva grupa, jestlize je asociativni, mé jednot-
kovy prvek a k libovolnému jeho prvku existuje prvek inverzni.
[1, Definice 1.9 strana 8]

& & & &
Uloha i: Je dan grupoid (R, o), zjistéte jestli je asociativni, pfitom

zoy = (z+y)- (1+zy).

Reseni:
(zoy)oz = ((z-+y)-(1+ey)) oz = ((w+y)-(1+ay)+2) - (14 ((-+y) (o)) -2)
zo(yoz) = wo((y+2)-(11y2) = (w4 (u+2)-(11y2)) - (Lra-((wr2)-(LHy2)) )
Pokud dosadime napfiklad za x = —1,y = 1,z = 2, pak dostaneme dva rtizné
(2 a -64) vysledky. Grupoid tedy neni asociativni.
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Uloha ii: Rozhodnéte, zda je grupoid (G, o) grupa, kde G = Q* a pro libo-
volnd z,y € G plati zoy = |z - y|
Reseni:
e Je to pologrupa? ANO
Nechf z,y,2 € G pak z o (yoz)=zoly 2| = |z -y 2|
(oy)oz=lz-yloy=lz-y- 2|
e Neutrdlni prvek n? NE
Musime najit takovy prvek e € G, Ze pro libovolné z € G plati eo z =
=rzoe==x
Mégjme napiiklad z = —3, pak —30e = | — 3 - €| by se mé&lo rovnat —3,
hned vidime, Ze takové e neexistuje.
Tedy (G, ©) neni grupa.

Uloha iii: Rozhodnéte, zda je (M3(Z), +) grupa, popiipadé jestli je tato grupa
komutativni. (Symbol M3(Z) znad mnozinu vsech matic typu 2/2, jejiz prvky
jsou z mnoziny Z.)

Reseni:
¢ Jednd se o grupoid? ANO, protoZe + je operaci na mnoziné (Ms(Z), +).

¢ Jednd se o pologrupu? ANO, protoZe + je asociativni.

¢ Existuje neutralni prvek? ANO, je jim matice ( 0 >

e M4 kazdy prvek prvek inverzni? ANO, k matici ( Z > Jje to matice

(=)

TEST:
1. V kazdé pologrupé s neutralnim prvkem ke kazdému prvku existuje nej-
vise jeden prvek inverzni.

2. V kazdém grupoidu s neutralnim prvkem existuje ke kazdému prvku nej-
vise jeden prvek inverzni.

3. Kazdy grupoid mé pravé jeden neutralni prvek

& & & &



1. POJEM GRUPY 4

Priiklad 1.1: Je dédna mnozina G a operace o na této mnoziné. Rozhodnéte,
je-li (G, 0) grupoid.

a
b

C

) G =N a pro libovolné z,y € G plati zx oy = = — y,

) G =1{-1,0,1} a pro libovolné z,y € G plati z oy = z - y,

) G=1{-1,0,1} a pro libovolné z,y € G plati zx oy = = + y,

d) G ={1,2,3,5,10, 15, 20,30} a pro libovolné z,y € G plati zoy = (z,y),
kde (z,y), znadéi nejvétsi spolecny délitel cisel = a y.

Priklad 1.2: Dokazte vétu 1.3 a vétu 1.4.

Priklad 1.3: Na mnoziné G = {a,b,¢,d} je ddna operace o tabulkou. Roz-
hodnéte, zda je grupoid (G,o) komutativni, resp. asociativni, resp. jestli ma
neutralni prvek.

\9_9/
Q.0 o9lo
o0 0 o9
QR Q|
o o o o 0
QL & | &

=
QU O Q|0
Q T 0|
A e 8|
o o Q oo
Q.0 Q|

Priklad 1.4: Napiste multiplikativni tabulku grupy (G, ), kde G = {e, f, g},
kdyz vite, Zee- f =g

Priklad 1.5: Je ddna mnozina G = {a,b,c} a ¢isteénd tabulka operace o na
mnoziné G.

Dopliite tabulku tak, aby (G, o)

a) byl grupoid s neutralnim prvkem,
b)
¢) byla pologrupa,
d)

byl grupoid v némz mé kazdy prvek inverzi,

byla grupa.

Pfiklad 1.6: Necht G je libovolnd mnoZina, kterd mé alespoii dva prvky. Na
G definujeme operaci o takto: x oy = z, pro Va,y € G. Zjistéte jestli (G,o0)
je grupa, resp. pologrupa, je-li tato komutativni a ma neutralni prvek. Co se
zmeéni, jestlize bude mnozina G jednoprvkova?
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Priklad 1.7: Je ddn komutativni grupoid (G, o). Rozhodnéte, zda je (G, o)
komutativni grupou. Pfitom:

a = QT; o je ndsobeni &isel,

b Q5 zoy=lz-yl,

) G

) G=

Yy G={zeR|z#£0Az| <1}; o je ndsobeni ¢isel,
) G

)

)

¢)

d
e) G={a+b-i|a,be Z}; oje s¢itani komplexnich &isel,

=0,1);zoy=z+y—[z+yl,

f) G={a++V5-b-i|abeQA(a®+b%) #0}; o je nasobeni komplexnich
Cisel,

kde Q" zna&l mnozinu viech kladnjch racionalnich &sel resp. [z +y| znadi celou
¢ast redlného disla x + y, tj. nejvétsi celé Cislo, které neprevysuje dislo x + y.

Priklad 1.8: Uvazme mnozinu M = {(a,b) | a,b € R, a <0 < b} U0 otevie-
nych intervald redlnych cisel. Ukazte, Ze prinik N je operaci na této mnoziné.
Rozhodnéte, zda je operace M asociativni a zda existuje neutrdlni prvek. Je
(M,n) grupa?

Priklad 1.9: UvaZme mnozinu N = {(a,b) | a,b € R, a < 0 < b} oteviengch
intervald realnych cisel. Ukazte, Ze sjednoceni U je operaci na této mnoziné.
Rozhodnéte, zda je operace U asociativni a zda existuje neutrdlni prvek. Je
(N,U) grupa?

Priklad 1.10: Definujeme zobrazen{ f; : R — {0,1} — R — {0, 1} pro
1=1,2,...,6 takto:

fi(z) == falz) = % fa(z)=1—2x

fa(z) = ;55 Js(z) = =4 fo(z) = 4=
Vytvofte tabulku mnoziny G = {f1, f2fs, f1, f5, 6} s operaci skladani zobrazeni
a dokazte, Ze se jednd nekomutativni grupu.

Piiklad 1.11: Rozhodnéte, zda (Q,0), kde z oy =2 - (z-y+x +y)+ 1 pro
libovolné z,y € Q je grupa. Své tvrzeni dokazte.

Pi#iklad 1.12: Necht (G,0) je grupa a a néjaky jeji pevné zvoleny prvek.
Dokazte, Ze potom (G, o) je také grupa, kde operace ¢ je definovina pfedpisem
goh=goaoh.
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2 Permutace

Definice 2.1: Bud X mnozZina. Bijektivni zobrazeni mnoziny X na sebe nazy-
vame permutace mnoziny X. MnoZina vSech permutaci mnoziny X se oznacuje
symbolem S(X). [1, Definice 2.2 strana 10]

Véta 2.2:  KazZdou neidentickou permutaci mnoZiny {1, ..., n} lze rozloZit v sou-
&in navzdajem nezavislych cyklu. Tento rozklad je urcéen jednoznaéné, aZ na poradi
cykli. [1, Véta 2.5 strana 12]

Definice 2.3: Bud f permutace mnoZiny {1,...,n}. Rekneme, e uspofddan4
dvojice [i, 7] je énverze permutace f, jestlize 1 < 1 < 7 < n a f{i) > f(4).
Permutace f se nazyvé sudd nebo lichd podle toho, zda méa sudy nebo lichy pocet
inverzi. Parita p(f) permutace f se definuje rovna &islu 1, pokud permutace f
jesud4, a ¢islu —1, je-li f lich4. [1, Definice 2.7 strana 13]

Véta 2.4:  Soudin k transpozic je sudd permutace < k je sudé cislo. [1, Véta
2.8 strana 13]

Véta 2.5: Budte f, g permutace mnoZiny {1,...,n}. Pak

p(fog)=p(f) - plg)
[1, Véta 2.9 strana 13]

& & & &

. , 1 2 345 6 7 89 .
Uloha i: Je dana permutace f = ( 54192 39 7 6 8 >, zapiste
tuto permutaci, jako sloZeni navzéjem nezavislych cykla.

Reseni: Pri feseni postupujeme takto, vybereme napiiklad prvni prvek 1 a
do cyklu za néj zapiSeme prvek, na ktery se zobrazuje (1,5,7), za néj ten, na
néjz se zobrazuje (1,5,8,7) a tak pofad dal. Pokud se posledné zapsany prvek v
cyklu zobrazuje na prvn{ v cyklu, cyklus uzavieme (1,5, 3) a slozime ho s dalsim
nezévislym cyklem, ktery utvorime zcela analogicky z prvki, které jesté nejsou
v cyklech obsazeny. Prvek, ktery se zobrazuje sdm na sebe v takovémto zapisu
neuvadime. Celkovy vysledek je tedy

f=1(1,5,3)0(2,4) 0 (6,9,8)

Uloha ii: Jsou dany permutace

a) Zapiste tyto permutace jako sloZeni navzajem nezavislych cykli.

b) Spoctéte permutaci a o b.

c) Spoctéte permutaci a'®.
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d) Rozlozte permutaci b na soudin transpozic.
Reseni:
a) Jako v predeslém piikladé: a = (1,2,3) 0 (4,5),b = (1,4, 3,2)
b) Nejprve si permutace zapiSeme jako sloZeni nezavislych cykla a ty pak slozime
aob={(1,2,3)0(4,5) 0 (1,4, 3,2). Zatneme od prvniho cyklu (nejvice vpravo),
1 se podle né¢j zobrazi na 4, podle druhého piejde 4 na 5 a posledni necha 5
na 5 a tedy po prvnim kroku mame (1,5, 7) a pokrac¢ujeme, 5 se podle prvniho
neméni, podle druhého piejde na 4 a posledni nechava opét 4 na sebe samu,

po druhém projiti dostdvame tedy (1,5,4,7) a takto pokrac¢ujeme dél. Celkové
tedy dostaneme, Ze aob = (1,2,3) 0 (4,5) 0 (1,4,3,2) = (1,5,4)

¢) Opét si nejprve zapiSeme permutaci jako sloZeni nezavislych cykla. Poté mii-
zeme kazdy cyklus umoctiovat zvlast, tedy: a® = (1,2, 3) o (4,5)!°. Vime, Ze
pokud cyklus délky k& umocnime na n, takové, Ze k | n pfejde tento cyklus na
identitu, pak uz neni tézké ziskat vysledek

a® = (1,2,3)" 0 (4,5)'% = (1,2,3)>3 0 (4,5)7 3 = (4,5).

d)Jelikoz vime, Ze kaZdou permutaci lze zapsat jako soucin transpozic takto
(i17 e Zk) = (i17 Zk) O---0 (i17 23) (o] (i17 iz), pak tedy b— (17 2) e} (17 3) e} (17 4)

Uloha iii: Dokazte, ze permutace (s® o t!! 0 516 0 ¢13) je vidy suda.

Reseni:
Vyuzijme toho, Ze p(a™) = p(a)™ a tedy jakdkoli permutace umocnéna na sudé
¢islo je suda. Tedy:

p(s®) -p(tH) op(s'®) o (') =1 p(t'!) - 1-p(t7) = p(t!! 0#'?) = p(t*!) =1
Tim je tvrzeni dokazéano.

& & & &

TEST:

1. Kazda transpozice je lichou permutaci.

2. Kazdou neidentickou permutaci koneéné mnoziny lze rozlozit do soucinu
transpozic.

3. Kazda licha permutace je transpozici.
4. Grupa (S,, o) je komutativni pro kazdé n € N.

5. Pro kazdé n € N, n > 3 je grupa (D,,, o) komutativni (grupa (D,,, o) je
grupa vSech symetrii pravidelného n-tithelnika).

6. Cyklus délky 5 umocnény na 321 mé lichou paritu.

7. Sg, tj. grupa vSech permutaci na Sesti prvcich, ma 36 prvki.

& & & &
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Priklad 2.1: Jsou ddny permutace f,g,h € Sy piedpisem

8
6
(1 2 3 45 6 7 89 b
9-\8 152637 409) "-Too
a) Napiste permutace f, g a h jako sloZeni navzdjem nezavislych cykli.

b) Urcete paritu permutaci f, g a h.

c) Spoctéte permutaci f19° o g1% a napiste ji jako soucin navzéjem nezavis-
Iych cykla.

Priklad 2.2: Jsou dény permutace u,v,w € Sq¢ predpisem

/(123456789
““\3 47219865 )

(12 9
Tl 5 2 9 |

(123456789)
w: 7

—
SN
Lo Ot
o el
=~ =3
o o

8§ 1 4 6 3 7 5 9 2

a) ZapiSte permutace u, v, w jako slozeni nezévislych cykli.

=3

Spoctéte permutace v o v, v o u, w o v.

¢)

Spoctéte permutace wov o, WOV 0w, VO WO U.

Spodtéte permutaci v193.

Spoététe permutaci w?7.

120

(o8

¢

ov 3.

—

Spoctéte permutaci w

32 4

g) Zapiste permutaci v w?? jako soudin transpozic a uréete jeji paritu.

)
)
)
)
)
)
)
h)

Zapiste permutace w, v, w jako soudin transpozic a ucrcete jejich paritu.

L w™! z predeslého piikladu.

Piiklad 2.3: Urcete inverzni prvky vw=!, v~
P¥iklad 2.4: Mé&jme permutace f, g € S,. Urdete paritu permutace f7og%o0 f9.
P¥iklad 2.5: Urdete viechny permutace f € Sg, pro néz plati f2 = (1,2) o (3,4).

P¥iklad 2.6: Urdete viechny permutace a € Sg takové, 7Ze a? = (1,2,3) o (4,5,6).

Priklad 2.7: 'V grupé (Ss, o) vSech permutaci pétiprvkové mnoziny {1, 2, 3,4, 5}
najdéte permutaci f takovou, Ze (1,3) 0 (2,4,5) o f o (1,4) = id.

Priklad 2.8: Napiste permutace f = (2,3,4,5) ¢ (1,3,6,8) a g = (1,4,6) o
(2,7,4,8,3) o (1,5) jako soucin 10 transpozic.

8
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Priklad 2.9: DokaZte, Ze permutace (s2 0t~ 17)!8 0 510 je sud4 permutace pro
libovolné s, t € Sg.
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3 Grupy zbytkovych trid

Definice 3.1: Necht a,b € Z, fekneme, %e a déli b, pokud e € Z, tak Ze
b=a-c, piSeme a | b. [1, strana 14]

Definice 3.2: Necht a,b € Z. Definujeme nejvétsi spolednyg délitel (a,b) = d,
kde:

1. d]a,d|b

2.V6e€Z,6|a,6|b=>4d]d

3.d>0
Cisla a, b € Z se nazyvaji nesoudélnd pokud (a,b) = 1.

[1, strana 15]

Véta 3.3: (Eukliduv algoritmus) Nechf a,b € N oznadme a1 = a,a3 =b a
pro n > 3 poloZme ay rovno zbytku po déleni a,_o cislem a,_1. Po konecném
pocétu kroki dostaneme ay = 0. Pak (a,b) = ap_1. [1, strana 15]

Dusledek: (Bezoutova rovnost) Pro libovolnd celd isla a,b existuji celd
¢isla u,v takovd, Ze
a-u+b-v=(a,b).

[1, Véta 3.3 (Bezoutova rovnost) strana 15]
Definice 3.4: Bud n pfirozené ¢islo. Mnoziny [a], = {k-n + a |k € Z}, kde

a € 7Z se nazyvajl zbytkove tridy podle modulu n. Mnozinu vsech zbytkovych
tfid podle modulu n se ozna¢uje symbolem Z,,. [1, Definice 3.7 strana 17]

Véta 3.5:  Budn prirozené, a celé islo. Zbytkouvd trida [a), md inverzni prvek
v (L, ), prdvé kdyZ éisla a, n jsou nesoudélnd. [1, Véta 3.13 strana 19]

Definice 3.6: Bud 1 < n pfirozené islo. Symbolem ¢(n) oznacime pocet

vSech pfirozenych ¢isel mensich nez n a nesoudélnych s n. Funkce ¢ je tzv.
Fulerova funkce. Klademe ¢(1) = 1. [1, Definice 3.15 strana 20]

Vé&ta 3.7:  Pro libovolné prvoéislo p je () = (p — 1) -p*~ L
Pro libovolnd nesoudélnd prirozend ¢isla a, b je p(a-b) = p(a) - o(b).

[1, Véta 3.16 strana 20]

& & & &

10
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Uloha i: Pomoci Euklidova algoritmu zjistéte (600, 9432).

Resent:
9432 1- 6000 + 3432
6000 = 13432+ 2568
3432 = 12568+ 864
2568 = 2.864+ 840
864 = 1-840+ 24
840 = 35-24+0

Nejvétsim spoleénym délitelem je tedy 24.

Uloha ii: Dokaite, Ze &isla 2n + 1 a 9n + 4 jsou nesoudélné pro libovolné
n € N.

Reseni: Mame vlastné dokdzat (2n + 1,9n + 4) = 1. Powzijeme Euklidav
algortimus:

In+4 = 4-2n+1)+n
2n+1 = 2-n+1
n = n-140

Tim je tvrzeni dokazéano.
Uloha iii: Zjistéte kolik inverznich prvki ma komutativni pologrupa (Zis, -).

Regeni: Podle véty 1.3.4. je podet prvkil majicich v (Z,,, -) inverzi roven o(n).
Tedy pocet inverznich prvki v (Zi2, ) je roven ¢(12) = 4.

Uloha iv: Urcete inverzni prvek ke zbytkové t¥idé modulo 540, kters obsahuje

¢islo 17.

Reseni: Vime, 7Ze inverzni prvek exituje, pokud jsou ¢isla nesoudélni, to
nejlépe zjistime pomoci Euklidova algortimu:

540 = 31-17+13
17 = 1-13+4
13 = 3-4+1

4 = 4-140

Zjistili jsme tedy, Ze ¢isla jsou nesoudélna a tudiz miizeme hledat inverzni prvek,
k tomu vyuzijeme Bezoutovu rovnost:

1=13-34=13-3-(17-13) = —-3-17+4-13 = -3-17+4- (540 - 31-17) =
=4-540 — 127 - 17

To znamens, Ze [17]5,5 = [—127]540 = [413]540.

11
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Uloha v: Naleznéte vSechna m € N, pro kterd je p(m) liché.

Reseni:

1. Jestlize m je délitelné lichym prvocislem p pak p — 1 | ¢o(m) = ¢(m) je
sudé cislo.

2. Z4dné liché prvoéislo nedéli m, pak m = 28 k € Ny. Je-li & = 0, pak
p(m) = o(2°) = (1) = 1, je-li k > 0, pak p(m) = ¢(2F) =128 ato
je liché prave, kdyz k = 1.
w(m) je liché, jestlize m = 1,2.

Uloha vi: Zjistéte pro kterd m € N je ¢(m) = 16.

Reseni: Necht m = p{*-p5?-- - --pP*, p; jsou riizné prvodisla a o; € N pro i =

:{1727 7k}
wim) = (pr—1)-pP - (pa— 1) - p5= "t (pp — 1) - pp T =16 = 2%, to
zZnamena, ze

m=2%.3%.57 .17, «,f3,,6 € Ny,

w(m) = 0(2%) - 0(3%) - p(57) - (17°).

Nyni provedeme tivahu jakjch hodnot mohou nabyvat o, 3, v, §. Nejlepsi je zacit
u mocniny nejvyssiho prvocisla tedy u 4.

1. Je zfejmé, Ze ¢ mlzZe byt nanejvys rovna 1 a zéroven musi bt
©(2%) - p(3P) - p(57) = 1, jinak bychom dostali ¢(m) > 272.
Nechl § = 1A a =3 =+~=0, pak m = 17 a mame prvni FeSeni.
Nech{ § =a=1AB=~=0, pak m =217 = 34.
Tim jsme vycerpali vSechny moZnosti pro § = 1 a dale v feSeni budeme
uvazovat § = 0.

2. Kdyz tedy § = 0 pak m = 2 - 3% . 57, nyni zauvazujeme .
Kdyby ~ > 2 tak ¢(m) > 20, to znamen4, Ze v mize byt nejvyse 1.
Nechf tedy vy =1Aa, 3 > 1.

e(m) = (2%) - ¢(3%) - p(5) = 16
2e-1.9.3871.4 = 16

20471 . 3ﬂ71 _

e =

5 =
Atedy m = 60

e(m) =¢(3°) - p(5) = 16
2.371.4 = 16
R 2

Nemé feSeni.

12



3. GRUPY ZBYTKOVYCH TRID 13

Déle necht vy =1A8=0Aa > 1.

p(m) =9(2%) - p(5) = 16
20=l.g4 = 16
20471 _
a = 3
Atedy m = 40

Tim je v = 1 a v tvahéich budeme pokracovat pro v = 0.
3. Nyni m =22 - 3% Necht o, 3 > 1.

e(m) =(2%) - ¢(3%) = 16
20793671 — 16
20-l.3671 — g

e =

ﬁ =
Atedy m = 48

Necht o = 0 A 3> 1. Pak p(m) = ¢(3%) = 37~ = 8, coZ nema feseni.
A konec¢né necht 3 =0A a > 1. Pak p(m) = p(29) =21 =16, a =5 a
tedy m = 32.

Celkové m = {17,32, 34,40, 48, 60}.

& & & &

TEST:
1. Pro libovolné pfirozené ¢islo m > 2 plati, ze ¢(m) je sudé dislo.
2. Pro libovolné ptirozené ¢islo m plati ¢o(m)? | p(m?).
3. Pro libovoné ¢islo n € N je (Z,, -) grupa.
4. Pro libovoné prvodislo p je (Z,,-) grupa.
5. Rozhodnéte zda je (Zo, ) komutativni pologrupa.
6. Pro libovolné prvocislo p jsou grupy (Zy, -) (grupa zbytkovych tiid modulo

p neobsahujici zbytkovou tfidu s reprezentantem [0],) a (Z),-) (grupa

vSech invertibilnich zbytkovych tfid modulo p) totozné.

& & & &

Priklad 3.1: Naleznéte (111, 107) a vyjadfete jej Bezoutovou rovnosti.
Priklad 3.2: Pro kterd n € N jsou disla 2n — 1 a 9n + 4 nesoudélna?

Priklad 3.3: Naleznéte inverzni prvek k [49]1000 v (Z1000, *)-

13



3. GRUPY ZBYTKOVYCH TRID 14

Priklad 3.4: Rozhodnéte, zda existuje inverzni zbytkova tfida ke tiidé obsa-
hujici ¢islo 67 modulo 103 a pokud ano, naleznéte ji.

Priklad 3.5: Kolik existuje inverznich prvkia v
a)  (Zyo21,-) b)  (Zar2s, )

Priklad 3.6: Vypocditejte:
a) (635) b) »(1221) c) ¢(1331)

Piiklad 3.7: Urcete pro kterd n € N plat{ ¢(5") = 100.
Piiklad 3.8: Dokavte, 7e pro kazdé n € N plati p(4n + 2) = ¢(2n + 1).

Piiklad 3.9: Spoctéte:

a) [284-1] ok, V Zpor g b) [2F —1]

2 —1
2k VZogokyy ¢) [mE—mA41] 5 | Vs

—1
22k 41
Priklad 3.10: Zjistéte, pro kterd m € N je ¢(m) = 18.

Piiklad 3.11: Urcete kolik prvki maji grupy (Z,-) pro néasledujici n:
a) n=24 b) n =306 ) n=5225

Priklad 3.12: Najdéte vSechna =z € N tak, ze 13z d4va zbytek 7 po déléni
1000 respektive 100.

14



4. ZAKLADNI VLASTNOSTI GRUP 15

4 Zakladni vlastnosti grup

Véta 4.1: Bud G pologrupa s jednotkovym prokem. Pak plati:
(1) 171 =1,
(2) (@)t =aq,

kde a, ay,...a, jsou libovolné invertibilni proky z G.
[1, Véta 4.6 strana 24]

Véta 4.2: Bud (G, ) pologrupa s jednotkovym prvkem, H mnoZina vSech in-
vertibilnich prvkid z G. Pak (H, ) je grupa. [1, Véta 4.7 strana 26]

Definice 4.3: Rdd prvku a grupy G definujeme jako nejmensi pfirozené slo
n takové, ze a™ = 1. Pokud takové pfirozené {islo neexistuje, fekneme, 7ze fad
prvku a je co. [1, Definice 4.11 strana 26]

Véta 4.4: Bud G grupa, a € G. Je-li ¥ad prvku a pfirozené ¢islo n, pak :

pro libovolné celé cislo k plati o = a”, kde r je zbytek po déleni éisla
1 libovolné celé cislo k plati a® ", kd je zbylek déleni ¢isla k
cislem n,

(2) a* # a™ pro libovolnd navzdjem riznd celd ¢isla 0 <k, m < n.
Je-li prvek a fddu oo, pak:
(3) a® # a™ pro libovolnd navzdjem riznd celd éisla k, m.

[1, Véta 4.13 strana 26]

Véta 4.5: Bud G grupa, a € G a k prirozené ¢islo. Pak a® = 1prdve, kdyz vdd
proku a deéli &islo k.[1, Disledek 4.14 strana 27]

Véta 4.6: Bud G grupa, a € G prvek #adun, n = k-m. Pak prvek o* je #ddu
m. [1, Disledek 4.15 strana 27|

Véta 4.7: Bud G grupa, a,b,c € G. Pak plati:

a-b=a-c=b=c
b-a=c-a=b=c

Tyto vztahy se nazgvaji zdkony o krdcend. [1, Véta 4.17 strana 27]

Definice 4.8: Pocet prvka konecné grupy G nazgyvame 7dd této grupy. Ozna-
¢ujeme jej symbolem |G|. [1, Definice 6.5 strana 34]

& & & &
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4. ZAKLADNI VLASTNOSTI GRUP 16

Uloha i: V grupé (Z3,, -) invertibilnich zbytkovych tfid modulo 14 spoditejte
fad prvku [5]4.

Regent:

o [5]%, = (25|14 = [-3] w4

o [5]% = [-3]1a - [Blia = [-15]1a = [~1]14
o [1a = [-1]7, = ([5]3,)% = [5]%,

JelikoZ ani 4 a 5 nejsou fddem prvku [5]14 v grupé (Z73, -) je jim tedy 6.

Uloha ii: 'V grupé (Z75, ) invertibilnich zbytkovych t¥id modulo 13 spoditejte
fady vSech prvki.

Reseni: JelikoZ je modul prvodiselny, obsahuje grupa (ZJ5, ) dvanact prvki
(obsahuje reprezentanty vsech zbytkovych t¥id modulo 13 kromé zbytkové t¥idy
s reprezentantem 0). Nejlepsi je zapisovat si vysledky do tabulky.

Prvek | Rad || Prvek | Rad
[1] 13 1 [7] 13 12
[2]13 12 [8]13 4
3]13 3 915 | 3
[
[

]13 6 [10]13 6
l13 4 [11]13 12
[6]13 12 [12]13 2

(Poznéamka: Podrobné&jsi postup hledani fadu prvku viz pfedeild tloha.)

e [1]13 - neutrélni prvek, je vzdy fadu 1

o [2]$5 = [64]13 = [-1]13
233 = [1]13

o [3]%5 = [913 = [—4]13
[3]35 = [~12]13 = [1]13

o [413 = [23;
2135 = [413;

o [5]%3 = [25]13 = [~1]13
[5]%5 = [2]13

[ ] [6]?3 — [46656]13 - [—1]13
[6]13 = [1]13

[ ] [7]?3 — [117649]13 - [—1]13
[7H§ - [1]13

o [8]13 = [23;
[2]% - [8]%3

o 9035 = [729]15 = [1]13

o [10]¢5 = [1000]:5 = [~1]13
[10]85 = [1]13

[ ] [11]?3 — [1771561]13 — [—1]13
[11]13 = [1]13

o [12]7; = [144]13 = [1]13

& & & &
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4. ZAKLADNI VLASTNOSTI GRUP 17

TEST:
1. V libovolné komutativni grupé plati, Ze fad soucinu dvou prvki je roven
soucinu fadu téchto prvkid.
2. Jestlize néjaka grupa obsahuje prvek fadu 6, pak obsahuje i prvek fadu 3.
3. Vsechny prvky libovolné nekoneéné grupy jsou nekonecného fadu.

4. V libovolné komutativni grupé plati, ze fad soucinu dvou prvkd je roven
nejmensimu spoleé¢nému nasobku fadu téchto prvki.

5. Réad libovolné koneéné cyklické grupy je prvodislo.
6. V libovolné grupé je jen konecné mnoho prvkd koneéného fadu.

7. Jestlize néjakd grupa obsahuje prvek fadu 2 a téz prvek fadu 3, pak ob-
sahuje i prvek fadu 6.

8. Je-li t4d konecné grupy (G,-) délitelny prvoéislem p, pak grupa (G,-)
obsahuje prvek fadu p.

9. V kazdé grupé plati, Ze soucin libovolnych dvou prvki nekoneéného fadu
je opét prvek nekonec¢ného fadu.

10. Existuje nekonec¢na grupa s prvkem koneéného fadu.

11. Rad prvku a grupy (G, o) je roven 1 pravé, kdyZ a je neutralnim prvkem
grupy (G, o).

12. V libovolné pologrupé s neutralnim prvkem tvofi mnozZina vsech inverti-
bilnich prvkd grupu.

& & & &

Priklad 4.1: V grupé (Zj5, ) invertibilnich zbytkovych t¥id modulo 15 spo-
éitejte Fad prvku [7]1s.

Priklad 4.2: V grupé (GLa(R),-) regularnich matic typu 2 x 2 s redlnymi
prvky urcete fad matice A a fad matice B, kde

) ()

Priklad 4.3: Urcete vSechna prirozena disla m takova, Ze v aditivni grupé
(Zay4, +) zbytkovych t¥id modulo 24 existuje aspon jeden prvek fadu m.

Priklad 4.4: Urcete fad permutace (1,2,4,5) o (3,7,8) o (6,9), respektive
(1,2,4,5,3,6,7,9) 0 (3,7,8) o (6,2,9).

Priklad 4.5: V dané grupé urcete fady vSech prvka:
a) (Z7,) b) (Zs,+) o) (Zg,)

Priklad 4.6: V grupé (R*, -) naleznéte vSechny prvky konecného fadu a urcete
jejich tad.

17



4. ZAKLADNI VLASTNOSTI GRUP 18

Priklad 4.7: V grupé (C*,-) naleznéte viechny prvky kone¢ného fadu.

Priklad 4.8: Urcete viechna n € N tak, ze v S,, exituje prvek fadu 26,27,32
a 33.

Priklad 4.9: Urcete fad prvku [k], v (Z,,+).

Priklad 4.10: DokazZte, Ze konecné pologrupa v niz plati zdkony o kraceni je
grupa.

Priklad 4.11: Udejte piiklad tfiprvkového grupoidu, ktery neni grupu, ale
ptati v ném zdkony o kraceni. Ukazte, Ze grupoid neni pologrupou.

18



5. PODGRUPY 19

5 Podgrupy

Véta 5.1: Bud H podgrupa grupy (G, -). Pak - uréuje operaci na mnoZiné H
a H je grupa vzhledem k této operaci. Je-li navic grupa G komutativni, pak + H
je komutativni grupa. [1, Véta 5.3 strana 29]

Véta 5.2:  Budle H; podgrupy grupy G, kde i probihd néjakou mnoZinu I # (.

Pak (N H; je podgrupa v G. [1, Véta 5.5 strana 29]
el

Definice 5.3: Bud M podmnozZina grupy G. Symbolem (M) ozna¢ime priinik
vSech podgrup grupy G obsahujicich mnozinu M. Podle pfedchozi véty je (M)
podgrupa grupy G, a sice nejmensi podgrupa grupy G obsahujici mnozinu M.
Nazyva se podgrupa generovand mnozinou M. Mnozinu M nazyvime mnozinou
generdtord grupy (M). Pokud M = {ai,...,a,}, pak hovofime o podgrupé
generované prvky ai, ... a, a ozna¢ujeme ji struéné {(ai,...a,).

[1, Definice 5.6 strana 30]

& & & &

Uloha i: Popiste vSechny podgrupy grupy (Z, +).

Regeni: Podgrupy jsou tvaru k-Z = {k -a |a € Z},k € No.
Diikaz: Necht jsou tedy v8echny podgrupy tvaru k-Z =1{k-ala€ Z},k € Ny a
H +# {0} je libovolna podgrupa grupy (Z, +). Ukazme, ze H = k - Z.
Jelikoz H # {0} existuje tedy v H alespoil jedno pfirozené &islo. Necht k je
nejmensi z pfirozenych ¢isel v H.

1) k-Z C H. Necht a € Z je libovolné, ukazme, %e k- a € H. Je-li a € N
dokéZeme indukei:

a) a=1,pakk-a=k-1=ke H.

) Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro a = 1,2, - ,n a dokdZeme pro
a=n+1:
k-a=k-(n+1)=k-n+keH.

Pokud a < 0 pak —k-a=Fk-(—a) € H.

2) H C k-Z. Necht h € H je libovolny. Délme se zbytkem: h =k -q+r,q,r €
Z,0 <r <k.Ztoho,zer=h—%k-qge& H plyne r =0.

Uloha ii: Uré&ete podgrupu grupy (S4, o) generovanou mnozinou M = {(1,2), (1, 3)}.
Resent.

;2)0(1,3) =(1,3,2)
1,2)0(1,3,2) = (1,3)

1

(
(
(1,3)0(1,3,2) = (3,2)
(1,

1,3,2)2 = (1,2,3)

19
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¢ Dal uz nemusime skladat, protoze jsme jiz vypsali vSechny mozZnosti, proto
<M> - {Zd7 (17 2)7 (17 3)7 (27 3)7 (17 27 3)7 (17 37 2)} - {f € Sy |f(4) - 4}
Jelikoz mnozZina (M) je uzaviend vzhledem k operaci o, obsahuje neutralni
prvek a kazdy prvek v ni ma prvek inverzni, je to skute¢né podgrupa grupy

(847 O).

V2

Uloha iii: V grupé (C*,.) uréete podgrupu generovanou &islem 5=+ i@.

Kolik m4 podgrupa (@ +1

St

5=) prvki?

Reseni: Necht a — 4 + 14, jelikoZ a je generatorem podgrupy a a® = 1
(fid prvku a je osm) ihned vime, Ze podgrupa (4 + 1@} bude mit osm prvku.
Daéle miizeme dofesit graficky bod «a si vyjadfime v goniometrickém tvaru jako
cos +ising az Moivrovy véty vime, Ze

(cos% +i sin%)k = (cos k% +1 sin k%)

Nyni budeme postupné pficitat thel 7. Vzniklych osm bodi tvofi pravidelny
osmitthelnik.

4£ i+
| Z. | { {
I ' I T T
-1
_¥2 _ /2 V2 _ V2
T 2 2 -1 4= 2 2

TEST:

1. Libovolna podgrupa komutativni grupy je sama komutativni grupou.

2. V grupé nenulovych redlnych ¢isel (R*, -) existuje kone¢na netrivialni cyk-
licka podgrupa.

3. Kazda netrividlni grupa ma netrivialni komutativni podgrupu.

4. V libovolné grupé (G, -) plati, Ze mnozina viech prvkl z € G, pro které je

23 = 22, tvoii podgrupu grupy (G, ).

5. V grupé kladngch redlnych &isel (R, ) existuje netrividlni cyklickd pod-
grupa.

6. Kazda netrividlni podgrupa nekomutativni grupy je nekomutativni.

7. Grupa (Zs,+) je cyklicka.

8. Grupa (R*,-) obsahuje dvouprvkovou podgrupu.

20
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9. Kazda konecné cyklickd grupa o m prvcich mé pravé ¢(m) podgrup.
10. Grupa (R, +) obsahuje dvouprvkovou podgrupu.
11. Grupa (C*,-) obsahuje podgrupu fadu 4.
12. Kazda komutativni podgrupa grupy (S,, o) je cyklicka.

& & & &

Priklad 5.1: Ukazte, Ze mnozina H = {a+b-i | a,b € Z}, kde i =/ —1, je
podgrupa v grupé G = (C, +).
Déle naleznéte podgrupu H grupy G takovou, ze H G H G C.

Priklad 5.2: Popiste vSechny podgrupy grupy (Ss, o).
Priklad 5.3: V (Zgo) urcete podgrupu generovanou mnozinou {[6]s0, [15]60 }-

Priklad 5.4: V grupé (C*,:) vSech nenulovych komplexnich ¢isel s operaci
nasobeni urcete (i, ©), tj. podgrupu generovanou mnoZinou {i, ©}, kde i = v/—1
a © je feSenim rovnice ¢3 = 1, pficemz © # 1.

(ndpovéda: je vhodné uvazit (:1slo © ve tvaru © = cos— +- sm%ﬂ)

Priklad 5.5: Urcete podgrupu grupy (Ss, o) generovanou mnozinou X:

a) X ={(1,4,5,2) 0 (1,5,2,4,6,3),(1,4,5,2) o (4,5,6) o (1,3,2)},
b) X = {(1,5,8)0(1,4,2,5) 0 (1,5,2),(1,2,6,4,8,5) 0 (1,4,6,2)},
¢) X ={(1,8,2,3,5)0(1,2,6,7,8),(4,7,6,2) 0 (2,4, 8)},

d) X ={(1, )( 4),(2,3)(4,5)},

e) X ={(2,4,6),(4,7,2),(3,2,4)}.

Priklad 5.6: Urcete podgrupu (M) generovanou mnozinou
M={(1,2)0(3,4),(1,2,3)}

v grupé (A4, o) vSech sudjch permutaci ¢étyfprvkové mnoziny {1,2,3,4}.

Priklad 5.7: Urcete podgrupu (M) generovanou mnozinou

M = {([2]s, [4]s), ([6]s; [4]s)-
V grupé (Zs, +) X (Zs, +). Kolik ma podgrupa (M) prvka?

Priklad 5.8: V grupéich (R, +) a (R*, -) uréete podgrupu generovanou prvkem

V2.
Priklad 5.9: Urcete podgrupu grupy (Z7, +) generovanou prvkem [2]7.

Priklad 5.10: UkazZte, Ze dané podmnoziny jsou podgrupy grupy (R*,-):  a)
R* b) QF ¢) Q(W3)={a+b/3|a,becQ}.

21
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Priklad 5.11: Popiste vSechny podgrupy grupy (Zio, +).
Priklad 5.12: Popiste vSechny podgrupy grupy (Z,, +).
Piiklad 5.13: Necht P je podgrupa grupy (R*,.), dokazte, Ze

a b

Mp = la,b,c,d € R, det € P

c d
je podgrupa (GL3(R), -).
Priklad 5.14: Necht je ddna grupa G a jeji dvé podgrupy H a K. Dokazte,

ze
(HUK) ={a1by,...anb, | n €N, a; € H, b € K, }.

22
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6 Izomorfismy a soudiny grup

Definice 6.1: Budte Gy, Gy grupy, f : G1 — G» bijektivni zobrazeni. Rek-
neme, ze f je izomorfismus grupy (G na grupu Gs, jestlize pro libovolné prvky
a, b € G plati:

fla)- f(b) = f(a-b).

Grupy G4, G5 se nazyvaji izomorfni, jestlize existuje izomorfismus G; — Gs.
Skutecnost, Ze grupy G, G2 jsou izomorfni, vyjadiujeme zapisem G = Gs.
[1, Definice 6.1 strana 32]

Véta 6.2: Bud f: G — Gy izomorfismus grup. Potom plati:
F)=1
a pro libovolny prvek a € G1 plati:
fla™h) = f@™"
[1, Véta 6.4 strana 34]

Véta 6.3: Libovolnd nekonecnd cyklickd grupa je izomorfni grupé Z. Libo-
volnd konecnd cyklickd grupa vddu n je izomorfni Z,,. [1, Véta 6.6 strana 34]

Véta 6.4: Budte Gy, Gy grupy. Definujeme na kartézském soulinu G x Gy
mnoZin G1 a G operaci nasobeni vztahem

[a,b] - [e,d] = [a-¢,b-d].

Pak (Gy x Gy, ) je grupa.
[1, Véta 6.7 strana 35]

Definice 6.5: Grupa (G; x Ga,-) se naz§va soudinem grup G, a Ga.
[1, Definice 35 strana 35|

Véta 6.6: Bud G komutativng grupa a H, K jeji podgrupy takové, Ze HNK =
= 1. Necht libovolng prvek a € G lze vyjadiit ve tvaru a = h -k, kde h € H,
ke K. Pak G~ H x K. [1, Véta 6.12 strana 36]

& & & &

Uloha i: Dokaite, ze grupy (R*,-) a (R, ) x (Z3, +) jsou izomorfni.

Resend: Sestrojime f: R* — Rt x Z, pfedpisem

(o [0), r>0
fr) = { [,  r<0

Necht (a,b) € RT x Z libovolné, a € R' pak f(a) = (a,[0]2) a f(—a) = (a, [1]2)

7 toho plyne, Ze f je surjektivni.
Necht r, s € R* takové, Ze f(r) = f(s), to se ndm rozdéli na dva pfipady

23
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a) (r,[0]2) = (s,[0]2) a to je prave, kdyz r = s,
b) (—7”7 [1]2) - (_87 [1]2) a to je pI‘éVé, kdyi r=23:

to znamena, Ze f je i injektvni, a f je tedy bijektivni.
Necht 7,5 € R* libovolné, f(r)Af(s) = (|r|,z)A(s|,y) = (r - s,z + y), kde

o [0]27 7">0 - [0]27 S>O
x{ [1],, =<0 y{ [1],, s<0

2
N

Tim jsme dokézali, Ze f je izomorfismus.

Uloha ii: Dokaite, Ze grupa otoceni pravidelného étyfsténu je izomorfni grupé
(A47 O).

Reseni: Ozna¢me si vrcholy pravidelného étyfsténu &sly 1, 2, 3, 4. Kazdé
jeho otoceni pak miliZeme reprezentovat jako permutaci ¢isel jeho vrcholtl. Kazdé
otoceni je jednozna¢né uréeno polohou jedné ze ¢tyf stén (étyfi moznosti) a jed-
noho ze t¥i vrcholt této stény (tfi moznosti), podle pravidla soucinu tedy existuje
celkem dvanéact otoceni pravidelného ¢tyfsténu. Osm z téchto otodeni je podle
osy prochézejici vrcholem a tézistém protilehlé stény. Tato otoceni jsou repre-
zentovana trojcykly (vrchol, jimZ prochdzi osa zistava na misté). TFi otocdeni
jsou podle os prochézejicich stfedy protilehlych stran, ta jsou reprezentovéina
sou¢inem dvojic transpozic. Posledni otodeni je identita. VSechny tyto permu-
tace jsou sudé a jejich pocet je roven poctu sudych permutaci na ¢tyfprvkové
mnoziné. A jisté skladani otoceni odpovida sklddani permutaci. Tim je doké-
zdno, Ze grupa otoceni pravidelného ¢étyfsténu je izomorfni grupé (Ay, o).

& & & &

TEST:

Libovolné dveé Sestiprvkové grupy jsou izomorfni.
Soucin cyklickych grup je vidy cyklickou grupou.
Soucin dvou nekomutativnich grup je opét nekomutativni grupa.

Libovolné dvé tiiprvkové grupy jsou izomorfni.

gk W v =

Existuje nekone¢né mnoho grup, které jsou navzajem neizomorfni a pfitom
kazda méa pravé dvé podgrupy.

&

Soucin komutativnich grup je opét komutativni grupa.

7. Soucin libovolné komutativni a libovolné nekomutativni grupy je nekomu-
tativni grupa.

8. Grupy (R,+) a (RT,-) jsou izomorfni.
9. Grupy (Ss,0) a (D3, 0) jsou izomorfni.

& & & &
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6. IZOMORFISMY A SOUCINY GRUP 25

Priklad 6.1: V grupé (Zs x Ss x Z5 ,-) spoditejte
([2]57 (17 27 3) © (47 7)7 [5]7) : ([3]57 (57 8)7 [2]7)

Piiklad 6.2: Necht (G, o) je grupa a a néjaky jeji pevné zvoleny prvek. Do-
kazte, ze potom (G, <) je také grupa, kde operace ¢ je definovina predpisem
goh=goaoh.

Piiklad 6.3: Necht (A, 0), (B, ) jsou dané grupy. Na mnoziné A x B definu-
jeme operaci ¢ takto:
(a1,b1)0(az, ba) = (ay 0 ag, by * by), pro V(ay, by), (az, b2) € A x B.
Dokazte, Ze:
a) (A x B,0) je grupa
b) grupa (A x B, ) je komutativni < obé grupy (4, o), (B, *) jsou komuta-

tivni.

Priklad 6.4: Necht G je grupa, f : G — G zobrazeni, urdené piedpisem
f(z) = 27! pro libovolné = € G. Dokazte, Ze f je izomorfismus prave, kdyz G
je komutativni.

Priklad 6.5: Dokaite, Ze (Z5,-) je izomorfni s (Zg, +).

Priklad 6.6: Dokazte, Ze (ZJ,-) je izomorfni s (Zg, +) x (Z2,+).

Priklad 6.7: Bud (G, ") libovolnd konecnd grupa. Pro libovolné a € G defi-
nujeme zobrazeni ¢, : G — G predpisem v,(z) = a -z - a~'. Dokaite, %e pro

libovolné a € G je v, izomorfismus grup.

Priklad 6.8: Dokazte, Ze pro libovolné grupy G a H jsou grupy G x H a
H x G izomorfni.

Priklad 6.9: Necht f: G — H je izomorfismus grup. Ukazte, Ze Fady prvku
a a f(a) jsou stejné.
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7 Lagrangeova véta
Definice 7.1: Bud G grupa, H jeji podgrupa, a € G. MnoZinu
a-H={a-h|heH}

nazyvame levd tFida grupy G podle podgrupy H (urcena prvkem a).
[1, Véta 7.1 strana 37]

Véta 7.2: Bud G grupa, H jeji podgrupa, a, b € G. Pak ndsledujici tvrzent
jsou ekvivalenint:

(1) a-H=b-H,

(2) achb-H,

(3) b1.ac H.

[1, Véta 7.2 strana 37]

Vé&ta 7.3: (Lagrnageova véta) Rdd podgrupy koneéné grupy G je délitelem
fadu grupy G. [1, Véta (Lagrangeova véta) strana 39]

Véta 7.4: (Fermatova véta) Bud G konednd grupa ¥idu n, necht a € G.
Pak o™ = 1. [1, Véta (Fermatova véta) strana 39]

Véta 7.5: (Eulerova véta) Budn prirozené éislo, bud a celé &islo nesoudélné
s n.Pak
a?™ =1 (mod n).

[1, Véta (Euler) strana 39]

& & & &

, vy “ 14w Py s Ant1 "
Uloha i: Dokaite, Ze pro kazdé pfirozené &islo n je ¢slo 22 + 7 slozené.

Regeni: Pti diikazu, Ze je &islo sloZené (Ize zapsat jako soucin kone¢ného
poctu prvodisel) je nejjednodussi najit alespori jedno prvodislo, které toto ¢&islo
déli. Zkusime si dosadit nizké n, tak miizeme odhadnout ktera prvocisla by to
mohla byt. Vysledky si zapiSeme do tabulky:

n 22" 7

0 11

1 | 4294967303 = 11 - 390451573
2 ...

Zd4 se, Ze by to mohla byt napf. 11. Musime tedy zjistit jestli 11 | 22! 7
7 dusledku Lagrangeovy véty [1, Disledek 7.8] vime, Ze ¥ad ¢isla 2 déli |Z4| =
»(11) = 10 a jelikoz 2 ani 5 nejsou fadem ¢&sla 2 modulo 11 je jim 10. P¥fi dalsim
feSeni vyuzijeme néasledujici véty.

Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Oznadéme r ¥dd &isla a modulo m. Pak pro
libovolnd t, s € Ng plati

a' =a® (mod m) & t=s (mod 7).
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7. LAGRANGEOVA VETA 27

Musime tedy zjistit s &m je kongruentni 241 modulo 10.

Vime, 7e 2" = 1 (mod 5), podle pravidel pro pocitan{ s kongruencemi vime, Ze
milZzeme obé strany kongruence a modul vynédsobit timtéz pfirozenym d¢islem.
Tedy

2 = 1(mod5) /-2
247+l = 2 (mod 10)

7 ¢ehoZ podle uvedené véty plyne

2" = 92 (mod 11) /+7
22" 47 = 447 (mod 11)
22" 17 = 0 (mod 11)

s R TR dn+1 . .
&mz jsme dokazali, ze &slo 22 + 7 je slozené.

Uloha ii: Urcete zbytek po déleni &isla 250 + 350 4 450 &islem 17.
Regend: [2%° 3% 4+ 4%]17 = 25017 + [3%0]17 + [4%0)17 = [2]35 + [3]3% + [4]3

o [4]%;, = [16]17 = [-1]17

[4]1, = [-1]7; = [117

[4]39 = [4]172%% = ([4]3)12 - [413; = [~1]u7
o [2% =[]ty = [1]r

2039 = [20377% = (123)° - [20%7 = [4]7
o [3]%, = 917

[3]> = [27]17 = [10]17

[3]17 = [30]17 = [—4]17

36,7 = (B]80)° = 418 = [1he

6
7
e 250 + 350 + 450 — [4]17 + [—1]17 + [9]17 = [12]17
Zbytek je tedy 12.
Uloha iii: Popiste rozklad grupy (R*,-) podle podgrupy R™.

Reseni: Popsat rozklad znamen zjistit, kdy dvé &sla budou patfit do stejné
t¥idy rozkladu. Necht tedy a, b € R* libovolné a zjisfujeme kdy a -RT™ = b - RT
to je podle véty 7.2 prave, kdyz b~1-a € RT a to miiZe nastat ve dvou piipadech

a) b1 > 0 coz v grupé R* znamena, %e b > 0 a soucasné a > 0 nebo
b) b= < 0 tedy, Ze b < 0 a soucasné a < 0
Dve cisla patfi do stejné t¥idy rozkladu pravé, kdyz maji stejné znaménko a

rozklad grupy (R*,-) podle podgrupy RY je tedy na t¥idy obsahujici kladn4,
respektive zdporna redlnd ¢isla, nebo-li R* /RT = {RT R™}.

& & & &
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7. LAGRANGEOVA VETA 28

TEST:
1. Rad grupy (Zr,+) je 7.
2. Rad grupy (Z}, ") je 8.

3. Pro kazdou grupu G, ktera je fadu 1, plati, Ze obsahuje pouze neutralni
prvek.

4. Rady grupy (Zio, +) a grupy (Z%,,-) jsou rovny 10.

5. Rady grupy (Z,, +) a grupy (Z3, ., -) jsou shodné pro libovolné n € N.

6. Rady grupy (Z,—_1,+) a grupy (Z,-) jsou shodné pro libovolné prvoéislo
p.

& & & &

Piiklad 7.1: Urcete zbytek po déleni disla 529 &slem 3.

Priklad 7.2: Urcete zbytek po déleni dangch ¢isel ¢islem 17:
a) 540 | G40 4 740 4 g40 b) 44 Jr555 ¢) 1318"° + 1414

Priklad 7.3: Dokazte, Ze pro libovolné n € N je ¢islo 22" 4 3 &slo sloZens.
Priklad 7.4: Popiste rozklad grupy (R*,-) podle podgrupy {—1, 1}.
Priklad 7.5: Popiste rozklad grupy (Z, +) podle podgrupy (2).

Priklad 7.6: Popiste levy rozklad grupy (A4, o) sudych permutaci na mnoziné
{1,2, 3,4} podle podgrupy generované permutaci (1, 4, 2).

Priklad 7.7: Urcete pocet levych t¥id grupy (Z, +) x (Z,+) podle podgrupy
H ={(m,n) | 6| (m —2n)}.

Priklad 7.8: Popiste levy rozklad grupy (Zie,+) podle podgrupy
4Z =14 -a| a € Z}.

Priklad 7.9: Urcete levy rozklad grupy (GL2(Zz), ) vSech reguldrnich matic
nad Zs podle podgrupy
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8 Homomorfismy grup

Definice 8.1: Bud f : G| — G5 homomorfismus grup. MnoZina

J(f) ={z e G| fx) =1}

se nazyva jddro homomorfismu f. [1, Definice 8.1 strana 41]

Definice 8.2: Bud f: G{ — G5 surjektivni homomorfismus. Pak grupa G5 se
nazyva homomorfni obraz grupy Gy. [1, Definice 8.7 strana 42]

Definice 8.3: Bud f: G| — G5 homomorfismus grup. MnoZina

J(f) ={ze G| f(=z)=1}

se nazyva jddro homomorfismu f. [1, Definice 8.10 strana 42|

Véta 8.4:  Homomorfismus [ : G — Gz je injektivnd prdve, kdyz J(f) = {1}.
[1, Véta 8.11 strana 43]

& & & &

Uloha i: Je dan predpis f : (Zs, +) — (S4,0), kde f([a]3) = (1,2) o (3,4) o
(1,2, 3)%, rozhodnéte, zda korektné zadéva zobrazeni a zda se jedna o homorfis-
mus.

Reseni: Zjistit zda se jedni o korektné zadané zobrazeni znamené dokézat,
7e nezaleZi na volbé reprezentanti téZze zbytkové t¥idy. To znamena zjistit zda
plati rovnost f([a]s) = f([a + 3k]3), k € Z. Ale (1,2) o (3,4) o (1,2,3)2+3F =
(1,2) 0 (3,4) o (1,2,3)°, protoze (1,2,3) je fadu 3. Rovnost tedy plati a pfedpis
korektné definuje zobrazeni.

Nyni zjistime, zda se jedna o homomorfismus. Nebo-li ovéfime platnost rovnosti

f(lals +[bls) = f([als) o f([b]s),

Flals + [b]3) = (1,2) 0 (3,4) 0 (1,2,3)*T0 = (1,2) 0 (3,4) 0 (1, 2,3)% o (1, 2, 3)°.
f(lals) o f([bl3) = (1,2) 0 (3,4) 0 (1,2,3)% 0 (1,2) o (3,4) 0 (1,2,3)".
Vidime, Ze dané zobrazeni neni homomorfismus.

& & & &

TEST:
1. Prolibovolné dvé grupy (G, -) a (H, -) existuje homomorfismus grupy (G, -)
do grupy (H, ).
2. Homomorfismus grup je injektvni, je-li jeho jadro jednoprvkové.
3. Libovolny surjektivni homomorfismus grup mé alespori dvouprvkové jadro.

4. Existuje surjektivni homomorfismus grupy kone¢ného fadu do grupy ne-
kone¢ného fadu.
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8. HOMOMORFISMY GRUP 30

5. Pro libovolné dvé grupy (G, -) a (H, ) existuje surjektivni homomorfismus
grupy (G, -) do grupy (H, ).
6. Pro kazdy homomorfismus plati, Ze jeho jadro obsahuje neutralni prvek.

7. Je-li f: G — G homomorfismus grup, pak pro kazdy prvek a € G plati,
7e prvky a a f(a) maji stejny fad.

8. Pro libovolnou grupu (G, -) plati, Ze mnozina vSech homomorfismi f :
G — G spolu s operaci skladani zobrazeni je pologrupa s neutralnim
prvkem.

& & & &

Priklad 8.1: Rozhodnéte, zda dané predpisy korektné definuji zobrazeni a
zda se jedna o homomorfismus nebo dokonce izomorfismus grup.

(Za;+) x (Zs, +) = (Z12, +), kde o(([a]4, [b]s)) = [a — bl12,

(Zyg,+) X (Z3,+) — (Z12,+), kde B(([als, [b]3 [6a + 4b]12,

(Z3,) x (Zs, +) — (Zs, +), kde v(([al3, [t]5)) = [6/*]]5,

(Z15) = (Zs, +) x (Z3, +), kde 6([a]15) = ([a]s, [als),

(@) = (Q", ), kde e(p/q) = q/p.

a ) =
b ) =

45
45

o
& 2w R

(o8

)
)
)
)
)

e

m

Priklad 8.2: Urcete obrazy a jidra homomorfismii z predeslého pfikladu.

Priklad 8.3: Dokazte, Ze zobrazeni a grupy (Zag, +) do grupy (Zag, +) de-
finovany predpisem a([a]s0) = [6al2o je homomorfismus grup, déle dokazte, Ze
zobrazeni 3 grupy (Zso, +) do grupy (Se, o) definovany predpisem 3([a]z0) =
= (1,2,3,4,5)® je také homomorfismus grup. Nakonec uréete jadra homomor-
fismi

a) J(a) b) J(B) c) J((Boa)).

Priklad 8.4: Homomorfismus « grupy (Ze,+) do grupy (Sg,¢) je ddn pfed-
pisem a(falg) = (1,2,3) o (1,2,3)* o (1,2,3) pro libovolné celé ¢&slo a. Ho-
momorfismus 3 grupy (Zs,+) X (Z4,+) do grupy (Zs,+) je ddn predpisem
B(([b]s, [c]1)) = [2b + 3¢]e pro libovolna celd ¢isla b, ¢. Uréete nésledujici jadra
homomorfismi.

2) J(a) b) J(8) ST )

Piiklad 8.5: Spoctéte jidro a obraz homomorfismu o z grupy (Z3, ) do
grupy (Zjys, ) daného predpisem a([alss) = [27a — 26]10s, kde a € Z.

Priklad 8.6: Dokazte, ze predpis flalao = (1,2,3,4,5)* definuje homomorfis-
mus [ : (Zz2o, +) — (S7,0).

Priklad 8.7: Necht G je grupa, f : G — G zobrazeni, urdené piedpisem

f(x) = z -z pro libovolné = € G. Dokazte, Ze [ je izomorfismus pravé kdyz G
je komutativni.
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Priklad 8.8: Bud (G, ) libovolna kone¢na grupa. Pro libovolné a € G definu-
jeme zobrazeni ¢, : G — G piedpisem 1, (x) = a-z-a . Dokazte, Ze zobrazeni
¥ : G — S(G) dané piedpisem ¥(a) = 1, je homomorfismus grupy (G, -) do
grupy (S(G), o) viech permutaci mnozZiny G.

Priklad 8.9: UvaZme grupu (G, -) matic typu 3/3 nad Z, které jsou nésledu-
jiciho tvaru

1
G = 0
0

o~ Q

b
c | a,b,ceZ 3,
1

kde - je nasobeni matic. Definujeme nyni zobrazeni f : (G, ) — (Z,+), které
matici

1
0
0

o~ Q

b
c
1
prifadi ¢islo a — ¢. Dokazte, Ze zobrazeni f je homomorfismus grup.

Priklad 8.10: Popiste vSechny homomorfismy grupy (Ss, o) do grupy (Zs, +).
Kolik jich je?
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9 Faktorové grupy
Definice 9.1: Podgrupa H grupy G se nazjvéa normdlni, jestlize
a-h-ateH

pro libovolné prvky a € G, h € H. [1, Definice 9.1 strana 45]

Véta 9.2: Bud G grupa, H jeji normdlni podgrupa. Pak zobrazeni
p: G — G/H dané vztahem p(a) =a- H

je surjektivni homomorfismus. Jeho jddro je rovno H. [1, Véta 9.5 strana

Definice 9.3: Grupa (G/H, ) se nazjva faktorovd grupa grupy G podle pod-
grupy H. Homomorfismus p se nazyva projekce grupy G na faktorovou grupu
G/H. [1, Definice 9.6 strana 46]

Véta 9.4: (Hlavni véta o faktorovych grupach)Bud [ : G; — G5 homo-
morfismus grup a H normdlni podgrupa v Gy takovd, Ze H C J(f). Pak existuge
jeding homomorfismus f: G1/H — Ga, jehoZ sloZeni

fOp:G1—>G1/H—>G2

s projeket p je rovno homomorfismu f.

(G17 ) (G27 )

p /
(GI/H7 )

[1, Véta 9.10 (Hlavni véta o faktorovych grupach) strana 47]

Véta 9.5: Bud [ : Gy — Gy surjektivni homomorfismus grup. Pak grupy G,
a G1/J(f) jsou izomorfni. [1, Véta 9.11 strana 48]

& & & &

Uloha i: Rozhodnéte zda podgrupa generovana transpozici (1,2) je normélni
podgrupa v (Ss,0).

Regeni: Transpozice (1,2) generuje podgrupu H = {(1,2),id} grupy (Ss, o).
Protoze plati
(1,2,3)0(1,2)0(3,2,1) = (2,3) € H,

neni podgrupa H normaélni.
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Uloha ii: UvaZme grupu viech regularnich matic f4du 2 s racionalnimi prvky
(GL2(Q), -). Oznaéme SLo(Q) mnozinu vsech téch matic z GL2(Q), které maji
determinant 1:

2)
b)

c)

SL2(Q) = {A € GL2(Q) | [A] = 1}.
Dokazte, 7Ze mnozina SL2(Q) je podgrupou grupy GL2(Q).
Dokazte, 7Ze mnozina SL2(Q) je normélni podgrupou grupy GL2(Q).
Popiste, jak vypada a ¢emu je izomorfni faktorgrupa GL2(Q)/SL2(Q).

Reseni:

ad a)

ad b)

ad c)

Necht A, B € SLy(Q) libovolné. Pak |[A- B| = |A|-|B|=1-1=1a
mnozina SL2(Q) je tedy uzaviena k operaci ndsoben{ matic.

Jist ( oY ) € SL(Q).

Jelikoz pro libovolnou regularni matici A ptati |[A~1| = |A|~! tak také pro
kazdou matici B € SLy(Q) plati, ze B! € SLy(Q).
Dokézali jsme, Ze SLo(Q) je skuteéné podgrupou (GL2(Q), -).

Necht A € (GLa(Q), ), H € SLo(Q). |A- H - A~'| = |A|- |H| - |A~| =
= |A]-]A™| = 1. MnozZina SL2(Q) je pak normalni podgrupa (GL3(Q), -).

Popsat jak vypada rozklad GL3(Q)/SL2(Q), znamend urcit, kdy dvé ma-
tice A, B € GL,(Q) lezi ve stejné tfidé rozkladu.

Tedy kdy A - SLo(Q) = B - SLy(Q), to je podle véty 7.2 prave, kdyz
B71.A € SLy(Q) tedy, kdyz |B~1-A| = 1, coz je ekvivalentni |[B~!|-|A] = 1
a to je shodné s |A| = | B|. Dvé matice tedy nélezi do stejné tf¥idy rozkladu
pokud maji stejny determinant.

Abychom mohli zjistit ¢emu je izomorfni faktorgrupa GL4(Q) /SL4(Q) mu-
sime najit surjektivni homomorfismus grup £ : GL2(Q) — K jehoz jadrem
je SL2(Q). Jelikoz jiz vime jak vypadd rozklad GL5(Q)/SL2(Q), urc¢ime
grupu K a pfedpis h tak, Ze zjistime, jak na mnoziné GL2(Q)/SL2(Q)
vypada operace -.

Oznadime si M, = {A | |A| = r, r € Q*} tf¥idu rozkladu, jejiz matice maji
determinant rove r.

Necht A € M,, |A| = aa B € My, |B| = b libovolné, pak A- B = C,
jelikoz |A] - |B|=|A-B|=|C|=a-b, atedy C € M,..

Operace - na mnoziné GL3(Q)/SL2(Q) tedy vypadd jako nasobeni isel v
grupé (Q*, ). Potom zbjva dokdzat, Ze

h:(GL2(Q), ) — (@), h(4) = |4]
je surjektivni homomorfismus, jehoz jidrem je SLo(@Q).

1. Homomorfismus: h(A- B) = |A- B| = |A| - |B] = h(A) - h(B),
2. h je surjektivni: zfejmé,
3. J(h) =8L2(Q): J(h) = {A € GL2(Q) | |A] = 1} = SL2(Q).

Tim jsme dokazali, ze GL2(Q)/SL2(Q) je izomorfni Q*.
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Uloha #ii: Naleznéte emu je izomorfni faktorgrupa komplexnich &isel podle
podgrupy realnych ¢isel (C/R =2 7).

Reseni: Stejné jako v predeslé tiloze musime najit surjektivni homomorfismus
h:(C,+) — (K,-) jehoz jidrem je R. Grupa (K, -) je pak ona hledani grupa
izomorfni faktorgrupé (C/R,+).

Grupu K a pfedpis h opét urcime tak, Ze zjistime jak vypada rozklad C/R a
jak na ném vypada operace +. Rozklad ur¢ime nasledovné:
Nejprve si napiseme jak vypadaji levé tiidy rozkladu

(a+i-b)+R={(a+i-b)+7r|reR},

nyni zjistime, kdy dvé komplexni &isla (a+i-b) a (a-+1i-b) patii do stejné tiidy
rozkladu. Tedy, kdy (a+i-b) + R=(a+i-b) +R.

To je prave, kdy% (—a —i-b) + (a +1i-b) € R a to je jen tehdy, kdyZ b —b =0
nebo-li b = b. Oznadime si R, = {a+i-b | a € R} pak C/R = {R, | b € R}.
Protoze Ry Ry = {a+i-b|a € R}-{a+i-b|aeR} = {(a+a)+i-(b+b)} =Ry 3,
vidime, Ze hledanou grupou K je (R, +) a pfedpis

h:(C,+)— (R,+), ha+1i-b)=5b.
Zbyva tedy dokdzat, Ze h je surjektivni homomorfismus s J(h) = R.
1. Homomorfismus: h((z+i-y)+(a+i-b)) =h(z+y+i-(y+b)=x+a=
=h(z+i-y)+h(a+i-b),
2. h je surjektivni: zfejmé,
3. JHR)=R: Jh)={(a+i-b)eC|h(a+i-b)=0, a,bec R} =
={a+i-b|lacR,b=0}=R.
Tim jsme dokézali, ze (C/R,+) = (R, +).

& & & &

TEST:

1. Libovolna faktorgrupa cyklické grupy je cyklickou grupou.
2. V libovolné grupé plati, Ze kazda jeji normalni podgrupa je komutativni.

3. Je-li f: G — H homomorfismus grupy (G, -) do grupy (H, -), potom grupa
(H, ) je izomorfni s néjakou faktorgrupou grupy (G, -).

4. V libovolné grupé plati, Ze kazda jeji podgrupa je normalni.
5. V libovolné grupé plati, Ze kazda jeji komutativni podgrupa je normalni.

6. Pro libovolnou grupu (G, ) a libovolnou jeji normaln{ podgrupu H plati:
Je-li (H,-) komutativni, potom je faktorgrupa (G/H, -) komutativni.

& & & &

Priklad 9.1: Rozhodnéte, zda je (M) normdlni podgrupa grupy (S4, o), M =
{(1,3),(3,4)}.
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Priklad 9.2: Mgjme nésledujici podgrupy grupy (Se, o)
G ={f€S¢| fsuda}
H=A{feG|f(3)=3}
tedy H C G C S4. Rozhodnéte, zda
a) H je normdlni podgrupa grupy (G, o)
b) H je normélni podgrupa grupy (Se, o)
¢) G je normalni podgrupa grupy (Sg, o)
Priklad 9.3: V komutativni grupé (G, ) uvazme podmnozinu D vSech prvki,
jejichZz druhé mocnina je neutralni prvek e:
D={zeG |z z=e}
Dokazte, Ze D je

a) podgrupa grupy (G, -),
b) normalni podgrupa grupy (G, -).

Priklad 9.4: Popiste vSechny normélni podgrupy grup (Ss, o) a (A4, o). Ukazte,
Ze grupa (A, o) je normélni podgrupa grupy (S,,, o) pro libovolné n € N.

Priklad 9.5: Bud dédna grupa (G, o) nekonstantnich linearnich zobrazeni re-
alnych cisel
G={fR->R| f(z)=ax+b, ac R, beR}
s operaci skladani zobrazeni o. Uvazme v této grupé dvé podgrupy:
T={f:R—>R| f(z) =azx, a e R*}
S={fR—=R| flz)=z+0b, beR}
Kterd z nich je normalni podgrupou grupy (G, o)?

Priklad 9.6: Uvazujme normdlni podgrupu grupy (G,+) = (Z,+) x (Z,+)
definovanou takto:

a) H={(a,b) €ZxZ|2|a, 3|b},
b) H={(a,b) €ZxZ|7]|2a+3b}.

Urcete, kterd grupa (K, -) je izomorfni faktorgrupé G/ H, déle definujte vhodné
zobrazeni ¢ : G — K, pro néz dokizete, Ze ¢ je surjektivni homomorfismus
grup, jehoz jadrem je H.

Priklad 9.7: V komutativni grupé (G, -) s neutralnim prvkem e uvazme pod-
mnozinu K vSech prvkl grupy G konecného fadu, tedy
K={z]3neN|z" =e}.
Dokazte, Ze
a) K je normaln{ podgrupa grupy (G, -),
b) ve faktorgrupé (G/K,-) maji vSechny prvky (mimo neutrélni) stejny fad.
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Priklad 9.8: UvaZme mnoZiny redlnych ¢isel G = {37159 | p,q € Z}, a
H ={3" | r € Z} a operaci - (ndsobeni redlnych disel). Zejmé (G, -) je grupa.

a) ukazte, Ze H je normélni podgrupa v G,
b) popiste faktorgrupu G/H, které grupé je izomorfn{?

Piiklad 9.9: Necht je ddna grupa matic (G, ) (s operaci nasobeni matic) a
jejl norméalni podgrupa H. Uréete faktorgrupu G/ H:

o={(1 2)1mec@iveef n={(§ ]) 1ncee ren nczo}

Priklad 9.10: Vime, Ze mnoZina

G{(S ‘f) |e={-1,1}, aEZ}

spole¢né s operaci nasobeni matic tvofi grupu (G, -). Ozna¢me

H{(é ?>|bez}

podmnoZinu mnoziny G. UkaZte, Ze H je normélni podgrupa grupy G. Popiste
rozklad G/H tj. charakterizujte kdy dvé matice 8 Clb a 8 Clb nalezi
do stejné t¥idy rozkladu. Urdete pocet tiid rozkladu G/H. Urcete, které grupé
(K, -) je izomorfni faktorgrupa G/H tj. popiste grupu (K, -) a definujte vhodné
zobrazeni o : G — K pro néz dokazte, Ze o je surjektivni homomorfismus grup,
jehoz jadrem je H.

Piiklad 9.11: Necht (G, -) je grupa. Prolibovolné a, b € G definujeme [a,d] =
—=a~ 1. b7l . a-b. Dokaite, Ze mnozina

G:{[a17b1] """ [ambn] |TL€N7 a17...an7b17...7bn€g}

je normalni podgrupa grupy G a Ze faktorgrupa (G, -)/(G, ) je komutativni.
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10 Konecné grupy

Definice 10.1: Mnozina
C={aeG|a x=x-aprolibovolné = € G}

se nazyva centrum grupy G. [1, Definice 10.4 strana 49]

Véta 10.2:(Sylow) Bud G koneénd grupa a p prvocislo takové, Ze jeho k—td
mocnina déli 7dad grupy G. Pak G obsahuje podgrupu #ddu p*.
[1, Véta 10.8 (Sylow) strana 50]

Véta 10.3:(Sylow) Bud G koneénd grupa, p prvoéislo a k nejuétsi celé éislo
takové, e p* déli vdd grupy G. Bud r pocet podgrup vddu p* v grupé G. Pak
r =1 mod p. [1, Véta 10.8 (Sylow) strana 50]

Definice 10.4: Necht p je prvodislo a G je koneéni komutativni grupa. p-
Sylowskd podgrupa grupy G je libovolna jeji podgrupa o p* prvcich, kde k je
nejvétsi prirozené &slo s vlastnosti p* | |G.

Definice 10.5: Bud p prvoéislo. Grupy fadu p*, kde k > 0, se nazyvajl p-
grupy. [1, Definice 10.11 strana 52]

Véta 10.6:  Bud G konednd komutationi grupa, |G| > 1. Pak
G=2Z 1y X XL s
Py Pm

kde p1,...,pm jsou prvocisla a ki, ..., ky jsou ptirozend disla. Tento rozklad
grupy G na soucin netrividlnich cyklickych p-grup je uréen jednoznacné, aZ na
potad{ ciniteld. [1, Véta 10.13 strana 52]

& & & &

Uloha i: Popiste viechny (aZ na izomorfismus) komutativni grupy o 12 prv-
cich.

Reseni: Vyfesit tento pifklad znamené, zjistit kolika zpiisoby mohu &slo 12
napsat jako sou¢in mocnin prvodisel (ne nutné rtizngch).
12 =2%2.3 = 2.2 . 3. Existuji tedy pravé dvé komutativni grupy o 12 prveich:
Z4XZg&Zz><ZZ><Zg.

Uloha ii: Naleznéte viechny 3-Sylowské podgrupy grupy (Ss, o).
Regeni: |Ss| =5 =120=2%.3.5
Nejvétsi mocnina trojky, ktera déli 120 je 3. 3-Sylowska podgrupa bude mit
tedy tfi prvky. Je to napfiklad podgrupa ((1,2,3)) = ({1, 3,2)).
Oznac¢me si S mnozinu vSech 3-Sylowskych podgrup.
S = {((k Lym)) | kolom € {1,2,3,4,5) Ak £ 1/ m}.
|S| = (2) = 3,5—'2, = % = 10, existuje tedy deset 3-Sylowskych podgrup grupy
(857 O)

& & & &
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TEST:

1. Je-li pocet prvki néjaké grupy prvodislo, pak je tato grupa komutativni.

2. Kazda kone¢na komutativni grupa je izomorfni vhodnému soucinu konec-
nych cyklickych grup.

3. Kazda konecna grupa je izomorfni s grupou permutaci vhodné neprazdné
kone¢né mnoziny.

& & & &

Priiklad 10.1: Urcete centrum grupy

a) (Ss,0) vSech permutaci tfiprvkové mnozZiny
b) (Zr,+) zbytkovych tifid modulo 7

¢) (GL2(Q), -) reguldrnich matic 2 x 2 nad raciondlnimi &isly.

Priklad 10.2: Popiste vSechny (aZ na izomorfismus) komutativni grupy o 120
prvcich.

Priklad 10.3: Kolik existuje komutativnich grup o 32 prvcich (az na izomor-
fismus)?

Priklad 10.4: Naleznéte alespoii jednu 2-Sylowskou podgrupu grupy (Ss, o).
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Vysledky prikladua

1 Pojem grupy
TEST: 1l.ano, 2.ne, 3.ne.
1.1 a) ne, b) ano, ¢) ne, d) ano.

1.3

a) neni komutativni, neni asociativni, nem4 neutrilni prvek,

b) neni komutativni, neni asociativni, prvek d je neutralni.

1.4

o 9 |0
~ 0 Q@ |~
Q % 0|

e
f
g

1.6 (G,0) je nekomutativni pologrupa, kterd nema neutralni prvek. Bude-li
mnozina G jednoprvkova pak (G, o) bude komutativni pologrupa s neutralnim
prvkem.

1.7 a) ano, b) ne, ¢) ne, d) ano, e) ano, f) ano.
1.8 Je asociativni, neexistuje neutralni prvek, neni grupou.

1.9 Je asociativni, neexistuje neutralni prvek, neni grupou.

110 o | fi fo fz Ja 5 Je
Nl 2 8 fa 5 fs
folfe 1 f6 s o f3
3lfs s i fe f2 Ja
falfo fo 5 1 3 [2
s|fs f3 fu f2 o N1
felfe fo fo 3 1 fs

1.11 Ano, jedna se o grupu.
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2 Permutace

TEST: 1l.ano, 2.ano, 3.ne, 4.ne, 5.ne, 6.ne, 7.ne.

2.1
a) f=(L,9,5)0(23,7)0(4,8,6), g = (1,8,4,2)0(3,5,6), h = (1,6,7,2,9,5,4, 3),
b) p(f) = suda, p(g) = lich4, p(h) = licha,

) F1006 100 — (31,95 4,8,6,7,2).

2.2
a) u=(1,3,7,8,6,9,5)0(2,4), v = (1,5,3)0(6,8), w = (1,8,9,2)0(3,4,6,7,5)
b) uov = (2,4)0(5,7,8,9), vou = (2,4)0(3,7,6,9),wov = (1,3,8,7,5,4,6,9, 2),

¢) uovow=(1,89,4)0(2,6)0(3,5), wovow=(1,7,4,9)0(2,3,6,5,8),
vowou=(1,4,5,6,2,8,7,9),
(6

) 019 =(1,5,3) o (6,8),
) w27 - (17 27 97 8) o (37 67 57 47 7)7

f) w003 =(1,3,7,8,9,5),
) (1,6)0(1,3) 0 (4,5) 0 (4,7), suda
) 8

]
o
= S
H

h) w=(1,5)0(1,9) 0 (1,6)0(1,8) 0 (1,7)o(1,3)0(2,4), lichd
v=1(1,3)0(1,5) 0 (6,8), lichd
w=(1,2)0(1,9)0 (1 8)0(3,5)0(3,7)0(3,6)0(3,4), lich4.

2.3 w!=(1,596,873)0(24), v-!=(1,35) 0(68),
wl = (1,2,9,8)0(3,5,7,6,4).

2.4 Suda.
2.5 f1:(1737274) f2:(1747273)7 f3:(1737274)o(576)7
f4: (174727 ) (57 )
2.6 a1 —(1,4,2,5,3,6), as = (1,5,2,6,3,4), az — (1,6,2,4,3,5),
aq — (1737 2)0(47675)7 CL5:( 747275737 6)0(778)7
*(1757276734)0( ’ )7 a7:(17672747375)o(778)7
- (1737 2) (47675) (778 .

2.7 f=(2,4,5)"1o(1,3)to(1,4)"t =(1,2,5,4,3).
3 Grupy zbytkovych trid

TEST: 1l.ano, 2.ne, 3.ne, 4.ne, 5.ano, 6.ano.

3.1 (l11,107) =1, 1 =27-111 — 28 - 107.

32 n£94+17 k| keZ.
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3.3 [49)1600 = [449]1000-

3.4 Existuje, je to zbytkova tiida [20]03.

3.5 a) 1020, b) 2160.
3.6 a) 504, b) 720, ¢) 1210.
3.7 n=23.

3.9 a)[l+ (2" + 1)(2F H)penq,
c) [1+mm o .

3.10 m = {19,27,38,54}.
3.11 a) 16, b)96, ¢ 3600.

3.12 a) 539,  b) 39

b) [1 + (2% — 1)(2%

4 Zakladni vlastnosti grup

TEST:
12.ano.

4.1 4.

4.2 Réad matice A je 4, Fod matice B je oo.

4.3 me{l1,2,3,4,6,8 12,24}

4.4 12, respektive 14.

1)]22k+17

45 9) Prvek | Rad b) Prvek | Rad © Prvek | Rad
[1]7 1 [0]6 1 [1]6 1
2] 3 16 6 [5]6 2
37 6 2]s 3
[4]7 3 [3s 2
5] 6 [4]6 3
6] 2 5]6 6

4.6 Cislo 1 je fadu 1, ¢&islo -1 je fadu 2, ostatni isla jsou fadu co.

47 [V piZ g 2 2

_¥2

2

_ V2

2

4.9 Oznacme d = (n, k), pak fad prvku je Z.

41
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5 Podgrupy

TEST: 1.ano, 2.ano, 3.ano, 4.ano, 5.ano, 6.ne, 7.ano, 8.ano, 9.ne, 10.ne, 11.ano.
12.ne.

5.2 S;, {id}, {id, (1,2)}, {id,(1,3)}, {id,(2,3)}, {id, (1,2, 3),(1,3,2)}.

5.3 ([3Je0)

5.5 a) <X> - <{7 1,2, 5)0(47 673)7 (17 3)0(27 4)0(57 6)}7 b) <X> - <{(17875)7 (274)}>7
C) <X> - <{(17375)7 (274677)7 (478)}>7 ]

d) <X> = {(17274 573)1 o] ((172) o] (374))7 | 1=0,1,2,3,4 | j= 071}7

e) (X) ={feAs | f(1)=1,f(5) =5, f(8) = 8}.

5.6 (M) — Ay

58 VR, +){k V2| keZ},v R, (V2 | keZ}
5.9 (Z7,+).

6 Izomorfismy a soudiny grup
TEST: 1l.ne, 2.ne, 3.ano, 4.ano, 5.ano, 6.ano, 7.ano, 8.ano, 9.ano.
6.1 ([0]5,(1,2,3)0(4,7)0(5,8),[3]7).

7 Lagrangeova véta

TEST: 1l.ano, 2.ne, 3.ano, 4.ano, 5.ne, 6.ano.

7.1 1.

7.2 a)l5, b) 13, ¢) 9.

7.4 R*/{l, -1} ={{a,—a} |a € R*}.

7.5 Zs.

7.6 {{(1,2)0(3,4),(2,3,4),(1,3,4)}, {(1,3)0(2,4),(1,4,3),(1,2,3)},
{(1,4) 0 (2,3),(1,3,2),(2,4,3)}}.

7.7 6.
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7.8 {{[0]16, [4]16, [Bl16, [12]16}, {[1]16, [5l16, [916, [13]16 }, {[2]16, [6]16, [10]16, [14]16},
{[3l16, [Tls, [11]16, [15]16} }

o fo {CH W) (B )b {CBE B ) CHE W)
8 Homomorfismy grup

TEST: 1l.ano, 2.ano, 3.ne, 4.ne, 5.ne, 6.ano, 7.ne, 8.ano.

8.1 a) neni zobrazeni, b) homomorfismus, c¢) neni zobrazeni, d) izomorfis-
mus, e) izomorfismus.

2 ) 0(3) = 19 = {fly Pl 12 60+ 40)
d) 0(6) = (Zs, 1) % (Zg, 1), J(6) = {Dlis}  €) O() = (@), J(e) = {1}.

8.3 a) J(a) = {lalso | 20| 6a}, b) J(B) = {[blao | 5]b},
C) J(ﬁo a) = 5230.

8.4 a) J(a) = {[ls,[4lc}, b) J(3) = {[bla, Icla | 6] 2+ 3¢},
¢) J(@o ) = (2], 10]); (15, [2]:}.

8.5 J(a)={lalss|a €Z, (a,36) =1, [27a—36|10s = [1]10s} = {[1]36: [5]36, [13]36, [17]36, [25]36, [29]36 },
O(a) = {[27@ — 36]108 | a € Z (CL 36) = 1} {[ ]108 [ ]108}-

8.10 Prave dva.

9 Faktorové grupy

TEST: 1l.ano, 2.ne, 3.ne, 4.ne, 5.ne, 6.ne.
9.1 Neni.

9.2 a)ne, b)ne, c)ano.

9.5 S.

9.6 a) K = (Z2,2Zs3), v((a,b)) = ([alz [b]3)
b) K = (Z1), ¢((a,b)) = ([2-a+3-b]7)

9.8 b) Dveé disla patif do stejné tiidy rozkladu, pravé kdyz
ptq=p+q G/H=Z.

9.9 Zz X Zz.

9.10 Dvé matice patii do stejné tiidy rozkladu prave, kdyz e = €a 2 | a+ a,je
izomorfni grupé Z* x Zs.
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10 Konecné grupy

TEST: 1.ano, 2.ano, 3.ne.

101 a) {id}, b){Z}, < {( .Y ) |ke<@*}.

10.2 7y X Zig X Zig X Zig X Zis, Tag X iz X Zagy X L, Ziz X Zis, X Zig.
10.3 7.

10.4 Jsou to osmiprvkové podgrupy, napf. {id, (1, 3), (2,4), (1, 2, 3,4), (1,4, 3,2), (1, 2)o
(3,4), (1,4) 0 (2,3)} - grupa symetrii ¢tverce.
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