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Uvod

Tento material by mél slouzit jako pomtcka k praktickému procviceni latky pro-
birané v prvni ¢asti (Grupy) skript Jiri Rosicky, Algebra. Pro piehlednost jsou
proto jednotlivé kapitoly pojmenovany a znaceny zcela totozné. Na tivod kazdé
které pomohou prii feSeni nékterych prikladi. V ¢asti oznacené jako TEST jsou
shromazdény otazky na néz se odpovida pouze ano nebo ne, otazky jsou for-
mulovany tak, ze vyzaduji pozorné precteni. Pak nasleduje nékolik piikladi s
podrobné rozepsanym fesenim, na néz navazuji piiklady bez feseni, jejichz vy-
sledky jsou na konci celé publikace.

Priklady jsem Cerpal z téch, které jsme Tesili na cviceni, ze starsich pisemek
prof. RNDr. R. Kucery, CSc. a ze sbirky Mgr. O. Klimy, PhD., jenz je vedoucim
mé bakalaiské prace a jemuz bych chtél podékovat za cenné pripominky pri
psani.



Grupy

1 Pojem grupy

Definice 1.1: Mnozina G spolu s operaci - se nazyva grupoid. Oznacujeme
jej symbolem (G,-). Grupoid nazveme komutativni, resp. asociativni, jestlize
je operace - komutativni, resp. asociativni. Asociativni grupoid se téz nazyva
pologrupa. [1, Definice 1.4 strana 7|

Definice 1.2: Prvek e € G se nazyva jednotkovym prvkem nebo téz neutrdlnim
prvkem grupoidu G, jestlize

pro libovolné a € G. [1, Definice 1.5 strana 8]
Véta 1.3:  Grupoid md nejvgse jeden jednotkovy prvek. [1, Véta 1.6 strana 8|

Definice 1.4: Bud G grupoid s jednotkovym prvkem e a necht a € G. Prvek
b € G se nazyva inverzni k prvku a, jestlize

a-b=b-a=c.

[1, Definice 1.7 strana 8]

Véta 1.5:  Bud G pologrupa s jednotkovym prvkem, a € G. Pak existuje nej-
vyse jeden prvek v G inverzni k a. [1, Vé&ta 1.8 strana 8]

Definice 1.6: Grupoid G se nazyva grupa, jestlize je asociativni, ma jednot-
kovy prvek a k libovolnému jeho prvku existuje prvek inverzni.
[1, Definice 1.9 strana 8]
& & & & &
Uloha i: Je dan grupoid (R, o), zjistéte jestli je asociativni, pfitom

roy=(x+y)-(1+my).

Reseni:
(zoy)oz = ((z+y)-(1+ay) oz = ((w+y)-(1+ay)+2)- (14 ((@+y)- (+ay)) =)

2



1. POJEM GRUPY 3

wo(yoz) = wo((y+2)-(1+y2)) = (z+(y+2)-(1+y2)) - (1+a- ((y+2)- (1 +32)) )
Pokud dosadime napriklad za © = —1,y = 1,z = 2, pak dostaneme dva rizné
(2 a -64) vysledky. Grupoid tedy neni asociativni.

Uloha ii: Rozhodnéte, zda je grupoid (G,o) grupa, kde G = Q* a pro libo-
volnd =,y € G plati zoy = |z - y|
Reseni:
e Je to pologrupa? ANO
Necht z,y,2 € Gpak xo(yoz)=zoly-z|=|x-y- 2|
(oyloz=|z -yloy=lz-y- 2|
e Neutralni prvek n? NE
Musime najit takovy prvek e € G, Ze pro libovolné z € G plati eo x =
=xoe==z
Méjme napiiklad © = —3, pak —30e = | — 3 - e| by se mélo rovnat —3,
hned vidime, ze takové e neexistuje.
Tedy (G, o) neni grupa.

Uloha iii: Rozhodnéte, zda je (My(Z), +) grupa, poptipadé jestli je tato grupa
komutativni. (Symbol M5 (Z) zna¢i mnozinu vSech matic typu 2/2, jejiz prvky
jsou z mnoziny Z.)

Resent:
e Jednd se o grupoid? ANO, protoze + je operaci na mnoziné (M(Z),+).

e Jedna se o pologrupu? ANO, protoze + je asociativni.

e Existuje neutralni prvek? ANO, je jim matice ( 8 8 >
e Ma kazdy prvek prvek inverzni? ANO, k matici < (CI Z > je to matice

& & & &

TEST: Rozhodnéte zda jsou nasledujici vyroky pravdivé:
1. V kazdé pologrupé s neutralnim prvkem ke kazdému prvku existuje nej-
vyse jeden prvek inverzni.

2. V kazdém grupoidu s neutralnim prvkem existuje ke kazdému prvku nej-
vyse jeden prvek inverzni.

3. Kazdy grupoid mé praveé jeden neutralni prvek

& & & &



1. POJEM GRUPY 4

Priklad 1.1: Je dédna mnozina G a operace o na této mnoziné. Rozhodnéte,
je-li (G, o) grupoid.

a) G =N a pro libovolné z,y € G plati xoy =z — y,

¢]

)

b) G ={-1,0,1} a pro libovolné z,y € G plati zoy =x - y,
) G={-1,0,1} a pro libovolné z,y € G plati zoy = x + y,
)

d) G =1{1,2,3,5,10,15,20,30} a pro libovolné z,y € G plati z oy = (x,y),
kde (x,y), znac¢i nejvétsi spoleény délitel éisel = a y.

Priklad 1.2: Dokazte vétu 1.3 a vétu 1.4.

Priklad 1.3: Na mnoziné G = {a,b,¢,d} je ddna operace o tabulkou. Roz-
hodnéte, zda je grupoid (G,o) komutativni, resp. asociativni, resp. jestli ma
neutralni prvek.

&
Q0 =90
Q00 02
QL Q|
SRS RS Rl KsY
QU Q&

=
Q0 9o
Q TR 0|
AU R QT
[SYRES ARSI ol oY
QO O

Piiklad 1.4: Napiste multiplikativni tabulku grupy (G, -), kde G = {e, f, g},
kdyz vite, zee- f =g

Piiklad 1.5: Je ddna mnozina G = {a,b,c} a ¢4steéna tabulka operace o na
mnoziné G.

Dopliite tabulku tak, aby (G, o)

a) byl grupoid s neutralnim prvkem,
b)
¢) byla pologrupa,
d)

byl grupoid v némz mé kazdy prvek inverzi,

byla grupa.

Priklad 1.6: Nechf G je libovolnd mnozina, kterd mé alespoii dva prvky. Na
G definujeme operaci o takto:

x oy = x, pro libovloné x,y € G.

Zjistéte jestli (G, o) je grupa, resp. pologrupa, je-li tato komutativni a mé ne-
utralni prvek. Co se zméni, jestlize bude mnozina G jednoprvkova?
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Priklad 1.7: Je dan komutativni grupoid (G, o). Rozhodnéte, zda je (G, o)
komutativni grupou. Pfitom:

= Q™; o je nasobeni ¢&isel,
Q5 zoy=lz-yl,

a) G

) G=

) G={z eR|x#0A|z| <1}; o je ndsobeni ¢isel,
) G

) G =

) G

b

¢]

d
e

f

= (0,1 zoy=a+y—[z+y],
{a+b-i]|a,be Z}; o je s¢itani komplexnich ¢isel,

={a+V5-b-i|a,be QA (a®+b%) #0}; o je nsobeni komplexnich
Cisel,

kde Q% zna¢i mnozinu vsech kladnych raciondlnich é&isel resp. [z +y] znadi celou
¢ast redlného ¢isla x + y, tj. nejvetsi celé cislo, které neprevysuje ¢islo x + y.

Piiklad 1.8: UvaZme mnozinu M = {(a,b) | a,b € R, a < 0 < b} U otevie-
nych intervalt redlnych cisel. Ukazte, ze prinik N je operaci na této mnoziné.
Rozhodnéte, zda je operace N asociativni a zda existuje neutralni prvek. Je
(M,N) grupa?

Piiklad 1.9: Uvazme mnozinu N = {(a,d) | a,b € R, a < 0 < b} otevienych
intervali realnych cisel. Ukazte, Ze sjednoceni U je operaci na této mnoziné.
Rozhodnéte, zda je operace U asociativni a zda existuje neutralni prvek. Je
(N,U) grupa?

Pfiklad 1.10: Definujeme zobrazeni f; : R — {0,1} — R — {0, 1} pro
i=1,2,...,6 takto:
filz) =z fa(z) =1 fa(z) =1—
fa(z) = 55 fo(z) =1 fo(z) =

1—x

X

Vytvofte tabulku mnoziny G = {f1, f2fs, f4, [5, f6} s operaci sklddani zobrazeni
a dokazte, ze se jedna nekomutativni grupu.

Priklad 1.11: Rozhodnéte, zda (Q,0), kde xoy=2-(z-y+2x+y)+ 1 pro
libovolné x,y € Q je grupa. Své tvrzeni dokazte.

Piiklad 1.12: Necht (G,0) je grupa a a néjaky jeji pevné zvoleny prvek.
Dokazte, Ze potom (G, o) je také grupa, kde operace ¢ je definovana pfedpisem
goh=goaoh.
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2 Permutace

Definice 2.1: Bud X mnozina. Bijektivni zobrazeni mnoziny X na sebe nazy-
vame permutace mnoziny X . Mnozina vSech permutaci mnoziny X se oznacuje
symbolem S(X). [1, Definice 2.2 strana 10]

Véta 2.2:  KaZdou neidentickou permutaci mnoZiny {1,...,n} lze rozloZit v sou-
¢in navzdjem nezavislych cykli. Tento rozklad je urcen jednoznacné, az na poradi
cykld. [1, Véta 2.5 strana 12]

Definice 2.3: Bud f permutace mnoziny {1,...,n}. Rekneme, 7e uspofddan4
dvojice [i,j] je inverze permutace f, jestlize 1 < i < j < n a f(i) > f(J).
Permutace f se nazyva sudd nebo lichd podle toho, zda ma sudy nebo lichy pocet
inverzi. Parita p(f) permutace f se definuje rovna ¢islu 1, pokud permutace f
je sudé, a ¢islu —1, je-li f lich4. [1, Definice 2.7 strana 13]

Véta 2.4:  Soucin k transpozic je sudd permutace < k je sudé cislo.
[1, Véta 2.8 strana 13]

Véta 2.5: Budte f,g permutace mnoziny {1,...,n}. Pak

p(fog)=np(f) plg).

[1, Véta 2.9 strana 13]

& & & &

. , 1 2 3 45 6 7 89 .
Uloha i: Je déna permutace [ = ( 5 41239 7 6 8 ), zapiste
tuto permutaci, jako slozeni navzajem nezavislych cykli.

Reseni: Pii feseni postupujeme takto, vybereme naptiklad prvni prvek 1 a
do cyklu za néj zapiSeme prvek, na ktery se zobrazuje (1,5,7), za néj ten, na
néjz se zobrazuje (1,5,3,7) a tak pofad dél. Pokud se posledné zapsany prvek v
cyklu zobrazuje na prvni v cyklu, cyklus uzavieme (1, 5,3) a slozime ho s dalsim
nezavislym cyklem, ktery utvorime zcela analogicky z prvkiu, které jesté nejsou
v cyklech obsazeny. Prvek, ktery se zobrazuje sdm na sebe v takovémto zapisu
neuvadime. Celkovy vysledek je tedy

f=1(1,5,3)0(2,4) 0 (6,9,8)
Uloha ii: Jsou dany permutace
a:(12345> :(12345>
2 315 4)° 4 1 2 3 5
a) ZapiSte tyto permutace jako sloZeni navzajem nezavislych cykli.
b) Spoctéte permutaci a o b.

c) Spoéctéte permutaci a'S.
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d) Rozlozte permutaci b na soucin transpozic.
Reseni:
a) Jako v predeslém piikladé: a = (1,2,3) o (4,5),b = (1,4,3,2)
b) Nejprve si permutace zapiSeme jako slozeni nezavislych cykli a ty pak slozime
aob=1(1,2,3)0(4,5)0(1,4,3,2). Zatneme od prvniho cyklu (nejvice vpravo),
1 se podle néj zobrazi na 4, podle druhého pfejde 4 na 5 a posledni necha 5
na 5 a tedy po prvnim kroku mame (1,5,7) a pokra¢ujeme, 5 se podle prvniho
nemeéni, podle druhého prejde na 4 a posledni nechava opét 4 na sebe samu,

po druhém projiti dostavame tedy (1,5,4,7) a takto pokracujeme dél. Celkové
tedy dostaneme, ze a o b = (1,2,3) 0 (4,5) o0 (1,4,3,2) = (1,5,4)

c¢) Opét si nejprve zapiSeme permutaci jako sloZzeni nezavislych cykla. Poté mu-
7eme kazdy cyklus umociiovat zv1ast, tedy: a® = (1,2,3)!% o (4,5)15. Vime, ze
pokud cyklus délky k umocnime na n, takové, Ze k | n pfejde tento cyklus na
identitu, pak uz neni tézké ziskat vysledek

a’® =(1,2,3)"® 0 (4,5)"% = (1,2,3)%3 0 (4,5)" " = (4,5).

d)JelikoZ vime, Ze kazdou permutaci lze zapsat jako souéin transpozic takto
(i1, ...1g) = (i1,4k) 0 - - - 0 (i1,73) o (i1, 42), pak tedy b= (1,2) 0 (1,3) o (1,4).

Uloha iii: Dokazte, ze permutace (s o t!! o 516 0 13) je vzdy suda.

Reseni:
Vyuzijme toho, Ze p(a™) = p(a)™ a tedy jakékoli permutace umocnéna na sudé
¢islo je suda. Tedy:
p(s®) - p(t'h) o p(s') o p(t1¥) = L p(tH) - 1- p(t1?) = p(t'! 0 t1%) = p(t*1) =1
Tim je tvrzeni dokazano.

& & & &

TEST: Rozhodnéte zda jsou nasledujici vyroky pravdivé:

1. Kazda transpozice je lichou permutaci.

2. Kazdou neidentickou permutaci kone¢né mnoziny lze rozlozit do soucinu
transpozic.

3. Kazda licha permutace je transpozici.
4. Grupa (S, o) je komutativni pro kazdé n € N.

5. Pro kazdé n € N, n > 3 je grupa (D,, o) komutativni (grupa (D,,o) je
grupa vsech symetrii pravidelného n-tihelnika). [1, strana 14]

6. Cyklus délky 5 umocnény na 321 m4 lichou paritu.

7. Se, tj. grupa vsech permutaci na Sesti prvcich, ma 36 prvka.

& & & &
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Priklad 2.1: Jsou dany permutace f,g,h € Sg pfedpisem

(123456789 h= fo
9=\8 15263 749) "TI°F
a) Napiste permutace f, g a h jako sloZeni navzdjem nezévislych cykli.

b) Urlete paritu permutaci f, g a h.

c) Spoctéte permutaci f190 o g1%0 a napiste ji jako souc¢in navzdjem nezévis-
lych cykla.

Priklad 2.2: Jsou déany permutace u,v,w € Sg predpisem

(123456789
“=\3 4721986 5)

9
9 b

(123456 7809
“=l8 1463759 2)

Zapiste permutace u, v, w jako slozeni nezavislych cykli.

4
Il
N
Ut =
N DN
= W
IS
w ot
o
~
Sy Co

a

=3

Spoctéte permutace u o v, v o u, w o v.

o

Spoctéte permutace wovou, wovow, Vo wo u.

Spoététe permutaci v103.

Spoététe permutaci w?’.

120

ol

€]

ov 3.

Lanr)

Spoctéte permutaci u

32 4

Zapiste permutaci v w3? jako souéin transpozic a urcete jeji paritu.

o

)
)
)
)
)
)
)
)

h) Zapiste permutace u, v, w jako soucin transpozic a ucréete jejich paritu.

Piiklad 2.3: Urcete inverzni prvky u=!, v—1, w™! z piedeslého piikladu.
Piiklad 2.4: Mgé&jme permutace f, g € S,,. Uréete paritu permutace f7og%o 9.
Priklad 2.5: Urcete viechny permutace f € Sg, pro néz plati f2 = (1,2) o (3,4).

P¥iklad 2.6: Urcete viechny permutace a € Sg takové, ze a® = (1,2, 3) o (4,5,6).

Priklad 2.7: 'V grupé (Ss, o) v8ech permutaci pétiprvkové mnoziny {1,2,3,4,5}
najdéte permutaci f takovou, Ze (1,3) 0 (2,4,5) o fo(1,4) = id.

Priklad 2.8: Napiste permutace f = (2,3,4,5) 0 (1,3,6,8) a g = (1,4,6) o
(2,7,4,8,3) o (1,5) jako soucin 10 transpozic.

8
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P¥iklad 2.9: Dokazte, ze permutace (s ot~17)18 0 510 je sud4 permutace pro
libovolné s, t € Sg.
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3 Grupy zbytkovych trid

Definice 3.1: Nechf a,b € Z, fekneme, ze a déli b, pokud Jec € Z, tak ze
b=a-c, piSeme a | b. [1, strana 14]

Definice 3.2: Necht a,b € Z. Definujeme nejvétsi spoleény délitel (a,b) = d,
podminkami:

1.d|a,d]|b

2.¥6€Z,6|a,0|b=4|d

3.d>0
Cisla a, b € Z se nazyvaji nesoudélnd pokud (a,b) = 1.

[1, strana 15]

Véta 3.3: (Eukliduv algoritmus) Necht a,b € N oznacme a; = a,a2 = b a
pro n > 3 poloZme a, rovno zbytku po déleni a,_o cislem a,_1. Po konecném
poctu kroki dostaneme aj, = 0. Pak (a,b) = ap_1. [1, strana 15]

Dusledek: (Bezoutova rovnost) Pro libovolnd celd ¢&isla a,b existuji celd
cisla u,v takovd, Ze
a-u+b-v=/(a,b).

[1, Véta 3.3 (Bezoutova rovnost) strana 15]
Definice 3.4: Bud n pfirozené ¢islo. Mnoziny [a], = {k-n+ a |k € Z}, kde

a € 7 se nazyvajl zbytkove tridy podle modulu n. Mnozinu vsech zbytkovych
t¥id podle modulu n ozna¢ujeme symbolem Z,. [1, Definice 3.7 strana 17]

Véta 3.5: Bud'n ptirozené, a celé &islo. Zbytkovd trida [a], md inverzni prvek
v (Zp, ), pravé kdyz ¢isla a, n jsou nesoudéind. [1, Véta 3.13 strana 19]

Definice 3.6: Bud 1 < n pfirozené ¢islo. Symbolem ¢(n) oznaéime pocet

vSech prirozenych ¢isel mensich nez n a nesoudélnych s n. Funkce ¢ je tzv.
Eulerova funkce. Klademe (1) = 1. [1, Definice 3.15 strana 20]

Véta 3.7:  Pro libovolné prvocislo p je o(p*) = (p — 1) - pF~1.
Pro libovolnd nesoudélnd piirozend cisla a, b je p(a-b) = p(a) - ¢(b).

[1, Véta 3.16 strana 20]

& & & &

10
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Uloha i: Pomoci Euklidova algoritmu zjistéte (600, 9432).

Resent:
9432 1-6000 + 3432
6000 = 1-3432+ 2568
3432 = 1-2568 + 864
2568 = 2-864 + 840
864 = 1-840+4 24
840 = 35-24+40

Nejvétsim spoleénym délitelem je tedy 24.

Uloha ii: Dokazte, 7e ¢isla 2n + 1 a 9n + 4 jsou nesoudélné pro libovolné
n € N.

Reseni: Méame vlastné dokdzat (2n + 1,9n + 4) = 1. PouZijeme Euklidtv
algortimus:

In+4 = 4-2n+1)+n
2n+1 = 2-n+1
n = n-14+0

Tim je tvrzeni dokazano.
Uloha iii: Zjistéte kolik invertibilnich prvki ma komutativni pologrupa (Zi2, -).

Reseni: Podle véty 1.3.4. je pocet prvki majicich v (Z,, -) inverzi roven ¢(n).
Tedy pocet inverznich prvka v (Zi2,+) je roven ¢(12) = 4.

Uloha iv: Urcete inverzni prvek ke zbytkové t¥idé modulo 540, ktera obsahuje
¢islo 17.

Reseni: Vime, Ze inverzni prvek exituje, pokud jsou c¢isla nesoudélna, to
nejlépe zjistime pomoci Euklidova algortimu:

540 = 31-17+413
17 = 1-13+4
13 = 3-4+1

4 = 4-1+0

Zjistili jsme tedy, Ze ¢isla jsou nesoudélné a tudiz mtzeme hledat inverzni prvek,
k tomu vyuzijeme Bezoutovu rovnost:

1=13-3-4=13-3-(17—13) = —-3-174+4-13 = —-3-17+4-(540—31-17) =
=4-540 — 127 - 17

To znamené, Ze [17]5,6 = [~127]540 = [413]540-

11
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Uloha v: Naleznéte viechna m € N, pro ktera je (m) liché.

Reseni:

1. Jestlize m je délitelné lichym prvocislem p pak p — 1 | p(m) = ¢(m) je
sudé ¢islo.

2. Z&dné liché prvocislo nedéli m, pak m = 28,k € Ny. Je-li k& = 0, pak
p(m) = ¢(2°) = (1) = 1, je-li k > 0, pak p(m) = p(2¥) = 1-2""' a to
je liché prave, kdyz k = 1.
©(m) je liché, jestlize m = 1, 2.

Uloha vi: Zjistéte pro kterd m € N je ¢(m) = 16.

Reseni: Necht m = p{* -p5?-- - --pi*, p; jsou rtiznd prvocisla a a; € N pro i €

c{1,2,-- k.
gp(m) = (pl — 1) .p?171 . <p2 — 1) .pngl P (pk) — 1) . p%kil = 16 = 24’ to
znamena, ze

m:2a,3ﬁ,5v,1757 aaﬂvVaéeNOa

o(m) = p(2%) - ©(37) - p(57) - p(17°).

Nyni provedeme tivahu jakych hodnot mohou nabyvat «, 3,7, d. Nejlepsi je zacit
u mocniny nejvyssiho prvodisla tedy u 6.

1. Je zfejmé, Ze § mize byt nanejvys rovna 1 a ziroven musi byt
©(2%)-p(37)-p(57) = 1, kdyby totiz bylo § > 1 dostali bychomep(m) > 272.
Necht 6 =1 Aa=0=~=0, pak m = 17 a mame prvni FeSeni.

Necht  =a=1AB=~7=0,pak m=2-17 = 34.
Tim jsme vycerpali vSechny moznosti pro § = 1 a dale v feseni budeme
uvazovat § = 0.

2. Kdyz tedy § = 0 pak m = 2% - 37 .57, nyni zauvazujeme 7.
Kdyby v > 2 tak p(m) > 20, to znamend, ze v mize byt nejvyse 1.
Necht tedy vy =1Aa,8 > 1.

p(m) = p(2%) - o(37) - p(5) = 16
2071.9.30-1.4 = 16

20471 . Sﬁfl —

« =

6 =
Atedym = 60

p(m) = p(3%) - ¢(5) = 16
2-3°71.4 = 16
3 = 2

Nema feSeni.

12



3. GRUPY ZBYTKOVYCH TRID 13

Déle necht y =1AB=0Aa > 1.

p(m) =(2%)-¢(5) = 16
2074 = 16

2071 = 4

a = 3

Atedym = 40

Tim je v = 1 a v ttvahach budeme pokracovat pro v = 0.
3. Nyni m = 2% - 37, Nechf o, 5 > 1.

p(m) = (2%) ¢(3%) = 16
20-1.9.36-1 = 16
e

a = 4

B = 1

Atedym = 48

Necht o = 0 A 3 > 1. Pak p(m) = p(3%) = 35~! = 8, coz nem4 feseni.
A koneéné necht 3 =0A a > 1. Pak p(m) = ¢(2%) =21 =16,a =5 a
tedy m = 32.

Celkové m = {17,32, 34,40, 48, 60}.
L) & & L) &

TEST: Rozhodnéte zda jsou nasledujici vyroky pravdivé:

Pro libovolné pfirozené ¢islo m > 2 plati, ze p(m) je sudé ¢islo.
Pro libovolné p¥irozené ¢islo m plati ¢(m)? | p(m?).

Pro libovoné ¢islo n € N je (Z,, ) grupa.

Pro libovoné prvoéislo p je (Z,, ) grupa.

Rozhodnéte zda je (Zg, ) komutativni pologrupa.

S ok W=

Pro libovolné prvoéislo p jsou grupy (Z;, -) (grupa zbytkovych tfid modulo
p neobsahujici zbytkovou tfidu s reprezentantem [0],) a (Z,,-) (grupa
vSech invertibilnich zbytkovych tfid modulo p) totozné.

& & & &

Priklad 3.1: Naleznéte (111,107) a vyjadiete jej Bezoutovou rovnosti.
Priklad 3.2: Pro kterd n € N jsou ¢isla 2n — 1 a 9n + 4 nesoudélna?

Piiklad 3.3: Naleznéte inverzni prvek k [49]1000 v (Z1000, *)-

13



3. GRUPY ZBYTKOVYCH TRID 14

Priklad 3.4: Rozhodnéte, zda existuje inverzni zbytkova tiida ke t¥idé obsa-
hujici ¢islo 67 modulo 103 a pokud ano, naleznéte ji.

Priklad 3.5: Kolik existuje inverznich prvka v
a) (Zio21,-) b)  (Zar2s,-)

Priklad 3.6: Vypoditejte:
a) ¢(635) b) ¢(1221) c) ¢(1331)

Priklad 3.7: Urcete pro kterd n € N plati ¢(5™) = 100.
Priklad 3.8: Dokazte, ze pro kazdé n € N plati ¢(4n + 2) = p(2n + 1).

Priklad 3.9: Spoctéte:
a) 28 +1)50 v Zozeyq b) 28 =15 vV Zoziyy ©) [m2—m41] 5 v Zops

Piiklad 3.10: Zjistéte, pro kterd m € N je ¢(m) = 18.

Piiklad 3.11: Urcete kolik prvka maji grupy (Z.,-) pro nasledujici n:
a) n=24 b) n =306 c) n=>5225

Priklad 3.12: Najdéte vSechna = € N tak, ze 13z dava zbytek 7 po déléni
1000 respektive 100.

14
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4 Zakladni vlastnosti grup

Véta 4.1:  Bud G pologrupa s jednotkovym prvkem. Pak plati:

(1) 17t =1,
(2) (aH) ™t =a,
(3) (al.az.....an)_lza’;l ..... agl.afl7
kde a, ay,...a, jsou libovolné invertibilni prvky z G.

[1, Véta 4.6 strana 24]

Véta 4.2: Bud (G,-) pologrupa s jednotkovgm prvkem, H mnoZina vsech in-
vertibilnich prvki z G. Pak (H,-) je grupa. [1, Véta 4.7 strana 26]

Definice 4.3: Rdd prvku a grupy G definujeme jako nejmensi pfirozené ¢islo
n takové, ze a” = 1. Pokud takové prirozené ¢islo neexistuje, fekneme, ze Fad
prvku a je co. [1, Definice 4.11 strana 26]

Véta 4.4:  Bud G grupa, a € G. Je-li 7dd prvku a pfirozené éislo n, pak :

(1) pro libovolné celé ¢islo k plati a* = a”, kde r je zbytek po déleni cisla k
cislem n,

(2) a* # a™ pro libovolnd navzdjem riznd celd ¢isla 0 < k, m < n.
Je-li prvek a rddu oo, pak:
(3) a* # a™ pro libovolnd navzdjem riznd celd cisla k, m.

[1, Véta 4.13 strana 26]

Véta 4.5: Bud G grupa, a € G a k prirozené &islo. Pak a¥ = 1 prdve, kdyz
7ad proku a déli ¢islo k.[1, Dusledek 4.14 strana 27]

Véta 4.6:  Bud G grupa, a € G prvek #ddu n, n = k-m. Pak prvek a* je #didu
m. [1, Dusledek 4.15 strana 27]

Véta 4.7: Bud G grupa, a,b,c € G. Pak plati:

a-b=a-c=>b=c,
b-a=c-a=b=c

Tyto vztahy se nazyvaji zakony o krdceni. [1, Véta 4.17 strana 27]

Definice 4.8: Pocet prvku konec¢né grupy G nazyvame 7dd této grupy. Ozna-
¢ujeme jej symbolem |G|. [1, Definice 6.5 strana 34]

« & & & &

15



4. ZAKLADNI VLASTNOSTI GRUP 16

Uloha i: V grupé (Z;,,-) invertibilnich zbytkovych t¥id modulo 14 spoéitejte
fad prvku [5]14.

Resent:

* [5]3; = [25]14 = [-314

o [5]3, = [—3]1a - [5]1a = [~15]1a = [-1]1a
o [l = [-1]3, = ([54)* = [5]%4

Cislo 6 tedy spliiuje podminku [5]$, = [1]14. Abychom mohli ¥ict, Ze je Fddem
prvku [5]$,, musime dokazat, Ze je nejmensi pfirozené &islo s touto vlastnosti.
Jelikoz 4 ani 5 nedéli 6, je podle véty 4.5 fadem prvku [5]14 v grupé (Zjy,-)
opravdu 6.

Uloha ii: 'V grupé (Z3, ) invertibilnich zbytkovych t¥id modulo 13 spocitejte
rady vsech prvki.

Reseni: JelikoZ je modul prvociselny, obsahuje grupa (Z;5, ) dvanact prvka
(obsahuje reprezentanty vSech zbytkovych t¥id modulo 13 kromé zbytkové t¥idy
s reprezentantem 0). Nejlepsi je zapisovat si vysledky do tabulky.

Prvek | Rad [[ Prvek | Rad
113 1 [T | 12

2]13 12 [8}13 4
J13 3 9]13 3
|13 6 [10]13 6
]
]

13 4 [11]13 12
13 12 [12]13 2

e [1]13 - neutralni prvek, je vzdy fadu 1

o [2]85 = [64]13 = [-1]13
2113 = [1]13

o [335 = [9]13 = [~4]13
3135 = [~12]13 = [1]13

o [4]13 = [2];
[2]13 = [41;

o [5]75 = [25]13 = [~ 113
[5]15 = [2]13

[ ] [6]?3 - [46656}13 = [—1]13
[6]13 = [1]13

[ ] [7](153 - [117649]13 = [71]13
7113 = (113

o [8)i3 = [2]3;
[2]13 = [8]15

o 9135 = (72913 = [1]13

[ ] [10]?3 = [1000}13 = [71]13
(10135 = [1]13

16



4. ZAKLADNI VLASTNOSTI GRUP 17

6
13
113 = s
2
13

& & & &

TEST: Rozhodnéte zda jsou néasledujici vyroky pravdivé:
1. V libovolné komutativni grupé plati, ze ¥ad soucinu dvou prvki je roven
sou¢inu Fadu téchto prvku.
2. Jestlize néjaka grupa obsahuje prvek fadu 6, pak obsahuje i prvek radu 3.
3. VSechny prvky libovolné nekonecné grupy jsou nekonecného radu.

4. V libovolné komutativni grupé€ plati, ze fad soucinu dvou prvki je roven
nejmensimu spolecnému nasobku radu téchto prvka.

5. Rad libovolné koneéné cyklické grupy je prvoéislo.
6. V libovolné grupé je jen konecné mnoho prvkia konec¢ného radu.

7. Jestlize néjaka grupa obsahuje prvek fadu 2 a téz prvek fadu 3, pak ob-
sahuje i prvek fadu 6.

8. V kazdé grupé plati, ze soucin libovolnych dvou prvkt nekonecného fadu
je opét prvek nekonec¢ného Fadu.

9. Existuje nekonecnd grupa s prvkem konec¢ného radu.
10. Rad prvku a grupy (G, o) je roven 1 pravé, kdyZ a je neutralnim prvkem
grupy (G, o).
11. V libovolné pologrupé s neutralnim prvkem tvoii mnozina vsSech inverti-
bilnich prvkd grupu.

« & & & &

Priklad 4.1: V grupé (Zj5,-) invertibilnich zbytkovych t¥id modulo 15 spo-
éitejte rad prvku [7]15.

Priklad 4.2: V grupé (GLy(R),-) reguldrnich matic typu 2 x 2 s redlnymi
prvky uréete fad matice A a fad matice B, kde

a=(1 %) m=(01)

Priklad 4.3: Urcete vSechna pfirozend ¢isla m takova, ze v aditivni grupé
(Za4,+) zbytkovych t¥id modulo 24 existuje aspon jeden prvek fadu m.

Piiklad 4.4: Urcete fad permutace (1,2,4,5) o (3,7,8) o (6,9), respektive
(1,2,4,5,3,6,7,9) 0 (3,7,8) o (6,2,9).

17



4. ZAKLADNI VLASTNOSTI GRUP 18

Priklad 4.5: V dané grupé urcete fady vSech prvki:
a) (Z7,-) b) (Ze,+) ) (Zg,)

Piiklad 4.6: 'V grupé (R*, -) naleznéte vSechny prvky koneéného fadu a urdete
jejich rad.

Piiklad 4.7: V grupé (C*,-) naleznéte vSechny prvky kone¢ného fadu.

Priklad 4.8: Urcete vSechna n € N tak, ze v S,, exituje prvek fadu 26,27,32
a 33.

Priklad 4.9: Urcete rad prvku [k}, v (Z,,+).

Priklad 4.10: Dokazte, Ze koneénd pologrupa v niz plati zdkony o kraceni je
grupa.

Priklad 4.11: Udejte pfiklad tfiprvkového grupoidu, ktery neni grupou, ale
plati v ném zakony o kraceni. Ukazte, Ze grupoid neni pologrupou.

18



5. PODGRUPY 19

5 Podgrupy

Véta 5.1: Bud H podgrupa grupy (G,-). Pak - uréuje operaci na mnoZiné H
a H je grupa vzhledem k této operaci. Je-li navic grupa G komutationi, pak i H
je komutativni grupa. [1, Véta 5.3 strana 29

Véta 5.2: Budte H; podgrupy grupy G, kde i probihd néjakou mnoZinu I # ).

Pak (N H; je podgrupa v G. [1, Véta 5.5 strana 29|
i€l

Definice 5.3: Bud M podmnoZina grupy G. Symbolem (M) ozna¢ime prinik
vSech podgrup grupy G obsahujicich mnozinu M. Podle pfedchozi véty je (M)
podgrupa grupy G, a sice nejmensi podgrupa grupy G obsahujici mnozinu M.
Nazyva se podgrupa generovand mnozinou M. Mnozinu M nazyvame mnozinou
generdtord grupy (M). Pokud M = {as,...,a,}, pak hovofime o podgrupé
generované prvky aq,...a, a ozna¢ujeme ji struéné (as,...a,).

[1, Definice 5.6 strana 30]

& & & &

Uloha i: Popiste viechny podgrupy grupy (Z, +).

Reseni: Podgrupy jsou tvaru k-Z = {k-a |a € Z},k € Ny.
Dikaz: Necht jsou tedy vSechny podgrupy tvaru k-Z ={k-a |a € Z},k € Ny a
H # {0} je libovolna podgrupa grupy (Z,+). Ukazme, ze H = k - Z.
Jelikoz H # {0} existuje tedy v H alesponl jedno ptirozené ¢islo. Necht & je
nejmensi z prirozenych Cisel v H.

1) k-Z C H. Necht a € Z je libovolné, ukazme, ze k-a € H. Je-li a € N
dokazeme indukci:
a) a=1,pakk-a=k-1=ke H.
B3) Piedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro a = 1,2,--- ,n a dokdZzeme pro
a=n+1:
k-a=k-(n+1)=k-n+keH.
Pokud a < 0 pak —k-a=Fk-(—a) € H.

2) H C k-Z.Necht h € H je libovolny. Délme se zbytkem: h = k-q+r,q,r €
7,0 <r <k.Ztoho,zer=h—k-q€ H plyne r =0.

Uloha ii: Uréete podgrupu grupy (S, o) generovanou mnozinou M = {(1,2), (1,3)}.

19
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e DAl uz nemusime sklddat, protoze jsme jiz dostali grupu, proto (M) =
{id, (1,2),(1,3),(2,3),(1,2,3),(1,3,2)} = {f € S4 | f(4) = 4}.
Jelikoz mnozina (M) je uzaviena vzhledem k operaci o, obsahuje neutralni
prvek a kazdy prvek v ni ma prvek inverzni, je to skute¢né podgrupa grupy

(S4v O)'

" . o V2 | V2
Uloha iii: V grupé (C*,-) uréete podgrupu generovanou ¢islem R

V2 V2
2 2

+
Reseni: Necht a = g + ig = cos +isin%. Z Moivrovy véty vime, Ze
(cosT +isinZ)® = (cos 8% +1sin 8%) =1 a jelikoz a je generdtorem podgrupy
a Ffad prvku a je osm ihned vime, Ze podgrupa <§ + 1§> bude mit osm prvk.
Déle mizeme doresit graficky bod a si vyjadfime v goniometrickém tvaru jako

s oo ; o .
cosy +ising az Moivrovy véty vime, Ze

Kolik ma podgrupa { ) prvka?

(cos% +i sin%)k = (cos k% +1 sin kg)

Nyni budeme postupné pfi¢itat tthel 7. Vznikljch osm bodl tvoii pravidelny
osmithelnik.

o€ P4
R .
I
| ' | i i
1 T 1 T T
-1

V2 32 V2 _iV2
- 2 — 173 -1+ 2 — 173

TEST: Rozhodnéte zda jsou nasledujici vyroky pravdivé:

1. Libovolna podgrupa komutativni grupy je sama komutativni grupou.

2. V grupé nenulovych redlnych ¢isel (R*, ) existuje kone¢n4 netrividlni cyk-
lickd podgrupa.

3. Kazd4 netrividlni grupa ma netrividlni komutativni podgrupu.

4. V libovolné grupé (G, -) plati, Ze mnozina vSech prvkt z € G, pro které je

2% = 22, tvoii podgrupu grupy (G, -).

5. V grupé kladnjch redlnych éisel (R, ) existuje netrividlni cyklickd pod-
grupa.
6. Kazda netrivialni podgrupa nekomutativni grupy je nekomutativni.

7. Grupa (Zs,+) je cyklicka.

20
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8. Grupa (R*,-) obsahuje dvouprvkovou podgrupu.

9. Kazda kone¢nd cyklickd grupa o m prvcich mé pravé ¢(m) podgrup.
10. Grupa (R, +) obsahuje dvouprvkovou podgrupu.
11. Grupa (C*,-) obsahuje podgrupu fadu 4.
12. Kazda komutativni podgrupa grupy (S,, o) je cyklicka.

« & & & &

Piiklad 5.1: Ukazte, 7Ze mnozina H = {a +b-i | a,b € Z}, kde i = /-1, je
podgrupa v grupé G = (C, +).
Dale naleznéte podgrupu H grupy G takovou, ze H G H G C.

Priklad 5.2: Popiste vSechny podgrupy grupy (Ss, o).

Pi¥iklad 5.3: 'V (Zgp, +) uréete podgrupu generovanou mnozinou {[6]eo, [15]60}-

Piiklad 5.4: V grupé (C*,-) vSech nenulovych komplexnich éisel s operaci
nasobeni urcete (i, ©), tj. podgrupu generovanou mnozinou {7, 0}, kde i = /—1
a O je feSenim rovnice t3 = 1, pficemz © # 1.

(ndpovéda: je vhodné uvazit ¢islo © ve tvaru © = cos2F + i - sin?y)

3

Priklad 5.5: Uréete podgrupu grupy (Ss, o) generovanou mnozinou X:

{(1,4,5,2)0(1,5,2,4,6,3),(1,4,5,2) 0 (4,5,6) o (1, 3,2)},
{(1,5,8) 0 (1,4,2,5)0(1,5,2),(1,2,6,4,8,5) o (1,4,6,2)},
{

a (1,

(1,

(1,8,2,3,5) 0 (1,2,6,7,8),(4,7,6,2) o (2,4,8)},
{a

(

b

¢]

d

e

12)0(3,4),(2,3) 0 (4,5)},

) X =
) X =
) X =
) X =
) X =1{(2,4,6),(4,7,2),(3,2,4)}.

Piiklad 5.6: Urcete podgrupu (M) generovanou mnozinou

M =1{(1,2)0(3,4),(1,2,3)}
v grupé (A4, o) vSech sudych permutaci ¢tyfprvkové mnozZiny {1,2,3,4}.
Priklad 5.7: Urcete podgrupu (M) generovanou mnozinou

M = {([2]s [4]s), ([6]s, [4]s)},
v grupé (Zs,+) x (Zs,+). Kolik ma podgrupa (M) prvki?

Piiklad 5.8: V grupéch (R, +) a (R*, ) uréete podgrupu generovanou prvkem

V2.
Piiklad 5.9: Urcete podgrupu grupy (Z7,+) generovanou prvkem [2]7.
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Priklad 5.10: Ukazte, Ze dané podmnoZiny jsou podgrupy grupy (R*,-):  a)
R* b) QF c) Q3)={a+bV3la,beQ}.

Piiklad 5.11: Popiste vSechny podgrupy grupy (Zio,+).
Piiklad 5.12: Popiste vSechny podgrupy grupy (Z,+).

Piiklad 5.13: Necht P je podgrupa grupy (R*,-), dokazte, ze

Mp = {( “ Z ) la,b,c,d € R, detMpeP}

c
je podgrupa (GL2(R), ).
Priklad 5.14: Nechf je ddna grupa G a jeji dvé podgrupy H a K. Dokazte,

ze
(HUK>:{a1b1,...anbn|n€N, a; € H, biEK,}.

22
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6 Izomorfismy a souciny grup

Definice 6.1: Budte G1, G5 grupy, f : G1 — Gy bijektivni zobrazeni. Rek-
neme, ze f je izomorfismus grupy GG na grupu G, jestlize pro libovolné prvky
a, b € G plati:

fa)- f(b) = f(a-b).

Grupy G1, G2 se nazyvaji izomorfni, jestlize existuje izomorfismus G; — Gbs.
Skutecnost, ze grupy G1, G2 jsou izomorfni, vyjadfujeme zapisem G; = Gs.
[1, Definice 6.1 strana 32]

Véta 6.2: Bud f: G1 — Ga izomorfismus grup. Potom plati:
f1) =1
a pro libovolny prvek a € Gy plati:
fla™) = fa)~".

[1, Véta 6.4 strana 34]

Véta 6.3: Libovolnd nekonecénd cyklickd grupa je izomorfni grupé Z. Libo-
volnd koneénd cyklickd grupa fddu n je izomorfni Z,,. [1, Véta 6.6 strana 34|

Véta 6.4: Budte G1, Ga grupy. Definujeme na kartézském soucinu Gy x Go
mnozin Gy a Gy operaci nasobent vztahem
[a,b] - [¢,d] = [a-¢,b-d].

Pak (G1 x Ga,-) je grupa.
[1, Véta 6.7 strana 35]

Definice 6.5: Grupa (G; x Ga,-) se nazyva soucinem grup G a G.
[1, Definice 35 strana 35]

Véta 6.6: Bud G komutativni grupa a H, K jeji podgrupy takové, e HNK =
= {1}. Necht libovolny prvek a € G lze vyjddrit ve tvaru a = h -k, kde h € H,
ke K. Pak G H x K. [1, Véta 6.12 strana 36]

& & & &

Uloha i: Dokaite, Ze grupy (R*,-) a (R*,-) x (Zy, +) jsou izomorfni.

Reseni: Sestrojime f : R* — RT x Z, pfedpisem

- (’I’, 0]2), r > 0
flr)= { (=r,[1]2), r<0

Necht (a,b) € Rt X Zs libovolné, a € RT pak f(a) = (a,[0]2) a f(—a) = (a, [1]2)

z toho plyne, Ze f je surjektivni.
Necht r, s € R* takové, ze f(r) = f(s), to se ndm rozdéli na dva piipady
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a) (r,[0]2) = (s,[0]2) a to je pravé, kdyz r = s,
b) (=, [1]2) = (s, [1]2) a to je pravé, kdyz r = s,

to znamena, ze f je i injektvni, a f je tedy bijektivni.
Necht r,s € R* libovolné, f(r) - f(s) = (|r|,x) - (|s|,y) = (|r - s|,z + y), kde

oo L O r>0 [ 0], s>0
T\ [y, r<0 YT [, s<0
_J [0z, r>,s>0nebor<0,s<0
Tedyx-i-y—{[lb, r<0,s>0nebor >0,s<0 ’

[0]2, r-s>0
1],, r-s<0

f(r-s)= f(|rs|, 2), kde z = {

Tim jsme dokazali, Ze f je izomorfismus.

Uloha ii: Dokazte, Ze grupa viech otoc¢eni pravidelného éty¥sténu je izomorfni
grupé (A, o).

Reseni: Oznaéme si vrcholy pravidelného étyfsténu éisly 1, 2, 3, 4. Kazdé
jeho otoceni pak mizeme reprezentovat jako permutaci ¢isel jeho vrcholta. Kazdé
otoceni je jednozna¢né uréeno polohou jedné ze ¢tyf stén (étyfi moznosti) a jed-
noho ze t¥i vrchold této stény (tii moznosti), podle pravidla souéinu tedy existuje
celkem dvandact otoceni pravidelného ¢tyisténu. Osm z téchto otoceni je podle
osy prochézejici vrcholem a tézistém protilehlé stény. Tato otoceni jsou repre-
zentovana trojcykly (vrchol, jimz prochdzi osa zlistdvd na misté). T otodeni
jsou podle os prochazejicich stfedy protilehlych stran, ta jsou reprezentovana
soucinem dvojic transpozic. Posledni otoceni je identita. VSechny tyto permu-
tace jsou sudé a jejich pocet je roven poctu sudych permutaci na Ctyiprvkové
mnoziné. A jisté skladani otoc¢eni odpovida skladani permutaci. Tim je dokéa-
zano, 7e grupa otoceni pravidelného ¢tyfsténu je izomorfni grupé (Ay, o).

& & & &

TEST: Rozhodnéte zda jsou nasledujici vyroky pravdivé:

Libovolné dvé Sestiprvkové grupy jsou izomorfni.

Souéin cyklickych grup je vzdy cyklickou grupou.

Soucin dvou nekomutativnich grup je opét nekomutativni grupa.

Libovolné dvé tfiprvkové grupy jsou izomorfni.

CU R W e

Existuje nekone¢né mnoho grup, které jsou navzajem neizomorfni a pfitom
kazda méa pravé dvé podgrupy.

o

Soucin komutativnich grup je opét komutativni grupa.

7. Soucin libovolné komutativni a libovolné nekomutativni grupy je nekomu-
tativni grupa.

8. Grupy (R,+) a (RT,-) jsou izomorfni.
9. Grupy (Ss,0) a (D3, 0) jsou izomorfni.

10. Kazda konecné grupa je izomorfni s grupou permutaci vhodné neprazdné
kone¢né mnoziny.
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Priklad 6.1: V grupé (Zs x Sg X Z5,-) spocitejte
([2]57 (la 27 3) o (47 7)’ [5]7) ' ([3]57 (5a 8)7 [2]7)

Priklad 6.2: Necht (G, o) je grupa a a néjaky jeji pevné zvoleny prvek. Do-
kazte, ze potom (G,¢) je také grupa, kde operace ¢ je definovdna pfedpisem
goh=goaoh.

Piiklad 6.3: Necht (A4,0), (B, ) jsou dané grupy. Na mnoziné A x B definu-
jeme operaci ¢ takto:

(a1,b1)0(az,b2) = (a1 o az, by * b2), pro ¥(ay,b1), (az,b2) € A x B.
Dokazte, ze:

a) (A x B,0) je grupa

b) grupa (A x B, {) je komutativni < obé grupy (A4, o), (B, *) jsou komuta-
tivni.

Priklad 6.4: Necht G je grupa, f : G — G zobrazeni, uréené piedpisem
f(x) = 27 pro libovolné z € G. Dokaite, 7ze f je izomorfismus pravé, kdyz G
je komutativni.

Priklad 6.5: Dokazte, ze (Z5,-) je izomorfni s (Zg, +).

Priklad 6.6: Dokazte, ze (Zg,-) je izomorfni s (Za, +) X (Za,+).

Priklad 6.7: Bud (G,-) libovolnd kone¢nd grupa. Pro libovolné a € G defi-
nujeme zobrazeni v, : G — G predpisem v, (z) = a -z - a~!. Dokaite, Ze pro

libovolné a € G je v, izomorfismus grup.

Priklad 6.8: Dokazte, ze pro libovolné grupy G a H jsou grupy G X H a
H x G izomorfni.

Priklad 6.9: Necht f : G — H je izomorfismus grup. Ukazte, Ze fady prvku
a a f(a) jsou stejné.
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7 Lagrangeova véta
Definice 7.1: Bud G grupa, H jeji podgrupa, a € G. Mnozinu
a-H={a-h|heH}

nazyvame levd tiida grupy G podle podgrupy H (urend prvkem a).
[1, Véta 7.1 strana 37]

Véta 7.2: Bud G grupa, H jeji podgrupa, a, b € G. Pak ndsledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:

(1) a-H=b-H,

(2) acb-H,

(3) b'-a€H.

[1, Véta 7.2 strana 37]

Véta 7.3: (Lagrnageova véta) Rdd podgrupy konecné grupy G je délitelem
rddu grupy G. [1, Véta (Lagrangeova véta) strana 39

Véta 7.4: (Fermatova véta) Bud G koneénd grupa vddu n, necht a € G.
Pak o™ = 1. [1, Véta (Fermatova véta) strana 39

Véta 7.5: (Eulerova véta) Budn prirozené ¢islo, bud a cel€ ¢islo nesoudélné
sn. Pak
a?™ =1 (mod n).

[1, V&ta (Euler) strana 39]

« & & & &

. v ~ v 17 v Y o an+1 . ,
Uloha i: Dokaite, Ze pro kazdé pfirozené éislo n je ¢islo 22 + 7 slozené.

Reseni: Pii dikazu, 7e je ¢islo slozené (lze zapsat jako soucin kone¢ného
poétu prvocisel) je nejjednodussi najit alespori jedno prvodéislo, které toto ¢islo
déli. Zkusime si dosadit nizkd n, tak mizeme odhadnout kterad prvocisla by to
mohla byt. Vysledky si zapiSeme do tabulky:

n 22" 47

0 11

1 | 4294967303 = 11 - 390451573
2 ...

Zd4 se, Ze by to mohla byt napf. 11. Musime tedy zjistit jestli 11 | 22" 47,

Z dusledku Lagrangeovy véty [1, Dusledek 7.8] a Véty 4.4 (1) vime, 7e fad ¢isla
2 v 73 je deset. Pii dalsim feSeni vyuZijeme nasledujici véty.

Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Oznacme r 7dd ¢isla a modulo m. Pak pro
libovolnd t, s € Ng plati

a' =a® (mod m) & t=s (mod 7).
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7. LAGRANGEOVA VETA 27

Musime tedy zjistit s ¢im je kongruentni 24"+ modulo 10.

Vime, ze 2% = 1 (mod 5), podle pravidel pro po¢itdni s kongruencemi vime, ze
muZeme obé strany kongruence a modul vynéasobit timtéZz pfirozenym ¢islem.
Tedy

2" = 1 (mod5) /-2
24+l = 2 (mod 10)

z ¢ehoz podle uvedené véty plyne

22" = 22 (mod 11) /47
22" 417 = 447 (mod 11)
22" 17 = 0 (mod 11)

NN 1 s s an+1 . L
¢imZ jsme dokézali, Ze ¢islo 22 + 7 je slozené.

Uloha ii: Urcete zbytek po déleni &isla 2°0 + 350 4+ 450 &islem 17.
Reseni: [2°0 + 3% +4%]17 = [2°°]17 + [3%%)17 + [4%]17 = [2]3F + [3]3% + [4]3%

o 26 =1 Veta 7.5

2132 = 2177777 = ([2119)° - 213 = 47
o Blif=1

[83% = [4137°7% = (8]i9)° - B3, = 97
o [4)i9=1

[4]3% = [437°7% = ([4i9)* - 437 = [ e

o 250 4 350 4 450 — 417 + [-1)17 + [9]17 = [12]17
Zbytek je tedy 12.
Uloha iii: Popiste rozklad grupy (R*,-) podle podgrupy R™.

Reseni: Popsat rozklad znamen4 zjistit, kdy dvé ¢isla budou pattit do stejné
tiidy rozkladu. Necht tedy a, b € R* libovolné a zjistujeme kdy a-RT = b-RT.
To je podle véty 7.2 pravé, kdyz b~'-a € Rt a to miiZe nastat ve dvou piipadech

a) b= > 0 coz v grupé R* znamen4, ze b > 0 a soucasné a > 0 nebo
b) b1 < 0 tedy, ze b < 0 a souasné a < 0
Dvé cisla patii do stejné tridy rozkladu praveé, kdyz maji stejné znaménko a

rozklad grupy (R*,-) podle podgrupy R* je tedy na tiidy obsahujici kladn4,
respektive zdporna redlnd ¢isla, nebo-li R* /RT = {R*T R™}.

« & & & &
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TEST:
1. Rad grupy (Z7,+) je 7.
2. R4d grupy (Z3,) je 8.

3. Pro kazdou grupu G, ktera je fadu 1, plati, ze obsahuje pouze neutralni
prvek.

4. Rady grupy (Zio,+) a grupy (Z,,-) jsou rovny 10.

5. Rady grupy (Zy,+) a grupy (Z, ,,-) jsou shodné pro libovolné n € N.

6. Rady grupy (Z,—1,+) a grupy (Zy,,-) jsou shodné pro libovolné prvoéislo
D.

& & & & &
Piiklad 7.1: Urcete zbytek po déleni &isla 520 ¢islem 3.

Priklad 7.2: Urcete zbytek po déleni danych égsel Cislem 17: N N
a) 540 + 640 + 740 + 840 b) 44 + 55 C) 1313 + 1414 .

Priklad 7.3: Dokazte, ze pro libovolné n € N je ¢islo 22°"" 4 3 ¢slo slozens.
Piiklad 7.4: Popiste rozklad grupy (R*,-) podle podgrupy {—1,1}.
Priklad 7.5: Popiste rozklad grupy (Z,+) podle podgrupy (2).

Priklad 7.6: Popiste levy rozklad grupy (Ay4, o) sudych permutaci na mnoziné
{1,2,3,4} podle podgrupy generované permutaci (1,4, 2).

Priklad 7.7: Urcete pocet levych t¥id grupy (Z,+) x (Z,+) podle podgrupy
H={(m,n)|6]|(m-—2n)}

Piiklad 7.8: Popiste levy rozklad grupy (Zi6,+) podle podgrupy
4716 = {4& | a € Zl6}-

Piiklad 7.9: Urcete levy rozklad grupy (GLa(Zs),-) vSech reguldrnich matic
nad Zs podle podgrupy
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8 Homomorfismy grup

Definice 8.1: Bud G, G2 grupy. Zobrazeni f : G; — G2 se nazyva homo-
morfismus grupy G1 do grupy Gs, jestlize splniiuje podminku:
f(a)- f(b) = fla-b).

[1, Definice 8.1 strana 41]

Definice 8.2: Bud f: G; — G5 surjektivni homomorfismus. Pak grupa G2 se
nazyva homomorfni obraz grupy G;. [1, Definice 8.7 strana 42]

Definice 8.3: Bud f: G; — G2 homomorfismus grup. Mnozina

J(f)={rveGi| flz) =1}

se nazyva jddro homomorfismu f. [1, Definice 8.10 strana 42]

Véta 8.4: Homomorfismus f : Gy — Ga je injektivni prdve, kdyz J(f) = {1}.
[1, Véta 8.11 strana 43]

& & & &

Uloha i: Je déan piedpis f : (Z3,+) — (S4,0), kde f([a]3) = (1,2) o (3,4) o
(1,2, 3)*. Rozhodnéte, zda korektné zadéva zobrazeni a zda se jednd o homor-
fismus.

Reseni: Zjistit zda se jedna o korektné zadané zobrazeni znamend dokazat,
Ze nezalezi na volbé reprezentanti téze zbytkové tfidy. To znamena zjistit zda
plati rovnost f([a]3) = (1,2) 0 (3,4) 0 (1,2,3)* = (1,2) 0 (3,4) o (1,2,3)2+3F |
k € Z, protoze (1,2, 3) je fadu 3. Rovnost tedy plati a pfedpis korektné definuje
zobrazeni.
Nyni zjistime, zda se jedna o homomorfismus. Nebo-li ovéfime platnost rovnosti

f(lals + [bls) = f([als) o f([bl3),

ale napi. f([1]s +[2]s) = (1,2) 0 (3,4) 0 (1,2,3)"** = (1, )O( 4).
F([As)o f([2]s) = (1,2)o(3,4)0(1,2,3)" (1 2) (34)0( 2,3)? = (1,3)0(2,4).

Vidime, Ze dané zobrazeni neni homomorfismus.

& & & &

TEST:
1. Pro libovolné dvé grupy (G, ) a (H, -) existuje homomorfismus grupy (G, )
do grupy (H,-).
2. Homomorfismus grup je injektvni, je-1li jeho jadro jednoprvkové.
3. Libovolny surjektivni homomorfismus grup mé alespon dvouprvkové jadro.

4. Existuje surjektivni homomorfismus grupy koneéného fadu do grupy ne-
konec¢ného radu.
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5. Pro libovolné dvé grupy (G, -) a (H,-) existuje surjektivni homomorfismus
grupy (G, -) do grupy (H,").

6. Pro kazdy homomorfismus plati, Ze jeho jadro obsahuje neutralni prvek.

7. Je-li f: G — G homomorfismus grup, pak pro kazdy prvek a € G plati,
7e prvky a a f(a) maji stejny fad.

8. Pro libovolnou grupu (G, ) plati, Ze mnoZina vSech homomorfismi f :
G — G spolu s operaci sklddani zobrazeni je pologrupa s neutralnim
prvkem.

« & & & &

Priklad 8.1: Rozhodnéte, zda dané piedpisy korektné definuji zobrazeni a
zda se jedna o homomorfismus nebo dokonce izomorfismus grup.

a) a:(Za,+) % (Zs, +) = (Z12,+), kde a(([als, [b]3)) = [a — b]12,
b) B:(Za,+) x (Z3,+) — (Z12,+), kde B(([als, [b]3)) = [6a + 4b]12,
) v:(Z5,) x (Zs,+) — (Zs,+), kde v(([a]s, [b]5)) = [bl]]5,
d) 0:(Z1s) = (Zs,+) X (Z3, +), kde 6([a]15) = ([a]s, [a]3),

)

(
€: (Q*, ) — (Q%,), kde e(p/q) = q/p~
Priklad 8.2: Urcete obrazy a jadra homomorfismt z predeslého piikladu.

Piiklad 8.3: Dokazte, ze zobrazeni o grupy (Zsop,+) do grupy (Zso,+) de-
finované predpisem «([a]sg) = [6a]z2o je homomorfismus grup, dale dokazte, ze
zobrazeni 8 grupy (Zso,+) do grupy (Sg, o) definované predpisem 5([b]2g) =

= (1,2,3,4,5)" je také homomorfismus grup. Nakonec uréete jadra homomor-
fismu

a) J(a) b) J(B) c) J(Bea)

Piiklad 8.4: Je ddno zobrazeni « grupy (Zg,+) do grupy (Se, o) pfedpisem
a(lals) = (1,2,3) o (1,2,3)* o (1,2,3) pro libovolné celé ¢éislo a a zobrazeni
grupy (Zs,+) x (Za,+) do grupy (Ze, +) piedpisem S(([b]s, [c]4)) = [2b+ 3c]6
pro libovolna celd ¢isla b, ¢. Rozhodnéte, zda se jednd o homomorfismy a uréete
nasledujici jadra homomorfismi.

a) J(a) b) J(B) ) J(aop).

Priklad 8.5: Spoctéte jadro a obraz homomorfismu « z grupy (Zjg,-) do
grupy (Zjys, ) daného predpisem a([a]ss) = [27a — 26]10s, kde a € Z.

Priklad 8.6: Dokazte, ze predpis flalao = (1,2,3,4,5)? definuje homomorfis-
mus f : (2207+) - <S77O).

Priklad 8.7: Necht G je grupa, f : G — G zobrazeni, uréené predpisem

f(z) =z - x pro libovolné x € G. Dokazte, Ze f je homomorfismus préve kdyz
G je komutativni.
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Priklad 8.8: Bud (G,-) libovolna koneénd grupa. Pro libovolné a € G definu-
jeme zobrazeni ¢, : G — G piedpisem 1, (z) = a-z-a~!. Dokaite, Ze zobrazeni
U : G — S(G) dané piedpisem ¥(a) = 1), je homomorfismus grupy (G,-) do
grupy (S(G), o) v8ech permutaci mnoziny G.

Priklad 8.9: Uvazme grupu (G, ) matic typu 3/3 nad Z, které jsou néasledu-
jictho tvaru

G:

O O
o = Q

b
c | a,b,c€Zy,
1

kde - je nasobeni matic. Definujeme nyni zobrazeni f : (G,-) — (Z,+), které
matici
1 a b
01 ¢
0 0 1

prifadi ¢islo a — c. Dokazte, ze zobrazeni f je homomorfismus grup.

Priklad 8.10: Popiste vSechny homomorfismy grupy (Ss, o) do grupy (Zg, +).
Kolik jich je?
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9 Faktorové grupy

Definice 9.1: Podgrupa H grupy G se nazyva normdlni, jestlize
a-h-a e H
pro libovolné prvky a € G, h € H. [1, Definice 9.1 strana 45]
Véta 9.2: Bud G grupa, H jeji normdini podgrupa. Definujme soucin dvou
levych trid a - H, b- H grupy G podle H vztahem
(a-H)-(b-H)=(a-b)-H.

Pak - je operace na mnoziné G/H a (G/H,") je grupa. [1, Véta 9.4 strana 46]

Véta 9.3: Bud G grupa, H jeji normdlni podgrupa. Pak zobrazeni

p: G — G/H dané vztahem p(a) = a - H
je surjektivni homomorfismus. Jeho jddro je rovno H. [1, Véta 9.5 strana 46)
Definice 9.4: Grupa (G/H,-) se nazyva faktorovd grupa grupy G podle pod-

grupy H. Homomorfismus p se nazyva projekce grupy G na faktorovou grupu
G/H. [1, Definice 9.6 strana 46|

Véta 9.5: (Hlavni véta o faktorovych grupach)Bud f : Gy — G2 homo-
morfismus grup a H normdlni podgrupa v Gy takovd, Ze H C J(f). Pak existuje
jeding homomorfismus f : G1/H — Ga, jehoZz sloZeni

fop: Gy — G1/H — Gy

s projekci p je rovno homomorfismu f.

(Gla )

(G2> )

p f
(Gl/Hv')

[1, Véta 9.10 (Hlavni véta o faktorovych grupach) strana 47]

Véta 9.6: Bud f : G — Go surjektivni homomorfismus grup. Pak grupy Go
a G1/J(f) jsou izomorfni. [1, Véta 9.11 strana 48]

& & & &

Uloha i: Rozhodnéte zda podgrupa generovana transpozici (1,2) je normalni
podgrupa v (Ss, o).

Reseni: Transpozice (1,2) generuje podgrupu H = {(1,2),id} grupy (Ss, o).
Protoze plati
(1,2,3)0(1,2) 0 (3,2,1) = (2,3) & H,

neni podgrupa H normaélni.
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Uloha ii: Uvazme grupu viech regularnich matic fadu 2 s racionalnimi prvky
(GL2(Q), -). Ozna¢me SL3(Q) mnozinu vSech téch matic z GL2(Q), které maji

determinant 1:

a)
b)

c)

SL2(Q) = {A € GL2(Q) | [4] = 1}
Dokazte, ze mnozina SL2(Q) je podgrupou grupy GL2(Q).
Dokazte, ze mnozina SLo(Q) je normdlni podgrupou grupy GL»2(Q).
Popiste, jak vypada a ¢emu je izomorfni faktorgrupa GL3(Q)/SL2(Q).

Reseni:

ad a)

ad b)

ad ¢)

Necht A, B € SLy(Q) libovolné. Pak |[A-B| = |A]-|B]=1-1=1a
mnozina SLy(Q) je tedy uzaviena na operaci ndsobeni matic.

Jisté ( - ) € SL2(Q).

JelikoZ pro libovolnou regularni matici A plati |[A~1| = |A|~! tak také pro
kazdou matici B € SLy(Q) plati, ze B~! € SLy(Q).
Dokézali jsme, Ze SL2(Q) je skuteéné podgrupou (GL2(Q), ).

Necht A € (GL2(Q),"), H € SL2(Q). |[A-H- A7 = |A| - |H| - |A7Y =
=|A|-|A7Y = 1. To znamen4, ze A- H-A~! € SLy(Q) a mnoZina SLy(Q)
je pak normalni podgrupa (GL2(Q), -).

Popsat jak vypada rozklad GL2(Q)/SL2(Q), znamend urcit, kdy dvé ma-
tice A, B € GlLy(Q) lezi ve stejné t¥idé rozkladu.

Tedy kdy A - SL2(Q) = B - SLy(Q), to je podle véty 7.2 pravé, kdyz
B~1. A € SLy(Q) tedy, kdyz |[B~1-A| = 1, coz je ekvivalentni | B~|-|A| = 1
a to je shodné s |A| = | B|. Dvé matice tedy nalezi do stejné t¥idy rozkladu
pokud mayji stejny determinant.

Abychom mohli zjistit ¢emu je izomorfni faktorgrupa GL2(Q)/SL2(Q) mu-
sime najit surjektivni homomorfismus grup h : GL2(Q) — K jehoz jadrem
je SLa(Q). Jelikoz jiz vime jak vypadd rozklad GLo(Q)/SL2(Q), urc¢ime
grupu K a predpis h tak, Ze zjistime, jak na mnoziné GLo(Q)/SL2(Q)
vypada operace -.

Oznacime si M, = {A € GL2(Q) | |A| = r} tiidu rozkladu, jejiz matice
maji determinant roven r.

Necht A € M,, |A| =a a B € M, |B| =0 libovolné, pak A- B = C, jeli-
koz |A|-|B|=|A-B|=|C| =a-b,atedy C € My, tedy My - My = Mg.p.
Operace - na mnoziné GL1(Q)/SLy(Q) tedy vypada jako nasobeni ¢isel v
grupé (Q*,-). Potom zbyvé dokazat, ze

h: (GLz(Q),-) — (@7, ), h(A) = [A]
je surjektivni homomorfismus, jehoz jadrem je SLo(Q).

1. Homomorfismus: h(A- B) =|A- B| = |A] - |B| = h(A) - h(B),
2. h je surjektivni: zfejmé,

3. J(h) = SLa(Q): J(h) = {A € GLy(Q) | |4] = 1} = SLa(Q).

Tim jsme dokézali, ze GL2(Q)/SL2(Q) je izomorfni Q*.
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Uloha iii: Naleznéte ¢emu je izomorfni faktorgrupa komplexnich &isel podle
podgrupy realnych ¢isel (C/R = 7).

Reseni: Stejné jako v piedeslé tiloze musime najit surjektivni homomorfismus
h:(C,+) — (K,-) jehoz jadrem je R. Grupa (K, -) je pak ona hledand grupa
izomortni faktorgrupé (C/R, +).

Grupu K a predpis h opét uréime tak, Ze zjistime jak vypada rozklad C/R a
jak na ném vypad4a operace +. Rozklad uré¢ime nasledovne:
Nejprve si napiseme jak vypadaji levé t¥idy rozkladu

(a+i-b)+R={(a+i-b)+7r|reR},

nyni zjistime, kdy dvé komplexni ¢isla (a+1i-b) a (@ +14-b) patii do stejné t¥idy
rozkladu. Tedy, kdy (a +i-b) + R = (@a+i-b) +R.

To je pravé, kdyz (—a —i-b) + (a+14-b) € R a to je jen tehdy, kdyz b —b =0
nebo-li b = b. Oznacime si R, = {a+i-b | a € R} pak C/R = {R; | b € R}.
Protoze R,-Ry = {a+i-b| a € R}-{a+i-b|a € R} = {(a+a)+i-(b+b)} = R, 53,
vidime, Ze hledanou grupou K je (R, +) a predpis

h:(C,4+) = (R,+), h(a+i-b) =b.
Zbyva tedy dokazat, Ze h je surjektivni homomorfismus s J(h) = R.
1. Homomorfismus: A((x+i-y)+ (a+i-b)) =h(z+a+i-(y+b)) =a+b=
=hz+i-y)+hla+1i-b),
2. h je surjektivni: ziejmé,
3. J(h)=R: Jh)={(a+i-b)eC|h(a+i-b)=0, a,be R} =
={a+i-b|lacRb=0}=R.
Tim jsme dokazali, ze (C/R, +) = (R, +).

& & & &

TEST:

1. Libovolna faktorgrupa cyklické grupy je cyklickou grupou.
2. V libovolné grupé plati, ze kazda jeji normalni podgrupa je komutativni.

3. Je-li f : G — H homomorfismus grupy (G, -) do grupy (H, -), potom grupa
(H,-) je izomorfni s n&jakou faktorgrupou grupy (G, ).

4. V libovolné grupé plati, ze kazda jeji podgrupa je normélni.
5. V libovolné grupé plati, ze kazda jeji komutativni podgrupa je normalni.

6. Pro libovolnou grupu (G, ) a libovolnou jeji norméalni podgrupu H plati:
Je-li (H,-) komutativni, potom je faktorgrupa (G/H,-) komutativni.

& & & &

Piiklad 9.1: Rozhodnéte, zda je (M) normalni podgrupa grupy (S4,0), M =
{(1,3).(3,4)}.
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Priklad 9.2: Méjme nésledujici podgrupy grupy (Sg, o)
G={f€S¢| fsuda}
H={feG|[f(3)=3}
tedy H C G C Sg. Rozhodnéte, zda
a) H je normdlni podgrupa grupy (G, o)
b) H je normélni podgrupa grupy (Sg, o)
¢) G je normalni podgrupa grupy (Sg, o)
Priklad 9.3: 'V komutativni grupé (G, -) uvazme podmnozinu D vSech prvki,
jejichz druh& mocnina je neutralni prvek e:
D={xeG|z-x=e}
Dokazte, ze D je

a) podgrupa grupy (G, "),
b) norméalni podgrupa grupy (G, -).

Piiklad 9.4: PopisSte vSechny normalni podgrupy grup (Ss, o) a (A4, o). Ukazte,
Ze grupa (A, o) je normélni podgrupa grupy (S,, o) pro libovolné n € N.

Piiklad 9.5: Bud déna grupa (G, o) nekonstantnich afinnich zobrazeni redl-
nych Cisel
G={fR—->R| f(z)=azx+0b, aeR*", beR}
s operaci skladani zobrazeni o. Uvazme v této grupé dvé podgrupy:
T={f:R—R| f(z) =azx, a € R*}
S={f:R—>R| f(z)=x+b, beR}
Ktera z nich je norméalni podgrupou grupy (G, o0)?
Piiklad 9.6: Uvazujme normalni podgrupu grupy (G,+) = (Z,+) x (Z,+)
definovanou takto:
a) H={(a,b) e ZxZ|2]a, 3|0},
b) H={(a,b) € ZXZ|7|2a+ 3b}.

Urcete, ktera grupa (K, -) je izomorfni faktorgrupé G/H, déle definujte vhodné
zobrazeni ¢ : G — K, pro néz dokazete, ze ¢ je surjektivni homomorfismus
grup, jehoz jadrem je H.

Piiklad 9.7: V komutativni grupé (G, ) s neutrdlnim prvkem e uvazme pod-

mnozinu K vSech prvki grupy G kone¢ného fadu, tedy
K={z]3neN , 2" =e}.

Dokazte, Ze

a) K je normdlni podgrupa grupy (G,-),
b) ve faktorgrupé (G/K,-) maji vSechny prvky (mimo neutralni) stejny fad.
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Priklad 9.8: UvaZme mnoZiny redlnych ¢isel G = {3159 | p,q € Z}, a
H ={3" | r € Z} a operaci - (ndsobeni redlnych ¢isel). Ziejmé (G, -) je grupa.

a) ukazte, Ze H je normélni podgrupa v G,

b) popiste faktorgrupu G/H, které grupé je izomorfni?

Piiklad 9.9: Necht je ddna grupa matic (G,-) (s operaci nasobeni matic) a
jeji norméalni podgrupa H. Uréete faktorgrupu G/H:

G—{(Z 2) |a,ceQ*,beQ}, H_{<Z 2) la,c€Q, beQ, a,c>0}.

Priklad 9.10: Vime, Ze mnoZina

G:{(S ?)|e:{JJLaEZ}

spoleéné s operaci ndsobeni matic tvoii grupu (G, -). Oznacme

H:{((l) 21b> Ibez}

podmnozinu mnoziny G. Ukazte, Ze H je normélni podgrupa grupy G. Popiste
rozklad G/H tj. charakterizujte kdy dvé matice < (€) ? ) a ( g Cll > nalez

do stejné t¥idy rozkladu. Urcete pocet tiid rozkladu G/H. Urcete, které grupé
(K, -) je izomorfni faktorgrupa G/H tj. popiste grupu (K, -) a definujte vhodné
zobrazeni o : G — K pro néz dokaZte, Zze « je surjektivni homomorfismus grup,
jehoz jadrem je H.

Piiklad 9.11: Necht (G, ) je grupa. Pro libovolné a, b € G definujeme [a,b] =
=a"'.b71.qa-b. Dokaste, Ze mnozina

é:{[alabl]""'[anabn} | REN; a1,-..an,b1,...,bn Eg}

je normélni podgrupa grupy G a Ze faktorgrupa (G/G,-) je komutativni.
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10 Konecné grupy
Definice 10.1: Mnozina
C={a€eG|a z==x-aprolibovolné z € G}

se nazyva centrum grupy G. [1, Definice 10.4 strana 49]

Véta 10.2:(Sylow) Bud G konecnd grupa a p prvocislo takové, Ze jeho k—td
mocnina déli ¥dd grupy G. Pak G obsahuje podgrupu fddu p*.
[1, Véta 10.8 (Sylow) strana 50]

Véta 10.3:(Sylow) Bud G koneénd grupa, p prvocislo a k nejuétsi celé éislo
takové, Ze p* deli vdd grupy G. Bud r pocet podgrup Fddu p* v grupé G. Pak
r =1 mod p. [1, Véta 10.8 (Sylow) strana 50)

Definice 10.4: Necht p je prvocislo a G je konefna komutativni grupa. p-
Sylowskd podgrupa grupy G je libovolné jeji podgrupa o p* prvcich, kde k je
nejvétsi prirozené &islo s vlastnosti p* | |G].

Definice 10.5: Bud p prvoéislo. Grupy fadu p*, kde k > 0, se nazyvaji p-
grupy. [1, Definice 10.11 strana 52]

Véta 10.6: Bud G konecnd komutativni grupa, |G| > 1. Pak

G%Zp;fl X oo XD ke

Pm

kde p1,...,Dm jsou prvocisla a ki,...,k, jsou prirozend cisla. Tento rozklad
grupy G na soucin netrividlnich cyklickych p-grup je urcen jednoznacné, aZ na
potadi ¢ingteld. [1, Véta 10.13 strana 52)

& & & &

Uloha i: Popiste viechny (az na izomorfismus) komutativni grupy o 12 prv-
cich.

Reseni: Vyfiesit tento piiklad znamena, zjistit kolika zptisoby lze éislo 12
napsat jako soudin mocnin prvocisel (ne nutné rtznych).
12 =22 .3 = 2-2- 3. Existuji tedy pravé dvé komutativni grupy o 12 prvcich:
Z4XZ3&ZQXZQXZ3.

Uloha ii: Naleznéte viechny 3-Sylowské podgrupy grupy (Ss, o).

Reseni: |S5| =5!=120=2%-3-5
Nejvétsi mocnina trojky, ktera déli 120 je 3'. 3-Sylowska podgrupa bude mit
tedy t¥i prvky. Je to napfiklad podgrupa ((1,2,3)) = ((1,3,2)).
Oznacme si S mnozinu vsech 3-Sylowskych podgrup.

S ={{(k,1,m)) | k,l,m e {1,2,3,4,5} Ak £1#m k}.

37



10. KONECNE GRUPY 38

Pricemz ((k,l,m)) = ((k,m,1)) = ((Il,k,m))((l,m,k)) = ((m, k,1)){(m, ], k)).

|S| = (g) 3,5—'2, = % = 10, existuje tedy deset 3-Sylowskych podgrup grupy

(S57 O)
& & & & &

TEST:

1. Je-li pocet prvki néjaké grupy prvocislo, pak je tato grupa komutativni.

2. Kazda kone¢na komutativni grupa je izomorfni vhodnému soucinu konec-
nych cyklickych grup.

3. Je-li f4d koneéné grupy (G,-) délitelny prvocislem p, pak grupa (G, -)
obsahuje prvek fadu p.

& & & &

Priklad 10.1: Urcete centrum grupy

a) (Ss,0) vSech permutaci t¥iprvkové mnoziny
b) (Z7,+) zbytkovych tfid modulo 7

¢) (GL2(Q),-) reguldrnich matic 2 x 2 nad raciondlnimi éisly.

Priklad 10.2: Popiste vSechny (aZ na izomorfismus) komutativni grupy o 120
prvcich.

Priklad 10.3: Kolik existuje komutativnich grup o 32 prvcich (az na izomor-
fismus)?

Piiklad 10.4: Naleznéte alespoii jednu 2-Sylowskou podgrupu grupy (Ss, o).
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Vysledky prikladua

1 Pojem grupy
TEST: 1l.ano, 2.ne, 3.ne.
1.1 a) ne, b) ano, c) ne, d) ano.

1.3

a) neni komutativni, nen{ asociativni, nem4 neutralni prvek,

b) je komutativni, neni asociativni, prvek d je neutralni.

1.6 (G,0) je nekomutativni pologrupa, kterd nemé neutrdlni prvek. Bude-li
mnozina G jednoprvkové pak (G, o) bude trividlni komutativni grupa.

1.7 a) ano, b) ne, ¢) ne, d) ano, e) ano, f) ano.
1.8 Je asociativni, neexistuje neutralni prvek, neni grupou.
1.9 Je asociativni, neexistuje neutralni prvek, neni grupou.

1.10 fi fo fs fo fs fe

flh fo fs fa s Je
folfe f1 fo fs fa f3
fs|fs fs fi fo fo fa
falfa fo f5 f1 f3 fo
Is|fs fs fa fo fo S
fe|fo fo fo f3 i [fs

1.11 Ne, nejedna se o grupu.
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2 Permutace

TEST: 1l.ano, 2.ano, 3.ne, 4.ne, 5.ne, 6.ne, 7.ne.

2.1
a) f=1(1,9,5)0(2,3,7)o(4,8,6), g = (1,8,4,2)0(3,5,6), h =(1,6,7,2,9,5,4, 3),

b) p(f) =1, plg) = =1, p(h) = -1,
C) flOO o 9100 = (3, 1,9, 5,47 8; 6> 77 2)

2.2

a) u=(1,3,7,8,6,9,5)0(2,4), v = (L,5,3)0(6,8), w = (1,8,9,2)0(3,4,6,7,5)
b) uov = (2,4)0(5,7,8,9), vou = (2,4)9(3,7,6,9), wov = (1,3,8,7,5,4,6,9,2),

c) wovou=(1,8,9,4)0(2,6)0(3,5), wovow = (1,7,4,9) 0 (2,3,6,5,8),
vowou=(1,4,5,6,2,8,7,9),

d) v19 = (1,5,3) 0 (6,8),
e) w? = (1,2,9,8) 0 (3,6,5,4,7),
f) u?ov?=(1,3,7,8,9,5),
g) v32ow3? = (1,6)0(1,3)0(4,5) 0 (4,7), sudd
h) w=(1,5)0(1,9) 0 (1,6) 0 (1,8) 0 (1,7)0(1,3)0(2,4), licha
v=(1,3)0(1,5) 0 (6,8), licha
w=(1,2)0(1,9)0(1,8) 0 (3,5)0(3,7) 0 (3,6) o (3,4), lich4.
2.3 w!=(1,596,8,7,3)0(24), v =(1,3,5) 0(6,8),
wl = (1,2,9,8) 0 (3,5,7,6,4)
2.4 Suda
2.5 f1=(1,3,2,4), f2=1(1,4,2,3), f3=1(1,3,2,4)0(5,6),
fa= (174’273) °© (57 )
2.6 a1 =(1,4,2,5,3,6), az = (1,5,2,6,3,4), a3 = (1,6,2,4,3,5),
as =(1,3,2) 0 (4,6,5), as = (1,4,2,5,3,6) o (7,8),
as = (1,5,2,6,3,4) 0 (7,8), ar = (1,6,2,4,3,5) o (7,8),
as = (1,3,2) 0 (4,6,5) o (7,8

3 Grupy zbytkovych trid

TEST: 1l.ano, 2.ne, 3.ne, 4.ne, 5.ano, 6.ano.
3.1 (111,107)=1, 1 =27-111 —28-107.
32 n#9+4+17-k| keZ.

40



VYSLEDKY PRIKLADU 41

3.3 [49]7000 = [449]1000-

3.4 Existuje, je to zbytkova tiida [20];03.
3.5 a) 1020, b) 2160.

3.6 a)504,  b)720,  c) 1210.

3.7 n=3.

3.9 a) [14+ (2" —1)(2" Yoenyy,  b) [-1—(2F + 1)(2F N)]p2eyq,
c) [1+msm) o ).

3.10 m = {19,27,38,54}.
3.11 a)8,  b)96,  c) 3600.

3.12 a) z =539 (mod 1000), b)z = 39 (mod 100).

4 Zakladni vlastnosti grup

TEST: 1.ne, 2.ano, 3.ne, 4.ne, 5.ne, 6.ne, 7.ne, 8.ne, 9.ano, 10.ano, 11.ano.
4.1 4.

4.2 Rad matice A je 4, f4d matice B je oo.

4.3 me{l,2,3,4,6,8,12,24}.

4.4 12, respektive 14.

45 a) Prvek | Rad b) Prvek | Rad °) Prvek | Rad
[1]7 1 [0]6 1 [1]6 1
[2]7 3 (1]6 6 [5]6 2
37 6 2]6 3
[4]7 3 [3ls 2
[5]7 6 [4]6 3
[6]7 2 [5ls 6

4.6 Cislo 1 je fadu 1, ¢islo -1 je ¥adu 2, ostatni &isla jsou fadu oo.
4.7 Je jich nekonec¢no, jsou to vSechny prvky tvaru (cos%7T +1i sin%”), n € N.

4.9 Oznacme d = (n, k), pak fad prvku je 7.
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5 Podgrupy

TEST: 1l.ano,2.ano, 3.ano, 4.ano, 5.ano, 6.ne, 7.ano, 8.ano, 9.ne, 10.ne, 11.ano.
12.ne.

5.2 Ss, {id}, {id, (1,2)}, {id,(1,3)}, {id, (2,3)}, {id,(1,2,3),(1,3,2)}.

5.3 ([3leo)-
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{([0]s, [0]s), ([2]s [4]s)- ([4]s, [0]s), ([6]s, [4]s)} = (([2]s [4]s)), [(M)| =

=~

VR, +) {k- 92| ke),v (R, {2 | kez).

ot
o

5.9 (Z7,+).

6 Izomorfismy a souciny grup

TEST: 1l.ne, 2.ne, 3.ano, 4.ano, 5.ano, 6.ano, 7.ano, 8.ano, 9.ano, 10.ne.
6.1 ([0]s,(1,2,3) 0 (4,7) 0 (5,8), [3]).

7 Lagrangeova véta

TEST: 1l.ano, 2.ne, 3.ano, 4.ano, 5.ne, 6.ano.

71 1.

7.2 a)l15,  b)15  c) 14

7.4 R*/{1,-1} = {{a, —a} |a € R*+}.

7.5 ZLs.

7.6 {{id,(1,2,4),(1,4,2)},{(1,2)o(3,4),(2,3,4),(1,3,4)}, {(1,3)0(2,4), (1,4,3),(1,2,3)},
{(1,4) 0 (2,3),(1,3,2),(2,4,3)}}.
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7.7 6.

7.8 {{[0]16, [4]16. [816: [12]16}, {[1]16, [B16, [916, [13]16}, {[2]16, [6]16. [10]16, [14]16},
{[3l16, [7)16, [11]16, [15]16} }

o o {0 ) (Bl B b (R ) (R )M
8 Homomorfismy grup

TEST: 1l.ano, 2.ano, 3.ne, 4.ne, 5.ne, 6.ano, 7.ne, 8.ano.

8.1 a) neni zobrazeni, b)homomorfismus, c) nenizobrazeni, d) izomorfis-
mus, e) izomorfismus.

8.2 b) O(B) ={lchz | 2| c}, J(B) ={([als, [b]3) | 12| 6a + 4b},
d) O(0) = Zs x Zs, J(6) = {[0]15}, e) O(e) =Q*, J(e) = {1}.

8.3 a) J(a) = {[a]ao | 20| 6a}, D) J(B) = {[bl2o | 50},
C) J(ﬁ ] a) = 5Z30.

8.4 a) Zobrazeni a neni homomorfismus, b) J(8) = {([b]s,[c]4) | 6 | 20+ 3¢},
¢) Zobrazen{ a o 8 neni homomorfismus.

8.5 J(a)={la]ss |a € Z, (a,36) =1, [27a—2]108 = [1]108} = {[1]36, [5]36, [13]36, [17]36, [25]36, [29]36 },
O(a) = {[27@ — 2}108 ‘ a € Z, (a,36) = ].} = {[1]1087 [55]108}'

8.10 Pravé dva.

9 Faktorové grupy

TEST: 1l.ano, 2.ne, 3.ne, 4.ne, 5.ne, 6.ne.
9.1 Neni.

9.2 a)ne, b)ne, c)ano.

9.5 S.

9.6 a) K = (Zy x Z3), v((a,b)) = ([a]2, [b]3)
b) K= (Z77+)a @((% b)) = [2 a+3- b]7

9.8 b) Dveé disla patii do stejné t¥idy rozkladu, pravé kdyz
q = q_’ G/H g Z.

9.9 ZQ X ZQ.
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9.10 Dveé matice patii do stejné t¥idy rozkladu pravé, kdyz e = €a 2 | a+a,je
izomorfni grupé Z* x Zs.

10 Konecné grupy

TEST: 1l.ano, 2.ano, 3.ano.

101 a) {id}, b)Zs, @{(’5 2) |ke@*}.
10.2 Zo X Zio X Ly X Xz X Ly, Do X Xz X Ly X L5, L3 X Ls X Zg.
10.3 7.

10.4 Jsou to osmiprvkové podgrupy, napt. {id, (1, 3), (2,4), (1,2, 3,4), (1,4, 3,2), (1, 2)o
(3,4),(1,4) 0 (2,3),(1,3) x (2,4)} - grupa symetrii ¢tverce.
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