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1 Zakladni vlastnosti operaci

Priklad 1.1: Rozhodnéte, zda dany grupoid je pologrupa, zda obsahuje (levy, pravy) neutralni prvek, (levy,
pravy) nulovy prvek, zda je to grupa a zda je operace komutativni.

1) Cela cisla s operaci s¢itani.
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2) Reélna cisla s operaci ndsobeni.
) Cela ¢isla s operaci odeciténi.

4) Ptirozend cisla s operaci nejvétsi spolecny délitel.

Piiklad 1.2: Pro dané mnoziny matic typu 2 krat 2 nad redlnymi ¢isly rozhodnéte zda je s¢itani, resp.
nasobeni, matic operaci na této mnoziné. Pokud se jednd o operaci, zjistéte, zda je operace asociativni ¢i
komutativni, zda obsahuje neutrdlni prvek, a zda se jedna o grupu.

1) Mnozina vSech matic nad celymi ¢isly.

2) Mmnozina vSech matic nad raciondlnimi ¢isly.
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3) Mnozina vSech reguldrnich matic nad raciondlnimi ¢isly.
) Mnozina vsech matic s nulou v levém dolnim rohu a s jednickami na diagonéle.

5) Mnozina vSech regularnich matic nad celymi ¢isly.

Priklad 1.3: Pro mnozinu X zna¢ime P(X) mnozinu vSech podmnozin mnoziny X. Pro néasledujici operace
urcete, zda grupoid P(X) je pologrupou, zda je operace komutativn{ a naleznéte neutrdlni prvek.

1) Prunik.
2) Sjednoceni.
3) Mnozinovy rozdil. (Y\Z ={z €Y |z & Z})
4) Symetricky rozdil. (Y +Z=(Y\Z)U(Z\Y))
Piiklad 1.4: Urcete, zda operace na t¥iprvkové mnoziné {a, b, c} dand tabulkou je komutativni, asociativni a
zda ma neutralni prvek.
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Priklad 1.5: Prvek e pologrupy (G, -) se nazyvé idempotent jestlize e-e = e. Ukazte, ze kazdd grupa obsahuje
praveé jeden idempotent.



Piiklad 1.6: Pro mnozinu X ozna¢me T'(X) mnozinu vSech transformaci, tj. T(X) = {f : X — X}, a
PT(X) mnozinu v8ech parcidlnich transformaci, tj. PT(X) ={f:Y — X | Y C X}. Ukazte, ze (T(X),0)
a (PT(X),0), kde o je operace skldddni zobrazeni, jsou monoidy. Pro danou mnozinu transformaci (resp.
parcidlnich transformaci) uréete, zda spole¢né s operaci skldddn{ zobrazeni tvoii grupoid, pologrupu, ¢i grupu.
(Pozor: odpovédi se mohou lisit v piipadech kdy X je jednoprvkovd, resp. konecnd, resp. nekoneénd.)

1) Vsechna injektivni zobrazeni.
2) Vsechna surjektivni zobrazeni.

3) Vsechna bijektivn{ zobrazeni.

Priklad 1.7: Doplite nésledujici tabulku operace na tiiprvkové mnoziné tak, aby vysledny grupoid byl polo-
grupou.

Priklad 1.8: Nasledujici tabulku je mozno jedinym zpusobem doplnit na tabulku operace - v pologrupeé (S, -),
kde S = {a,b,c,d,e, f}.
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1. Urcete, kterému prvku z mnoziny S se rovna d - b, resp. a - e, v pologrupé (.5, -).
2. Urcete vSechny idempotenty.

3. Vypiste vSechny pravé neutralni prvky.

4. Vypiste vsechny levé nulové prvky.

5. Urcete vsechny podmnoziny G C S takové, ze (G, -) je grupa.

6. Lze puvodni tabulku doplnit tak, aby byla operace - v grupoidu (5, -) komutativni?

Piiklad 1.9*: 'V pologrupé matic (Mat2(Q),-) typu 2 krat 2 nad raciondlnimi ¢isly s operaci ndsobeni matic
urcete vSechny idempotenty. Pro kazdy idempotent e urcete nékterou netrividlni podmnozinu, které spolecné s
operaci - tvofi grupu s neutralnim prvkem e.

2 Pojem grupa
Priklad 2.1: Rozhodnéte, zda dany grupoid (G, o) je grupa.
1) G je mnozina nenulovych raciondlnich ¢isel a operace o je dédna piedpisem x oy = |x - y|.

2) G je interval (0,1) a operace o je dédna piedpisem x oy = z +y — [z + y|, kde [2] znadi celou ¢ést z ¢isla
z, tj. nejvetsi celé ¢islo mensi nebo rovno z.

3) G je mnozina celych ¢fsel a operace o je ddna predpisem z oy = x + (—1)%y.



4) G je mnozina uspofadanych dvojic redlnych ¢isel, pficemz prvni z nich neni 0 a operace o je ddna piedpisem
(z,y) o (u,v) = (zu, zv +y).

5) G je mnozina komplexnich ¢isel, jejichz redlnd i imagindrni ¢ést je celociselnd a operace o je séiténi
komplexnich ¢isel.
Priiklad 2.2:
1) Dokazte, ze v libovolné grupé plat{ tzv. Zakony o kréceni (ab=ac = b=c¢,ba =ca = b=c¢).
2)* Dokazte, ze konetnd pologrupa v které plati zdkony o krdceni je grupa.
3) Udejte piiklad nekoneéné pologrupy, kterd nenf grupou, ale plati v ni zdkony o kraceni.

4) Udejte priklad tifprvkového grupoidu, ktery nenf grupou, ale plati v ném zdkony o krdceni. Ukazte, Ze
grupoid neni pologrupou.

5) Udejte piiklad pétiprvkového grupoidu s neutrdlnim prvkem, ktery neni grupou, ale plati v ném zdkony
o kréaceni. Ukazte, ze grupoid neni pologrupou.

Priiklad 2.3: Urcete kolik je dvouprvkovych, resp. tiiprvkovych, resp. ¢tyiprvkovych grup.

Priklad 2.4: Dokazte, ze v konetné grupé o sudém poctu prvku existuje prvek, ktery je inverzni k sobé
samému a neni to neutralni prvek.

Piiklad 2.5: Doplite tabulku operace * tak, aby vznikla grupa ({a,b, ¢}, *):

Piiklad 2.6: Necht (G,0) je grupa a a né&jaky jeji pevné zvoleny prvek. Dokazte, ze potom (G,0) je také
grupa, kde operace [J je definovana predpisem g[Jh =goao h.

Priklad 2.7*: Dokazte, ze grupy jsou pravé ty pologrupy pro néz plati:

(Va,b) (3z,y) (ax =b, ya=0>) .
Priklad 2.8*: Urcete vSechny dvouprvkové pologrupy (az na izomorfismus, tj. pfejmenovani prvku).

Piiklad 2.9%: Dokazte, ze v kazdé konecné pologrupé existuje idempotent.

3 Grupa Permutaci

Piiklad 3.1: Necht
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1) Rozlozte permutace s, t,u na soucin nezavislych cykla.
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2) Spoctéte souciny sot, tos, sowuot. Pouzijte jak ”dvojiadkovy” zépis, tak rozklad na nezavislé cykly.
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3) Spoctéte s3, s U
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Urcete inverzni prvky s~ ;U

5) Spoctéte permutace (5120 0t73)17 o u?? a (u=23 0 5)13 o ¢4,
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6) Permutace s,t,u rozlozte na soucin transpozic a urcete jejich paritu.

Piiklad 3.2: Napiste permutace f = (2,3,4,5)0(1,3,6,8) a g = (1,4,6) 0 (2,7,4,8,3) o (1,5) jako sou¢in 10
transpozic.

Piiklad 3.3: Dokazte Ze permutace (s2 ot~ 17)18 0 510 je sud4 permutace pro libovolné permutace s,t € Sy.

Piiklad 3.4: Uréete vSechny permutace a z grupy Sg takové, ze a? = (1,2,3)(4, 5,6). Podobné urcete b takové,
ze bt = (1,2,3,4,5,6,7).

Piiklad 3.5: Urcete viechny permutace f z grupy Sg takové, ze f3 = (1,2)(3,4)(5,6).

Piiklad 3.6:
1) Ukazte, ze libovolnou permutaci v S,, 1ze rozlozit na souéin transpozic tvaru (1,1%).

2) Ukazte, ze libovolnou sudou permutaci v S,, 1ze rozlozit na soucin cyklu tvaru (1,2,14).

Piiklad 3.7: Jestlize a je cyklus délky n, pak a* = id pravé kdyz n déli k. Pokud n nedéli k pak je a*
soucinem d nezdvislych cykli délky %, kde d je nejvétsi spolecny délitel n a k.

Piiklad 3.8*: Ukazte, ze libovolnou permutaci v S,, lze rozlozit na souc¢in cyklu (1,2) a (1,2,...,n).

Priklad 3.9*: Urcete ndsledujici grupy symetrif (jako podmnoziny S,,, pro vhodné n, nebo alespon urcete
pocty prvka).

1) D3 grupa symetrii rovnostranného trojihelnika,

2) Dy grupa symetrif ¢tverce,

4) grupa symetrii pravidelného ctytsténu.

*

)
)
3) D, grupa symetrii pravidelného n-thelniku (urcete alesponn pocet prvku),
)
)

5) * grupa symetrii krychle.

Piiklad 3.10*: Urcete, které prvky a € S, lze psat ve tvaru b?c? pro vhodné b,c € S,,.

4 Inverze v grupé zbytkovych tiid, fad prvku

Pi‘iklad 4.1: Spoététe 1) [4]1_51 A% Z15, 2) [17]1_811 A% Zlgl, 3) [49]2_216 A% Z226, 4) [49]2_215 v Z225, 5)
[125] 1296 Vv Zi296-

V Zozkyr, 3) [m2—m+ 1]}

m3—1

Piiklad 4.2: Spoctete 1) 28 + 1] .4 v Zooryy,  2) [2F — 1]

1
22k 41 22k 41 v

Dons 1.

Priklad 4.3: Urcete kolik prvka md grupa (Z7,-) pro nasledujici n a popiste jeji multiplikativni tabulku.
)n=5 2)n=7 3)n=_8.



Piiklad 4.4: Urcete kolik prvku maji grupy (ZZ,-) pro nasledujici n:
1)n=24, 2)n=306 3)n=05225.

Priklad 4.5: Ukazte, Ze pro libovolné n > 2 je ¢(n) sudé éislo.
Priklad 4.6: Urcete vSechna pfirozend ¢isla m, pro kterd plati p(m) = 18.
Piiklad 4.7*:  Urcete vSechna pfirozend ¢isla n takovd, ze ¢(n) | n.

Priklad 4.8: Urcete zbytek po déleni danych ¢isel (‘il’slem517. » .
1) 250 4350 4450 2) 510 610 + 710+ 810, 3) 4 55, 4) 13 15107

Piiklad 4.9: Urcete zbytek po déleni ¢isla a?’ 3" &islem 44, pro a = 8,9,10,11.
Piiklad 4.10: Ukazte, ze &islo 260 + 730 je délitelné éislem 13.
Piiklad 4.11*: Dokazte, ze pro libovolné n € N je éslo 227" + 3 éfslo slozené.

Piiklad 4.12*: Dokazte Cinskou zbytkovou vétu: Nechf je déno k € N a k-tice mq,---,my po dvou ne-
soudélnych pfirozenych ¢isel. Pak pro libovolnou k-tici ¢y, --- , ¢ pfirozenych ¢éisel existuje x € N takové, ze
x = ¢;(modm;) proi =1,..., k. Navic je toto = uréeno jednozna¢né modmy - - - - - my; presnéji, véechna tato
¢isla dévaji stejny zbytek po déleni ¢islem myq - - -+ - my.

5 Rad prvku
Priklad 5.1: Urcete fdd permutace (1,2,4,5) o (3,7,8) o (6,9) resp. (1,2,4,5,3,6,7,9) 0 (3,7,8) 0 (6,2,9).
Piiklad 5.2: Urcete 7ad prvku [k, v (Z,,+).

Piiklad 5.3: Urcete fady vsech prvku v (Z%,-) pron =7,8,12,13.

Piiklad 5.4: V GLy(Z3) (grupa reguldrnich matic nad Zs) urcete fady prvku (; (1)> a (1 ;)

6 Podgrupy

Pi#iklad 6.1: Ukazte, Ze podmnozina kladnych redlnych éisel, resp. kladnych raciondlnich éisel, resp. Q(v/3) =
{a+bV3 | a,b € Q} je podgrupa grupy (R*,-).

Priklad 6.2: Popiste viechny podgrupy grupy (Z, +).

Piiklad 6.3: Popiste véechny podgrupy grupy (Zig,+).

Piiklad 6.4: Popiste viechny podgrupy grupy (Z,,+).

Piiklad 6.5: Ukazte, ze mnozina sudych permutaci tvofi podgrupu grupy S,, pro libovolné n € N.
Piiklad 6.6*: Popiste vsechny podgrupy grupy symetrii D,, pro n = 3, 4.

Piiklad 6.7: Popiste svaz podgrup Sz a A4.



Priklad 6.8: Urcete podgrupu Sg generovanou mnozinou X:

)
2) X ={(1,5,8)0(1,4,2,5) 0 (1,5,2),(1,2,6,4,8,5) o (1,4,6,2)},
3) X ={(1,8,2,3,5)0(1,2,6,7,8),(4,7,6,2) 0 (2,4,8)},
4) X ={(1,2)(3,4),(2,3)(4,5)}.
5)* X ={(2,4,6),(4,7,2),(3,2,4)}.

Piiklad 6.9*: Urcete podgrupu S,, generovanou mnozinou {(1,2), (1,2,3,...,n)}.
Piiklad 6.10: V (Zg, +) urcete podgrupu generovanou mnozinou {[6]eo, [15]60 }-

Piiklad 6.11: V GL2(Z2) (grupa reguldrnich matic fadu 2 nad Zs) urcete podgrupu generovanou mnozinou

x={(s )
2= {(00) ()}
!
* Podobné v GL9(Z3) urtete podgrupu generovanou mnozinou
162G o))
Piiklad 6.12: V grupé (R, +), resp. (R*,), urcete podgrupu generovanou prvkem +/2.

Priklad 6.13: V grupé (C*,-) urcete podgrupu generovanou prvkem g +1i @

Priklad 6.14*: Urcete viechny koneéné podgrupy grupy (R*,-), resp. (C*,-).

Priklad 6.15: V grupé z piikladu 2.1-3 urcete podgrupu generovanou mnozinou prvku a) {3}, b) {6}, c)

{3,7}.
Piiklad 6.16*: Urcete vSechny podgrupy grupy z piikladu 2.1-3.
Piiklad 6.17: Necht je ddna grupa G a jeji dvé podgrupy H a K. Dokaite, Ze

(HUK) ={aiby ...anby |n €N,a; € H,b; € K}.

7 Homomorfismy a izomorfismy grup

Piiklad 7.1: Dokazte, ze (Z3,-) je izomorfni s (Zs, +) a (Z3,-) je izomorfni s (Za,+) x (Z2,+). (Ukazte, ze
predpis f([a]e) = [3]% definuje izomorfismus f : (Zg¢,+) — (Z%,+).)



Piiklad 7.2: U kazdého z nésledujicich predpist (kde a,b € Z, p, ¢ € Z\{0}) rozhodnéte zda zad4dva zobrazeni.
Pokud ano, rozhodnéte, zda se jednd o homomorfismus ¢i dokonce izomorfismus grup.

Oé,ai (Z47+) X (Z37+) e (Z12a+)

a((lals, [b]3)) = [6a + 412
a(([a]a, [b]3)) = [a — b1z
B (Zs,) x (Zs,+) — (Zs,+)
B(([als, [b]5)) = [1*!]5
7 : (Q\{0},-) — (@\{0},-)
v(p/q) = a/p
6 (Zs,+) = (Zs, +) x (Z3,+)
6([a]15) = (lals, [a]3)
€:(Zs, +) — (A4, 0)
6([a]3) = (1, 2,4) 0(1,3,2)%0 (1,4,2)

€(lals) = (1,2)(3,4) 0 (1,2,3)"
Piiklad 7.3: Dokazte, ze predpis f([alao) = (1,2, 3,4,5)® definuje homomorfismus f : (Zsg,+) — (S7,0).
Pi#iklad 7.4: Pro libovolnou grupu (G,-) oznatme Aut(G) = {f : G — G | f izomorfismus} mnozinu vSech
automorfismu grupy G a End(G) = {f : G — G | f homomorfismus} mnozinu v8ech endomorfismu grupy G.

i) Ukazte, ze (End(G),o), kde o je sklddani zobrazeni, je monoid a Aut(G) je podmnozina invertibilnich
prvki, tj. (Aut(G), o) je grupa.

il) Dokazte, Ze pro libovolny prvek a € G je zobrazeni p, automorfismus grupy G, kde p, : G — G je
definovano vztahem p,(z) = axa~!. (Hovofime o vnitinich automorfismech.)

iii) Ukazte, ze mnozina vSech vnitinich automorfisma Inn(G) = {p, | @ € G} je podgrupa grupy (Aut(G), o).

iv) Dokazte, ze zobrazeni p : G — Aut(G) dané predpisem p(a) = p, je homomorfismus grup.

Priklad 7.5: Popiste vSechny endomorfismy a automorfismy grupy (Z, +). Uréete ¢emu je izomorfni monoid
End(Z) a grupa Aut(Z).

Piiklad 7.6: Popiste viechny endomorfismy a automorfismy grupy (Z,,, +). Urcete Gemu je izomorfni monoid
End(Z,,) a grupa Aut(Z,).

Priklad 7.7*: Popiste vSechny homomorfismy z grupy (Z,,+) do grupy (Zg, +).

Piiklad 7.8: Necht f: G — H je izomorfismus grup. UkaZte, 7Ze fddy prvki a a f(a) jsou stejné. Co lze ici
o fadech prvki a a f(a) v piipadé, ze f : G — H je homomorfismus.

Priklad 7.9: Dokaite, Ze zobrazeni f : G — G definované predpisem f(x) = 27! je izomorfismus pravé tehdy,
kdyz grupa G je komutativni.

Priklad 7.10: Dokazte, ze pro libovolné grupy G a H jsou grupy G x H a H x G izomorfni.

Piiklad 7.11*: Necht X = {1,...,n}. Ukazte, Ze grupa (P(X), =) z piikladu 1.3-4 je izomorfni grupé Z%.
(Z% je soucin n kopif grupy Zs.)



Piiklad 7.12: Uvazme grupu (G, -) matic typu 3 krat 3 nad Z, které jsou v hornim trojihelnikovém tvaru s
jednickami na hlavni diagonale, tj.

1 a
G = 0 1 |a,b,c€Z}
0 0 1
kde - je ndsobeni matic. Definujme nyni zobrazeni f : (G,-) — (Z,+), které matici
1 b
0 c
0 1

pritadi ¢islo a — ¢. Dokazte, ze zobrazeni f je homomorfismus grup.

8 Normalni podgrupy

Priklad 8.1: Urcete jadra a obrazy homomorfismu z piikladua 7.2.

Piiklad 8.2: Bud o« homomorfismus grupy (Zsg, +) do grupy (Zzo, +) definovany predpisem «([a|3g) = [6a]20-
Déle necht 3 je homomorfismus grupy (Zzo,+) do grupy (Ss,0) definovany predpisem 3([b]2o) = (1,2,3,4,5)°.
Urcete jadra homomorfismu a, 3 a (o a.

=

Piiklad 8.3: Urcete jddro homomorfismu f z piikladu 7.13. Ovéite, Ze se jednd o normélni podgrupu grupy
G. (Uvédomte si, ze jadro je vzdy normélni podgrupa.)

Piiklad 8.4: Popiste viechny normélni podgrupy grup (Ss,0) a (A4, o). Ukazte, Ze A, je normalni podgrupa
grupy S,, pro libovolné n € N. (PovSimnéte si, Ze existuje norméln{ podgrupa N grupy H — norméln{ podgurpy
grupy (A4, o) — kterd neni normdln{ podgrupou (Ay4,0).)

Piiklad 8.5*: Nechf n € N, n > 4. Dokazte, Ze A,, nem4 vlastni norméln{ podgrupy a 7e je to jedind netrividln{
normalni podgrupa S,,.

Priklad 8.6: Uvazme grupu (GL2(Q), ) reguldrnich matic dva krat dva nad raciondlnimi &isly. Necht G je
podgrupa vSech matic, které jsou v hornim trojihelnikovém tvaru s jednickou v pravém dolnim rohu, H je
podgrupa vSech diagonalnich matic a N jeji podgrupa, kde ¢isla na diagonale jsou si rovna.

G:{(S §’>|ae@*,be<@}, H:{(S 2>|a,be@*}, N:{(g 2)@6@*}.

Urcete, zda jsou tyto podgrupy normalni.
Piiklad 8.7: V piikladech 6.11, 6.12.; 6.13 a 6.15 urcete normalni podgrupu generovanou danou mnozinou.
Priklad 8.8": Které podgrupy z piikladu 6. 16 jsou normalni?
Priklad 8.9: Dokazte, ze Inn(G) v 7.4-iii) je normdlni podgrupa.
Priklad 8.10: Bud ddna grupa (G, o) nekonstantnich linedrnich zobrazeni redlnych ¢isel

G={fR—-R| f(zx)=ax+bacR"beR}
s operaci sklddani zobrazeni o. Uvazme v této grupé dvé podgrupy:

T={f:R—>R]| f(z) =ax,a € R*},

S={f:R->R| f(zx)=x+b,beR}.

Ktera z nich je normdln{ podgrupou grupy (G, o)? Popiste u obou pravy i levy rozklad.



Piiklad 8.11: Popiste pravé a levé rozklady grupy Ss podle vSech podgrup.

Piiklad 8.12: Popiste levy rozklad grupy (Ag4, o) sudych permutaci na mnoziné {1,2,3,4} podle podgrupy
generované permutaci (2,1,4).

Piiklad 8.13: Urcete pocet levych t¥id grupy (Z,+) x (Z,+) podle podgrupy H = {(m,n) ; 6 | (m — 2n)}.

Piiklad 8.14: Necht koneénd grupa (G, -) m4d sudy pocet prvki 2n a H je jeji n prvkova podgrupa. DokaZte,
ze H je normélni podgrupa grupy (G, ).

9 Faktorizace grup

Piiklad 9.1: Urcete faktorgrupu z piikladu 8.10.

Priklad 9.2: Faktorizujte grupu Z podgrupou kZ = {ka | a € Z}.

Piiklad 9.3: Faktorizujte grupu Z,, podgrupou kZ, = {kz | z € Z,,} = {[kz]n | z € Z}, kde k déli n.

Priiklad 9.4: Urcete, cemu je izomorfni faktorgrupa reguldrnich matic nad redlnymi ¢isly podle podgrupy
matic jejichz determinant je roven 1. (GL,(R)/SL, (R) 27)

Gz{(E Cf) |ae{1,—1},an}

spolecné s operaci ndsoben{ matic tvoii grupu (G, -). Oznac¢me

n={(; T)rvez}

podmnozinu G. Ukazte, Ze H je normdln{ podgrupa grupy G. Popiste rozklad G/H, tj. charakterizujte kdy dve

Priklad 9.5: Vime, Zze mnozina

1 0 1
(K,-) je izomorfni faktorgrupa G/H, tj. popiste grupu (K, -) a definujte vhodné zobrazeni o : G — K pro néz
dokazte, ze « je surjektivni homomorfismus grup, jehoz jadrem je H.

/ !/
matice <8 a) a <E “ > nélezi do stejné t¥idy rozkladu. Urcete pocet tiid rozkladu G/H. Urcete, které grupé

Piiklad 9.6: Uvazme mnoziny redlnych ¢isel G = {15757 | p,q € Z} a H = {3" | r € Z} a operaci - (ndsobeni
redlnych ¢isel). Ziejme (G, -) je grupa.

1. Ukazte, ze H je normélni podgrupa grupy (G,-).
2. Pro p,P,q,q € Z dopliite podminku (---) tak, aby platilo:
15P5¢ a 15857 nalezf do stejné tiidy rozkladu G/H < -

3. Urcete, které grupé je izomorfn{ faktorgrupa G/H, tj. popiste grupu (K, -) a definujte vhodné zobrazeni
a: G — K, pro néz dokazte, ze a je surjektivni homomorfismus grup, jehoz jadrem je H.

Pi#iklad 9.7: Faktorizujte aditivn{ grupu komplexnich ¢isel podgrupou vsech redlnych éisel. ((C,+)/R 27)



Piiklad 9.8: Necht je ddna grupa matic

G:{(z g) |a,ce<@*,be@}

s operaci nasobeni. Dokazte, ze podgrupa

H:{(Z O)abce(@,ac>0}

Priklad 9.9%: V piikladu 8.4 jsme spocitali jednu netrividlni normalni podgrupu v S; resp. A4, ozna¢me ji
V4. Spoctete piislusné faktorgrupy. (S,/Vy 2?7, A4 /V, 27)

je normalni a urcete faktorgrupu.

Priklad 9.10*: Dokazte, Ze az na izomorfismus existuji pouze dvé 2p prvkové grupy a popiste je. (Zde p je
prvocislo.)

Priklad 9.11*: Urcete faktorgrupu z ptikladu 8.6.

10 Opakovani — test

Piiklad 10.1: Uvazme na mnoziné R = {p C X x X} vSech relac{ na mnoziné X operaci o definovanou
vztahem
pom={(z,y) e X x X |Fz€ X :(z,2) €7, (z,9) € p}.

Ukazte, Ze o je asociativni. Urete neutraln{ prvek. Rozhodnéte zda (S, 0), kde S = {p € R | p symetrickd }, je
grupoid.

Piiklad 10.2: 1) Necht S = {a,b} a pro operaci - plati: a-a = b, b-b = a. Ukazte, 7e (S, -) nenf pologrupa.
2) Napiste multiplikativni tabulku grupy (G, -), kde G = {e, f, g}, vite-li, ze e - f = g.

Piiklad 10.3: 1) Jsou ddny permutace f,g € Sy. Plat{ f = (5,8,7,6) 0 (1,4,2),9 = (1,5,2,6) 0 (2,4,7,9,5).
Zapiste permutace f~1, g2t h = (f10g73)?0 ve tvaru soucinu nezdvislych cykli. Permutace f a g napiste jako
soucin transpozic a urcete paritu téchto permutaci.

2) Urcete pro kterd prirozend ¢isla n € N existuje permutace s € Sg takova, ze s™ = (1,2, 3).

Piiklad 10.4: 1) Urcete [49]90 Vv Z1iooo- 2) Urcete iad prvku [4]s35 v grupé Z,
Piiklad 10.5: Uréete zbytek po déleni éisla 77 + 1212" &fslem 20, resp. 77 4 2121%" &fslem 18.
y 1% 5 P

Priklad 10.6: Urcete podgrupu grupy Sg generovanou mnozinou {(1, 8)(2,3)(4,5),(1,3,5,8,2,4)(6,7)}, resp.
{(1,2,3),(1,2)(3,5)}. Kolik ma tato podgrupa prvku?

Priklad 10.7: U nésledujicich predpisu (kde a,b € Z, s € Sg) rozhodnéte zda zaddvaji zobrazeni. Pokud ano,
rozhodnéte, zda se jednd o homomorfismus ¢ dokonce izomorfismus grup. Odpovédi zduvodnéte!

1) a:(Zg,+) x (Zs, +) — Eva +), a(([al2, [bl5)) = [a +bli0;  B:(Se,0) = (Se,0), B(s) = (1, ))O so (1, )

2) a: (Za,+) % (Z5, +) = (Zqo, )7 a(([alz, [b]5)) = [5a + 2b]10; B:(Se,0) — (8670 , B(s) =
3) a: (Za,+) — (C*,), a([als) = i% B:(Z,+) — (Z3,+), B(a) = HaHs
4) a: (Zs, +) — (C*,-), a([a]5) = a, B (Zy+) — (Z2,+), B(a) = [|a]]2.
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Piiklad 10.8: Oznaéme nésledujici podgrupy grupy (Se,0): G ={f € S | fsudd} a H ={f € G| f(3) = 3},
tj. H C G C Sg. Rozdodnéte zda

a) H je normélni podgrupa grupy (G, o);

b) H je normdlni podgrupa grupy (Sg, o);

¢) G je normélni podgrupa grupy (Sg, o).

Odpovédi zduvodnéte!

Priklad 10.9: Bud ddna nésledujici grupa (G, -) matic ve specidlnim tvaru s operaci ndsobeni matic a jeji

podgrupa H:
G:{(S lc)>|a,ceR*7beR}, H:{<8 g>|a,c€R*}.

Dokazte, ze H je podgrupa grupy (G, -). Rozhodnéte, zda H je normalni podgrupa (G, -). Odpovéd zduvodnéte!

Pi#iklad 10.10: Uvazujme normdlni podgrupu grupy (G, +) = (Z,+) x (Z,+) definovanou takto:
(a) : H={(a,b) € ZxZ;5|a,2| b},

(b): H={(a,b) € Z x Z; T | 2a + 3b},

Urcete, které grupé je izomorfni faktorgrupa G/H, tj. popiste grupu (K,-) a definujte vhodné zobrazeni « :
G — K, pro néz dokazte, ze « je surjektivni homomorfismus grup, jehoz jadrem je H.
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