Globalni extrémy (na kompaktni mnoZiné)

Budeme hledat globélni extrémy funkce f na uzaviené a ohranicené (tedy kompaktni) mnoziné M. Funkce f miZe
svého globdlniho extrému na M nabyvat bud’ v néjaké bod€ z M, kde nabyva svého lokdlniho extrému, nebo v né-
jakém bodé na hranici této mnoZiny. Hranici mnoZiny M si budeme ptedstavovat jako spojeni ne¢kolika grafi funkei
jedné proménné, at’ uz y = y(x), ¢i x = x(y), na kterych budeme hledat extrémy dle difencidlniho po¢tu funkci jedné
proménné.
Hledani globalnich extrémi na kompaktni mnoziné M se tedy rozpadd do dvou podiloh — nalezeni lokalnich extrému
lezicich v M a extrému na hranici. Pouhym porovnanim funkcnich hodnot téchto extrému odhalime, ve kterych bo-
dech je globdlni maximum ¢i minimum a jakou maji hodnotu.
Z posledniho kroku vidime, Ze nepotfebujeme v pribéhu védeét, jaky (a zda vibec) tfeba lokdlni extrém v daném bodé
mdame, staci ndm, Ze dany bod je kandidit na extrém, a urcit si v ném funkéni hodnotu. Nemusime se tedy poustét
do druhych derivaci.
Cely postup miZeme shrnout nasledovné:
1) Lokdlni extrémy — najdeme staciondrni body a body, ve kterych neni definovana néjaka z parcidlnich derivaci, ale
je definovéana ptivodni funkce, uvazime z nich ty, které patii do M, a v nich vypoéteme funkéni hodnoty.
2) Hranice — hranici mnoZiny M si rozdélime na nékolik funkci jedné proménné x ¢i y, body, ve kterych se protinaji,
oznac¢me krajni body.
e U kazdé z hrani¢nich funkcf z derivaci podle x ¢i y najdeme body, ve kterych mtiZe mit lokalni extrém,
uvazime z nich ty, které patii do hranice M, a vypocteme v nich funkcni hodnoty.
e Vypocteme funkéni hodnoty v krajnich bodech.
3) Zdvér — Porovnanim funkénich hodnot ve v§ech moZnych bodech, kde miize byt globdlni extrém, zjistime, kde ma
funkce f globdlni maximum ¢i minimum a jakou maji hodnotu.

Priklad 1. Najdéte globdln{ extrémy funkce f(x,y) = x> —2y* +4xy — 6x — 1 na mnoZin& M dané nerovnicemi x > 0,
y>0ax+y<3.

Reseni. MnoZinu M tvorii trojihelnik:

1) Lokdlni extrémy
Staciondrni body:
fi=2x+4y—-6=0
fH=—4y+4x=0= y=x
Dosazenim y = x do prvni rovnice: 6x—6 =0, tedy x =y = 1.
Mame jeden staciondrni bod A = [1,1] € M, f(A) = —4.

2) Hranice
a)y=0:
z=x’—6x—1,7 =2x—6=0 = x=3, kandidit B=[3,0] € M, f(B) = —10
b)x=0:
z=-2y"—1,7 =4y=0 = y=0, kandidit C = [0,0] € M, f(C) = —1
y=3—x:
2=x" =23 —x)*+4x(3—x)—6x—1=—5x+18x—19,7 = —10x+ 18 =0 = x = %,kandidétD: [z ﬂ eEM,
fo)=—%
d) Krajni body:
[0,0] a [3,0] jsme jiz uvézili, zbyva E = [0,3], f(E) = —19
3) Zdver
Porovnanim funkénich hodnot ve v§ech moznych bodech, kde miZe byt globaln{ extrém, dostavame:
Funkce f md na M globdlni maximum v bod¢ [0,0] o hodnoté —1.
Funkce f méd na M globdlni minimum v bodg [0, 3] o hodnoté —19. [ |



Priklad 2. Najdéte globélni extrémy funkce f(x,y) = x> +2x> 4+ y* — 2 na mnoziné M, ktera je ohrani¢ena kiivkami
2
y=4ay=x".

Reseni. Mnozinu M tvori ¢ast ,,vnittku* paraboly:

1) Lokdlni extrémy

Stacionarni body:
4

fi=34+4x=x(3x+4)=0 = x; =0, X =-3
H=2y=0=y=0

4
Mame dva staciondrni body, ale [3,0} ¢ M, takze staci uvazit A = [0,0] € M, f(A) = —2.

2) Hranice
a)y=4:
4
1= +2%+14,7 =3x> +4x =x(3x+4) = x1=0,x, = 3 madme tak odtud dva kandidéty, bod B=[0,4] € M,
4 410 5

B)=14,abodC=|—=.4 M =— =154+ —
F(B) = 14.abod 0= | ~3.4] M p(C) = =154
b) y = x*:

2= 420 +x* —2=0,7 =37 +4x +4° = x(4x* +3x+4) =0 = x =0, ale bod [0,0] jsme jiz uvazili
¢) Krajni body:

D=[-2,4], f(D) = 14

E=1[2,4], f(E) =30

3) Zdvér
Porovnanim funk¢nich hodnot ve v§ech moZnych bodech, kde mize byt globdlni extrém, dostavame:
Funkce f méd na M globdlni maximum v bod¢ [2,4] o hodnoté 30.
Funkce f méd na M globdlni minimum v bodé [0,0] o hodnoté —2. [ |

Vazané extrémy — Lagrangeovy multiplikatory

Budeme hledat extrémy funkce f, pficemz nds ale nebude zajimat chovani této funkce na celém svém defini¢nim
oboru, ale pouze v téch bodech definicniho oboru, které lezi v jisté mnoziné M, urcené jednou Ci vice rovnicemi.
Mluvime pak o vdzanych lokdlnich extrémech, nebo téZ o lokalnich extrémech vzhledem k M.

Obecné je tento postup popsan ve skriptech Dosly-Dosla, proto se zde omezime na pripad funkci dvou nebo ti{
proménnych a vazebné podminky dané jednou rovnici.

Vazané extrémy funkce dvou proménnych s jednou vazebnou podminkou

Mgéjme funkci f(x,y) a mnoziné M dané rovnici g(x,y) = 0. Pak postupujeme nasledovné:
1. Vytvotime Lagrangeovu funkci L(x,y,A) = f(x,y) — Ag(x,y). (A — Lagrangeiiv multiplikdtor).
2. Urcime staciondrni body f vzhledem k M, tj. najdeme feSen{ soustavy rovnic:

Ly(x,y,A) =0,
Ly(xa)’vk) :07
g(X) = —L,l(x,y,l) = 07



pfi¢emz kromé konkrétnich bodd (x;,y;) nds zajim4 i pfislusny multiplikator A;.
Tato soustava je tvofena jednak parcidlnimi derivacemi funkce Lagrangeovy funkce L podle jednotlivych pro-
ménnych funkce f, jednak vazebnymi podminkami.
Vidime, Ze vlastné hledame stacionarni body Lagrangeovy funkce L(x,y,A ), nebot’ rovnice vazebnych podmi-
nek nejsou nic jiného, neZ Ze vezmeme parcidlni derivace Lagrangeovy funkce L podle pfislu§nych multiplik4-
torti (a vyndsobime —1).

3. Spocitame druhy diferencidl Lagrangeovy funkce L(x,y,A) vzhledem k proménnych x, y,

d’L = Lyydx® + 2L,y dxdy + Lyydy?,

a dosadime do néj konkrétni staciondrni bod A.

Dile zdiferencujeme vazebnou podminku, dg = g,dx + g,dy = 0, dosadime opét bod A a vyjddiime tieba dy,
za kterd dosadime do d°L(A). Dostaneme pak d’L(A) = adx? (o € R) jako kvadratickou formu proménné dx.
Podobné jako u funkci jedné proménné, je-li tato kvadraticka forma pozitivné definitni, tj. @ > 0, je v A ostré
vazané lokalni minimum, je-1i naopak negativné definitni, tj. & < 0, je v A ostré vdzané lokalni{ maximum.
Takto postupné vySetiime vSechny ziskané stacionarni body.

Priklad 3. Metodou Lagrangeovych multiplikdtori urete vdzané extrémy funkce f(x,y) = In(x+y) na mnoziné M
dané rovnici xy = 1.

Reseni. Definiéni obor D(f) = {(x,y) € R x+y> 0}
M:g(x,y)=xy—1=0
Lagrangeova funkce L(x,y,A) =In(x+y) —A(xy— 1)

1
Li=——Ay=0
X Xty y

1
Ly=———-2x=0

X+y

glx,y)=—Ly=xy—1=0

Z prvnich dvou rovnic:
1 A 1

— = a =Ax = Ay=Ax
x+y Y xX+y Y
PfiA =0je =0, coznelze, tedy A #0ax =y.
xX+y
Dosazenim do posledni rovnice: =1, tedyx; =1=y,x=—-1=yy.

Protoze [—1,—1] ¢ D(f), mame jediného kandidéta na vdzany extrém, bod A = [1,1].
1 1

Dosazenim do prvni rovnice - —A =0 = A = X

Druhy diferencidl d°L = Ly, dx® + 2L, dxdy + Ly,dy*.

1 1
‘XX (x+y)2 XX() 4

1 11 3
w (x+y)2 w(A) 4 2 4
Ly, = ! Ly(A) = !
vy — (x+y)2 vy - 4

1 1 1
d’L = — d2+2( - — A | dxdy — dy?
G ' ( CERE ) YT a2

1 3 1
d’L(A) = —dez — S dxdy — Zdy2

Diferencovdnim vazebné podminky:
dg = gxdx+gydy = ydx +xdy = 0,

v bodé A:
dx+dy=0 = dy= —dx.



Dosadime do d*L(A):

1 3 1
d’L(A) = —~dx? — Zdx(—dx) — ~ (—dx)? = 1dx?
4 2 4
1 >0, tedy d>L(A) je pozitivné definitni kvadraticka forma = v A = [1, 1] je ostré vazané lokalni minimum, f(A) =
=1In2. |

Vazané extrémy funkce tfi proménnych s jednou vazebnou podminkou

Mg¢jme funkci f(x,y,z) a mnoZiné M dané rovnici g(x,y,z) = 0. Postupujeme analogicky jako u funkce dvou promén-
nych, proto bez zbyteCnych opakovanych komentafi to shrime nésledovné:

1. Vytvotime Lagrangeovu funkci L(x,y,z,A) = f(x,y,2) — Ag(x,,2).

2. Urcime staciondrni body f vzhledem k M, tj. najdeme feSeni soustavy rovnic:

Ly(x,y,z,4) =0,
Ly(xay,ka) = 07
LZ('xﬂy7zaa') = 07

g(x,y,z) = _Ll(xa)@ZaA') =0,
pfi¢emz kromé konkrétnich bodd (x;,y;,z;) nds zajimd i pfislusny multiplikator A;.
3. Spocitame druhy diferencidl Lagrangeovy funkce L(x,y,z,A) vzhledem k proménnych x,y, z,
d’L = Ly dx® + 2L,y dxdy 4 2L, dxdz + Ly, dy? + 2L, dydz + L. dz?,
a dosadime do néj konkrétni staciondrni bod A.
Dile zdiferencujeme vazebnou podminku, dg = g.dx + g,dy + g.dz = 0, dosadime opét bod A a vyjadiime
tieba dz, za kterd dosadime do d?L(A). Dostaneme pak d’L(A) = adx® + Bdxdy + ydy? (a, B,y € R) jako

B/2 b/ 2> . Podobné jako u funkci dvou proménnych, je-li
. . o o p/2
tato kvadratickd forma pozitivné definitni, tj. @ >0 a B2y

@ B2 >0, je v A ostré vazané lokdlni maximum.
B/2 v

Takto postupné vySetiime vSechny ziskané staciondrni body.

kvadratickou formu proménnych dx,dy, s matici (

>0, je v A ostré vdzané lokdlni minimum, je-li

naopak negativné definitni, tj. &« < 0 a

Priklad 4. Metodou Lagrangeovych multiplikdtord urCete vdzané extrémy funkce f(x,y,z) = xy*Z° s defini¢nim
oborem D(f) = (R*)? na mnoZin& M dané rovnici x + 2y + 3z = 6.
Reseni. M: g(x,y,z) =x+2y+3z—6=0
Lagrangeova funkce L(x,y,z,A) = xy°2> — A(x+ 2y + 32— 6)

Li=y2—-2=0 = A=y

Ly:2xyz3—2120 = A=x7

L, =3x%2—-31=0 =  A=x7

glx)=—Ly =x+2y+3z2—6=0

Porovnanim A: ) 3 3 3
o =xz = (y—x)yz’ =0

VA =02 = (=2 =0
Protoze x,y,z # 0, dostaivime x =y =z

Dosazenim do ¢tvrté rovnice 6x —6 =0, tedy x=y=z=1.

Midme jediného kandiddta na vdzany extrém, bod A = [1, 1, 1].

Dosazenim do prvni rovnice | —A =0 = A =1.

Druhy diferencidl d°L = Ly, dx* + 2L, dxdy + 2L, dxdz + Ly,dy* + 2L, dydz + L .dz*.

Ly=0 L (A) =0
Ly =2y7° Ly(A)=2
L., = 3y’z* L.(A)=3
Ly, = 2x7° Lyy(A)=2
Ly, = 6xyz” Ly (A)=6
L., = 6xy’z L. (A)=6



d’L = 0dx? + 4yz>dxdy + 6y*z2dxdz + 2xz°dy* + 12xyz>dydz + 6xy?zdz?

d’L(A) = 0dx” + 4dxdy + 6dxdz 4 2dy* + 12dydz + 6dz>
Diferencovanim vazebné podminky:

dg = gydx+ gydy + g.dz = dx+2dy +3dz = 0,

vyjadiime tieba dx:
dx = —2dy —3dz.

Dosadime do d*L(A):

d’L(A) = 4(—2dy — 3dz)dy + 6(—2dy — 3dz)dz + 2dy* + 12dydz 4 6dz> = —6dy?* — 12dydz — 12dz>

Matice kvadratické formy d’L(A) je ( —6 -6 ) .

-6 —12
Protoze —6 <0 a :2 __162‘ =36 > 0, je tato kvadratickd forma negativné definitni = v A = [1, 1, 1] je ostré vazané
lokdlni maximum, f(A) = 1. [ |

2 2 2
Priklad 5. Metodou Lagrangeovych multiplikatord urlete vdzané extrémy funkce f(x,y,z) = — + — + — na mno-
x Yy z
1

1
7in€ M dané rovnici St+t3t+t5= 12.
x* b4

ReSeni. Defini¢nf obor D(f) = {(x,y,z) € R3, xyz # 0}

1 1 1
Mig(%)’az):;*‘yj*';z—lzzo

2 2 2 11 1
Lagrangeova funkce L(x,y,z,A) = — —|— +=—-2 ( =+ - 12)
z

y z x2
2 2
Lx——2+k3:O = A=x
X X
2 2
=——4+A—==0 = A=y
b vy
2 2
z b4
1 1 1
x)=—L=—+—=+—--12=0
g() A 2 y2 2
. . . 3 s 1 1
Dosazenim x = y = z do posledni rovnlce:—2—12:0, odkud x :Z,tedyxl:y1:z1:l1:§,xz:y2:m:
X
1
:lz:—i‘
Mime dva kandidat srand extrém. body A lllB 1 1 1
ame dva kandidaty na vazany extrém, bo =|=,=,=|aB=|—=,—=,——|.
y y y 2'2°2 27272

Druhy diferencidl d°L = Ly, dx* + 2L, dxdy + 2L, dxdz + Lyydy* + 2Ly, dydz + L .dz*.
4 6
A

Lo=Z—A7 L(A) =32—48 = —16 Lo(B) = —32+48 = 16
Ly=0 Lyy(4) =0 Lyy(B) =0
L,,=0 L. (A)=0 L. (B)=0
4 6
Ly=15-A Ly(A)=32—48 = —16 Ly(B) = —32+48 = 16
yz — 0 L}‘Z(A) == 0 LyZ(B) = 0
4 .6
La=3-A3 L(A) =32—48 = —16 Lo(B) = —32+48 = 16
<

13

4 .6 4 6 4,0
&L= ( —/14> dx® + Odxdy + Odxdz + (3 —A4> dy? + 0dydz + <3 —A4> dz?
X y Yy Z Z



d’L(A) = —16dx> — 16dy? — 16dz>
d’L(B) = 16dx? + 16dy> + 16dz>
Diferencovanim vazebné podminky:

2 2 2
dg = gxdx+gydy+gedz = — dx— 5dy— 5de =0,

v bod¢ A:

—16dx — 16dy —16dz =0 = dz = —dx —dy,
a v bodé B:

16dx+ 16dy+ 16dz =0 = dz = —dx—dy.

Rozhodnéme o jednotlivych bodech.

d’L(A) = —16dx? — 16dy* — 16(—dx — dy)? = —32dx? — 32dxdy — 32dy*

Matice kvadratické formy d>L(A) je (:?2 :;g) .
. —-32 —-16 . —_ . o 111]. <
Protoze =32 <0a| 16 —32|= 768 > 0, je tato kvadratickd forma negativné definitni = v A = 3723 je ostré

vazané lokdlni maximum, f(A) = 12.

d’L(B) = 16dx* 4 16dy* + 16(—dx — dy)? = 32dx* + 32dxdy + 32dy?

I 1 1
Protoze 32 >0a ?é ;g‘ =768 > 0, je tato kvadratickd forma pozitivné definitni = v B = [—2, —5 —2] je ostré
vdzané lokélni minimum, f(B) = —12. [ |

Globalni extrémy a Lagrangeovy multiplikatory

Metodu Lagrangeovych multiplikatori miZeme pouzit i pii vySetirovani globalnich extrémid na mnoZiné ohrani¢ené
néjakou kifivkou danou rovnici (typicky kruznice, elipsa). V takovém piipade€ k vySetfeni hranice nemusime tuto
hranici vyjadiovat jako spojeni nékolika funkei jedné proménné, ale miZeme najit kandidaty na extrémy na této
hranici jako staciondrni body Lagrangeovy funkce. ProtoZe ale nds zajimaji pouze globdlni extrémy, opét nemusime
vySetfovat, jaky konkrétni, tentokrit vdzany extrém to je (¢i neni), sta¢i ndm urcit funkéni hodnoty v takto ziskanych
bodech.

Tustrujme si to na piikladé hledani globélnich extrémd na kruhu, pro srovnéni hranici vySetfeme obéma zpusoby.

Priklad 6. Najdéte globalni extrémy funkce f(x,y) = x? 4+ y* — 12x + 16y na mnozin& M, ktera je ddna nerovnosti
2,2
x“ 4y  <25.

Reseni. Mnozinu M tvori kruh se sttedem v pocétku a polomérem 5:

1) Lokdlni extrémy
Staciondrni body:
fi=20-12=0 = x=6
fH=2y+16=0 = y=-8
Jediny stacionérni bod [6, —8] ¢ M, tedy odtud nemdme 7ddného kandidata.



2) Hranice — kandidaty budeme hledat jednak ,klasicky*, jednak metodou Lagrangeovych multiplikatord
2i) ,klasicky “

a)y=\25—x%

2=x>+(25—x%) — 12x+161/25 —x2 = 25 — 12x + 16+/25 — »2

16x
/ o v . P v
7 =—12— —— =0 = 325 —x2 = —4x, toto rovnost miZe platit pouze pro x < 0, pro kterd ji umocnéme:
75— 2 p p p =U,p ]

9(25—x%) =16x* = x* =9 = x=—3, kandidit A = [-3,4], f(A) = 125
7 nent, narozdil od z, definovéna pro x = +5, dostdvame kandidaty B = [—5,0], f(B) =85aC =[5,0], f(C) = —35
b)y = —1/25 -2

2=+ (25—x) — 12x—161/25—x2 =25 — 12x — 161/25 — 12

16x
/ o v . PR v
7 =—-124+ —— =0 = 34/25 —x? = 4x, toto rovnost miZe platit pouze pro x > 0, pro kterd ji umocnéme:
55— 12 p p p p ]

9(25 —x%) = 16x* = x* =9 = x =3, kandidit D = 3, 4|, f(D) = —75
7 nent, na rozdil od z, definovdna pro x = +5, ale body [—5,0] a [5,0] jiZ uvaZujeme
¢) Krajni body:
oba krajni body [—5,0] a [5,0] jiZ uvazujeme
2ii) metodou Lagrangeovych multiplikdtorii
h(M): g(x,y) =x*+y*—25=0
Lagrangeova funkce L(x,y,A) = x> +y* — 12x+ 16y — A (x> +y* — 25)

L,=2x—12—-A2x=0 = x(1-4)=6
Ly=2y+16—-A2y=0 = y(1-1)=-8
gx)=—L) =x*+y*—25=0
] o - 4
Z prvnich dvou rovnic vidime, Ze x # 0 # y, a porovndnim 1 —A: — = ——, odkud y = 3%
X y
16

Dosazenim do posledni rovnice: X+ gxz —25=0, odkud x*> =9, tedyx; =3, y1=—4axy;=-3,y, =4.
Mame tedy dva kandidaty, D = [3,—4], f(D) = —75aA =[-3,4], f(A) = 125.
Vidime, Ze narozdil od ,klasické* metody zde nenf tfeba zkoumat krajni body [—5,0] a [5,0].
3) Zdaver
Porovnanim funk¢nich hodnot ve v§ech moZnych bodech, kde miZe byt globdln{ extrém, dostavame:

Funkce f méd na M globalni maximum v bodé [—3,4] o hodnoté 125.
Funkce f md na M globalni minimum v bod¢ [3, —4] o hodnoté —75. [ |



