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1. Separovatelné diferencialni rovnice

Piiklad 1.1. Reste rovnice typuy = f(x)g(y).

L. y’:—{ 2.y =uxy
y
3. xpy =1—4° 4. x+xy+y(y+xy) =0
T
5. 2(1+e")yy =€, y(0) =0 6. y’sinx:ylny,y<§) =e
T
7.y —xy* =2xy 8. x*y —cos2y =1, limy(x) = =
X—oo0 4
Piiklad 1.2. Reste rovnice typu y’ = f(ax+by+c).
1.y = ()c—|—y—|—2)2 2.y +y=2x+3
Piiklad 1.3. Reste rovnice typu y = f <X>
X
I / . y
1. x+2y—xy =0 2. xy —y=uxtg=
X
3. ¥4y —2xyy =0
< . ax+by+c
Priklad 1.4. Rest t = —_— .
rikla eSte rovnice typuy = f (Ax+By+C>
p_ xt+y+1 , 2x—y+3
Y= 2.y =227
2x+2y—1 x—2y—3



2. Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Piiklad 2.1. Reste rovnice typu y = a(x)y + b(x).

1.y +2y=4x 2. y'—2xy:ex2
3. y +y=cosx 4. y' 4+ ycosx = sin2x
5.y =2x(x>+y) 6. y —x’y=x°
2
7. x5 +xy+1=0 8. y’+;y:sinx

Piiklad 2.2. Naleznéte feSeni rovnice ve tvaru x = x(y).

1.y = (e_y—)c)_1 2. (& —x)y' =y
3.y = (x—yz)f1
Piiklad 2.3. Reste rovnice typu y = a(x)y + b(x)y", kde r # 0, 1.

1. y’:xy—e_xzy3 2. xy’—4y—x2\/§:0



3. Linearni diferencialni rovnice vysSich
radu

Priklad 3.1. Reste linedrni diferencidlni rovnice druhého fddu metodou variace konstant.

e’ 1

Ly =2y +y= T2 2.y +y=

cos3x

Priklad 3.2. Reste linearni diferencidlni rovnice druhého fadu se specidlni pravou stranou metodou
neurcitych koeficientd.

L2y +y —y=2ef 2. ' =3y +2y =¢"(3 —4x)
3.y =7y 4+ 6y = sinx 4. y" -2y +5y =3x+5sin2x

Priklad 3.3. NapiSte partikularni feSeni nésledujicich diferencidlnich rovnic pomoci neuréitych ko-
eficientl. Tyto koeficienty jiZ neurcujte!

1.y — 10y + 24y = 3x* 2.y =y =20
3.y =3y —dy=xe ¥ 4. )" +4y =21y = (76 —1) e
5.9 =2 +y=(2-x) 6. ¥ +y=xcosx
7.y —4y 44y = (x2 —x) e sinx 8. y' —8y +41y =5x’e* cos5x

Priklad 3.4. Reste linedrni diferencidlni rovnice tietiho fadu se specidlni pravou stranou metodou
neurcitych koeficientd.

1. y" +12y" + 48y +64y = 4913 cosx
2.y 42y +y = =2, y(0) =2,y (0) =y"(0) =1
Piiklad 3.5. Reste soustavy linedrnich diferencialnich rovnic dosazovaci metodou.
1==3y1+4y, —2y3
= ) +¥3
yg e 6y1 — 6y2 +5}73

L Y1=2y +y+1 2.y
Yy = 3y1 + 4y, — 5x

<

Piiklad 3.6. Reste Eulerovy rovnice.
1. x*y" —xy' +2y =2In*x
2. x°y" 4 15x%y" 4 60xy’ + 60y = Inx



4. Metriky

Piiklad 4.1. Urcete vzdalenost bodti x = [1,—2,3] ay = [4,5,—1] € R? v nasledujicich metrikéch.
1. py 2. P2 3. P 4. p3 5. pp
Priklad 4.2. Rozhodnéte, zda dané funkce p a ¢ jsou metrikami na R.
Lop(x,y) =In(1+|x—y]) 2. 6(x,y) = | =]
Priklad 4.3. Urcete vzdélenost bodu A = [5,6] od pfimky p: y = —x— 1 v nésledujicich metrikédch.
1. p1 2. p2
Priklad 4.4. V R? je dan &tverec C = {[x,y];0<x<1,0<y <1} = (0,1) x (0,1). Urete jeho
primér v nésledujicich metrikach.
1. py 2. P2 3. P 4. pp
Piiklad 4.5. Urete primér paraboly p: y = x> — 2x+ 1 v nasledujicich metrikach.
1. p1 2. p2 3. Poo 4. pp

Ix—y|

Priklad 4.6. Rozhodnéte, zda funkce p(x,y) = Ty
X=Y

je metrikou na R a stanovte primér

mnoziny R v metrickém prostoru (R, p).

Priklad 4.7. Stanovte vzdalenost spojitych funkci f, g v metrikach p., p;.
L f() = V% g(x) = xna [0,1], 6. f,g € C[0, 1]
2. f(x) =x, g(x) =Inxna[le], t. f,g € C[1,e]

Priklad 4.8. Urcete primér mnoziny A = {f(x) =x";x € (0,1),n € N} C C[0,1] v integralni met-
rice py (v metrice stejnomérné konvergence p. viz skripta).

Priklad 4.9. Rozhodnéte, zda pro libovolné dvé ohrani¢ené mnoziny A, B v metrickém prostoru (P, p)
plati, Ze i jejich sjednoceni A U B je ohrani¢end mnoZina. Pokud ano, tvrzeni dokaZte, pokud ne, uvedte
protipiiklad.



5. Mnoziny a posloupnosti v metrickych
prostorech

-2
Priklad 5.1. Urcete limitu posloupnosti x, = <r122’ v/n,2 | v metrickém prostoru (]R3, p1). Jakd by
n

byla limita, kdybyste misto souctové metriky p; uvézili euklidovskou metriku p, nebo maximovou
metriku po.?

Priklad 5.2. Urcete limitu postupnosti { f,},_; € C[0,1] definovanou f,(x) =x", n € N v metrikdch
P1, Pc- Co z tohoto piikladu plyne pro vzdjemny vztah t€chto metrik?

Priklad 5.3. Popiste, jak vypadaji konvergentni posloupnosti v diskrétnim metrickém prostoru.

Priklad 5.4. VE, je ddnamnoZinaA = (0, 1) NI, tj. mnoZina vSech iraciondlnich ¢isel z intervalu (0, 1).
Urcete vnitfek A°, uzavér A, hranici i(A), derivaci A’ a adherenci adA. Je mnoZina A hustd v metrickém
prostoru ((0,1),p1)?

Piiklad 5.5. V [ je ddna mnozina A = (0, 1)U (2,3)U{4}. Urcete vnitiek A°, uzdvér A, hranici h(A),
derivaci A’ a adherenci adA. Je mnoZina A hustd v n&jakém metrickém prostoru?

Priklad 5.6. V zavislosti na € > 0 urcete €-okoli bodu 1 v metrickém prostoru (P,p;), kde P =
(—1;1)U(2;4).

Piiklad 5.7. V metrickém prostoru (P,p;), kde P = (—1;1) U (2;4), je ddna mnoZina A = (0;1).
Urcete jeji vnitfek a hranici.

Priklad 5.8. Existuji v metrickém prostoru (P, p; ), kde P = (—1;1) U (2;4) n&jaké obojaké mnoZiny
rizné od P a (?

.1.
’29

bl ’

1 _
Piiklad 5.9. VE; je ddinamnoZinaA = {1 UL } U(2;3). Urcete vnitiek A°, uzavérA,
n

W =
A=
| =

hranici h(A), derivaci A" a adherenci adA.

P¥iklad 5.10. Udejte priklad podprostoru Es, tj. podmnoZiny R? s euklidovskou metrikou, a posloup-
nosti v ném, kterd je cauchyovskd, ale ne konvergentni.



6. Zobrazeni v metrickych prostorech

Priklad 6.1. Na mnozin& C[—1, 1] uvazujme metriku p; a metriku o definovanou takto:

1
Vg €ClL1]: o(f.9) = [ 21f(x) - gl)
Ddle pro pevné k € R uvazujme zobrazeni F: (C[—1,1],p;) — (C[—1,1],0) definované piedpisem
F(f)(x) =kf (x*), f € C[—1,1]. Pro jaké k je F izometrické zobrazeni metrickych prostori?
Priklad 6.2. Rozhodnéte, zda zobrazeni f: R — R definované pifedpisem
I, x#0
X)) =
1) {Q N

je spojitym zobrazenim mezi metrickymi prostory (R,0) a (R, p;), kde metrika ¢ je definovana

nasledovné:
X[+ [y, x#y
o(x,y) = {

0, xX=y.
Priklad 6.3. Dokazte, Ze zobrazeni F: Cla,b] — R, a,b € R, definované piedpisem

b
F(f)= [ f@ax feclab)

je lipschitzovské zobrazeni mezi metrickymi prostory (Cla,b],p.) a E;. Urcete i jeho Lipschitzovu
konstantu.

Priklad 6.4. Uvazme funkci f: (c,o0) — R, kde f(x) =1Inx a ¢ > 0. Urcete, pro které hodnoty c je f
lipschitzovska, resp. kontrakci na celém svém definicnim oboru.

Priklad 6.5. UvaZzme funkci f(x) = v/x. Rozhodnéte, zda f je lipschitzovsk4 na intervalu (0, 1), resp.

)

Priklad 6.6. Rozhodnéte, zda dané funkce f: E; — E; jsou lipschitzovské, ¢i dokonce kontrakei,
poptipadé kdy.
l. f(x)=ax+b 2. f(x) = arctgx
2

Priklad 6.7. Urcete interval typu (—a, a), kde a > 0, na kterém jsou pro funkci f(x) = a

splnény
predpoklady Banachovy véty o pevném bodu a vyuzitim metody postupnych aproximaci, s pocatecni
aproximaci xo = 0, naleznéte pfibliZnou hodnotu x3 (tj. hodnotu po tfeti iteraci) jejtho pevného bodu.
Déle urcete presnou hodnotu pevného bodu, ke kterému tyto postupné aproximace konverguji.

Priklad 6.8. Pomoci Banachovy véty o pevném bodu a metodou postupnych aproximaci najdéte feseni
pocétecni dlohy

1
'=— 0)=1.
Y=3y 0
Priklad 6.9. Pomoci Banachovy véty o pevném bodu a metodou postupnych aproximaci vyfeste

nasledujici slovni tlohu: ,,Vanocka vaZzi kilo a pul své vahy. Kolik vazi vanocka?*



7. Funkce vice proménnych — defini¢ni
obor, vrstevnice, graf

Priklad 7.1. UrcCete a do roviny nacrtnéte defini¢ni obor nasledujicich funkei.

L. fi(x,y) =In(x+y) 2. flny)=V1-x2+/y2—1
3. f3(x,y) =V 1—x2—y?

Priklad 7.2. Urcete, jak vypadaji vrstevnice grafu ndsledujicich funkci a nacrtnéte jich vZdy nékolik
do roviny. Dale nacrtnéte jejich fezy rovinamix =0ay =0.

L fa(x,y) = [x[+y| 2. fs(x,y) = Vx> +y?
3. folx,y) =x*+y° 4. fr(xy) =x"—y*
5. fs(x,y)=¢" 6. folx,y)=1—x—y

Priklad 7.3. Urcete defini¢ni obor funkce f(x,y,z) = \/ I—/x2+y2—z+ \/ 1—+v/x2+y2+2z.



8. Limita

Piiklad 8.1. Pomoci maximové metriky zapiste, co znamena ( )lir(rll . fx,y) =oo.
x,y)—(1,—

Piiklad 8.2. Pomoci maximové metriky zapiSte, co znamen4 ( )lil(n ) flx,y)=3.
X,y)—(—o0,

Priklad 8.3. Pomoci maximové, souctové a Euklidovské metriky zapiSte, co znamend
lim  f(x,y) = —2.
() —=(2:4) )

Priklad 8.4. Vypoctéte nasledujici limity.

2 2 2
L lim 2 2. lim * =
(xy)—+(1,3) x2 — y? (xy)—(22) X2 =3y + 3y —xy
3 VO yt4—2 4 lim =2
(x.0)—(0,0) x2 =3y (x.)—(0,0) X+
5. lim 5x* —3y* 6. lim 2y
(ry)—(0.0) X2 +2y? (r3)—(0,0) X2y2 4 (x — y)?
2(y—1 1.1
7 zf(V_BQ 8. lim (x-+y)sinsin-
(y)—0.1) x*+ (y—1) (x,y)—(0,0) x oy
Xz .
9. lim [-2— 0. fim o)
() (o) \ X2+ )2 () (0a) X
, x+y . x4y
11. lim —— 12. lim ———
(x3)=(00) \/x% + y2 (ry)—(0,0) X% +y?
13. M 14. lim W
xr)—(0,1) X2+ (y—1)2 () —(20) (x—2)2+y?
15. al

im
(x32)—=(0,00) X +y+2

Priklad 8.5. Rozhodnéte o spojitosti nasledujicich funkci.

1
2 .2 2, .2
xX°—y“)cos ——~, x°+ 0
0, X +y* =0
2.2
X7y 2,2
—_—, X+ 0
2. glx,y) = q x4y s

1, x2+y2=0



9. Parcialni derivace

Priklad 9.1. Urcete parcidlni derivace prvniho faddu nasledujicich funkei.

L z2(x,y) =x/1—y>+yV/1 -2 2. flx,y,2) =x"

Priklad 9.2. Urcete parcidlni derivace prvniho fadu funkce z(x,y) = (1 + logyx)3 v bodé Ale,e].

Xy —x
v

Priklad 9.3. Urcete parcidlni derivace do druhého fadu funkce z(x,y) =

Priklad 9.4. Urlete parciélni derivace do druhého fadu funkce z(x,y) = In (x+ x? +y2> v bodé
A[1,0].

n
Priklad 9.5. Urcete smérovou derivaci funkce f(x,y) = x%cos y+ylnx vbodé M = [1, 5} ve sméru

vektoru # = (1,3). Déle uréete smérnici teény v bodé M ke grafu funkce jedné proménné, ktery
dostaneme fezem grafu funkce f rovinou kolmou na rovinu xy v bodé M ve sméru ii.

Priklad 9.6. Urlete smérovou derivaci funkce f(x,y) = 3x* 4+ xy+y* v bodé M = [1,2] ve sméru
jednotkového vektoru #, ktery svird s kladnou poloosou x dhel 135 °.

A v e d . v 7z v 2z u
Priklad 9.7. Urcete parciélni derivace prvniho fadu sloZené funkce z(u,v) = —, u = K=yt v=x> 4y~
V
Vzorce pro derivace sloZené funkce se hodi, mdme-li derivovat ,,funkci na funkci®.

Priklad 9.8. Urcete parcidlni derivace prvniho fadu slozené funkce z(u,v) = u", u = xy, v = sinx.



10. Tecna rovina, diferencial a Tayloruv
polynom

Priklad 10.1. Urcete rovnici te¢né roviny T a normalu n ke grafu funkce f v bodé T.

1 1
1. flx,y) =", T0,0,? 2. fly)=+1—x2 2, T [‘7]
f(xy) [0,0,7] f(xy) T\ 55
Priklad 10.2. Urcete diferencial funkce f v bodé A.
1
1. =———,A[-1,2 2. )h2)=———,A0,—1,2
f(x,y) e [—-1,2] fxy,2) e [ ]

0,97
Priklad 10.3. Pomoci diferencidlu vhodné funkce urcete pribliznou hodnotu In 1’ 05

Piiklad 10.4. Reste exaktni diferencialni rovnice pies nalezeni kmenové funkce (piipadné je na exaktni
nejprve preved'te pomoci integraéniho faktoru).

1. (2x+y)dx+ (1+x)dy=0 2. y*xdx+x%ydy =0
3. 2ydx+xdy=0 4. 3x%y+y*)dx— (2x* +5y)dy =0

10



Vysledky

1 Separovatelné diferencialni rovnice

Vysledky 1.1.

2
l. y=+Vc—x% 2. y=ce?
3. y=4+vVInx2 —x2+¢ 4. y—Inly+1] = —x+In|x+1|+c
/1 X I—cosx
5. y: —;e 6 y:e\/ I+cosx
2
y 2 2ce* 2
L =ce" resp. y = y= 1-=
y—2 ce* ,resp.y [ oe? 8.y arctg< ;
Vysledky 1.2.
l. y=—x—2+tg(x+c) 2. y=2x+1+ce
Vysledky 1.3.
l.y=cx’—x 2. y = xarcsin(cx)

3. (x—c)—y*=¢?
Vysledky 1.4.

l. Injx+y|=2y—x+c¢ 2. X —xy+y*+3x—3y=c



2 Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Vysledky 2.1.
l.y=2x—1+ce > 2. yz)((3x2+c'f:)‘2
1 .
3-Y=§®mx+um@+f€“ 4. y=2sinx—2+ce *n¥
4 4
S.y:—xz—l—i—cex2 6-y:_%_1+cef
c—lInx 2 . 2 c
7. y= 8. y= —cosx+ —sinx+ 5 cosx+ —
X X X X
Vysledky 2.2.
y
l. x=(y+c)e™” 2 x= te
y

3. x=y"+2y+2+ce
Vysledky 2.3.

2
2 1
l.y=%+ eZay=0 2.y:<2x21nx\—|—cx2> ay=0

(i)



3 Linearni diferencialni rovnice vyssich fada
Vysledky 3.1.

1
1. y=cie*+coxe* — Eln (1 +x2) e’ + xarctgxe®

cos2x

2. y=cysinx—+cpcosx —
coSXx

Vysledky 3.2.
l. y=cie? +cre *+¢

2. y=cie* +cre® 4 (2% 4 x)e*

7 5
3. y=cre* +ce® + 7—400sx—|— 7—4sinx

39 3 1
4. y = cie"sin(2x) + cpe” cos(2x) + §x+ 1 + 7,08 2x— 2 sin2x

Vysledky 3.3.
L y,= ax* +bx* +ex* +dx+e
yp = x(ax® +bx* +ex’ +dx* +ex+ f)
yp = (ax+b)e ™
yp = x(ax’ +bx* +cx+d)e*
yp = x*(ax+b)e*
yp =x[(ax+b)cosx+ (cx+d)sinx]
yp = [(ax® +bx+c) cosx + (dx* + fx+g) sinx| e**
yp =x [(ax® +bx* +cx+d) cos 5x+ (ex’ + fx* + gx+ h) sin5x] ™

e A T B

Vysledky 3.4.

1. y=cie ¥ +coxe * + c3x’e ™ + 47 sinx + 52 cosx

2. y=4-3e F4e ¥

Vysledky 3.5.
1. y =cref +cet —x—2 2. yy=cie'+cze”
y2 = —clex—|—302€5x+2x+2 Y2 :clex—i-czez"
y3 = ZCZCZX —c3e "
Vysledky 3.6.
1. y = cyxcos(Inx) 4 coxsin(Inx) + In x + 2Inx + 1
(4] (6) Cc3 1 47
2. y= a4+ 24 S Iy —
YEE T AT 60 ™ 3600

(iii)



4 Metriky

Vysledky 4.1.
L. pi(x,y)=|1—4|4+|-2-5|4+]3—(-1)|=34+7+4=14
2. pz(x,y):\/(1—4)2+(—2—5)2+(3—(—1))2:\/9+49+16:m
3. po(x,y) =max{[1 —4[,|-2-5[,]3—(-1)[} =max3,7,4=7
4. p3(x,y) = {/(1 — 4P 4 (=2=5°+ (3= (1))’ = V274343 + 64 = v/434
5. x#y=ppxy) =1
Vysledky 4.2.

1. Ano.

2. Ne, neni splnén axiom totoZnosti, napf. 1 # —1 ale o(1,—1) = ’12 - (—1)2‘ =0.

Vysledky 4.3.

L. pi(A,p) =12 2. pa(A,p) =6V2
Vysledky 4.4.

1. dy, (C) =2 2. dy,(C) =2

3. dy (C)=1 4. |C) > 1=d,,(C) =1
Vysledky 4.5.

3. dp.(p) =00 4. |p|>1=dp,(p)=1

Vysledky 4.6. Je to metrika a d(R) = 1.

Nejprve ovéime, Ze se opravdu jednd o metriku. Nezdpornost, stejné jako axiomy M1 totoZnosti a M2
symetrie jsou zfejmé, plynou z téchto vlastnosti pro klasickou metriku ¢iselné osy. Pro ovéfeni axiomu

t
M3 trojuihelnikové nerovnosti se podivejme na funkci ¢() = =1- . jejiz souvislost s p je

snad zfejma. Tato funkce je rostouci pro ¢ € [0,00). Zndmd véc: |a+ b| < |a| + |b|. Kombinaci tohoto
dostaneme:

¢(la+0b]) < @(la]+1b])
ja+bl _lal+p
l+Ja+b| = 1+|a|+|b]|

Rozepsanim pravé strany tivahou, Ze mensi kladny jmenovatel znamend vétsi cely zlomek, mame

lal+1b] |a| N |b| < _ld b
1+ la|+|b|  1+la|+1b|  1+]|a|+]|b] — 1+|a] 1+

dohromady pak
a+bl _ lal Il
l+ja+b] — 1+|a| 1+]b]

(iv)



Nakonec volboua=x—y, b=y—z,

xX—z X— —Z

X,Z) = < —
p(x:2) l+jx—z| — 1+x—y 1+4+]y—7¢]

¢imZ jsme dokdzali trojihelnikovou nerovnost a p je tak metrikou.

Pro uréeni priméru d(R) postupujme ve dvou krocich. Nejprve stanovme horni odhad pro vzdalenost
dvou prvki, a pak ukazme, Ze se k nému miZeme dostat libovolné blizko (¢i ho pfimo nabyt). Poté
tento horni odhad bude hledanym primérem.

Ze tvaru funkce ¢ je vidét, Ze ¢(r) < 1 pro t € [0,), tedy horni odhad je 1. Na druhou stranu
}E?o ¢(r) = 1, tedy se vzdalenosti dvou bodt se miZzeme dostat libovolné blizko 1, staéi vzdy zvolit

dva body dostate¢né daleko od sebe v klasické metrice ¢iselné osy. Proto d(R) = 1.
Vysledky 4.7.

e2—3
2

1 1
1. pC(fag) = Z’ pl(fag) = 6 2. pc(fvg) =€— 1’ pl(fag) =

1
Vysledky 4.8. d,, (A) = 3

Pro p; uvazime vyznam urcitého integralu jako plochy pod grafem, z cehoz je vidét, Ze vzdélenost

. 1 . : o L .
dvou funkci tu nemiiZe byt vétsi nez 3 (polovina obsahu jednotkového ¢tverce). To je nas horni odhad.
Na druhou stranu

1 2 oth o | B |
ny — — = | — — = — — —
p’(x’x)_/o (r—x") dx [2 n+1]0 2 a1l 2

1
1ze se proto naSemu hornimu odhadu libovolné pfiblizit a tedy v p; je primér A roven 5

Vysledky 4.9. Abychom dokazali, Ze AU B je ohrani¢end mnozina, je tieba urcit, Ze existuje horni
ohrani¢en{ vzdélenosti libovolné dvojice bodi x,y, a tim tedy i d(AUB).

Jsou-li x,y € A, resp. x,y € B, pak plati p(x,y) < d(A) € R], resp. p(x,y) <d(B) € Ry.
Coalekdyzx € A,y € B? Zvolme pevné a € A, b € B. Pak p(a,b) € Rar je konstanta a z trojihelnikové
nerovnosti (dvakrat pouZité), a z predchoziho, dostaneme

p(x,y) < p(x,a)+p(a,b)+p(b,y) <d(A)+p(a,b)+d(B),

kde ¢islo na pravé strané je opét konstantou, ktera zfejmé neni mensi nez d(A) nebo d(B).
Celkem tak d(AUB) < d(A) + p(a,b) +d(B) € R, tedy mnoZina AU B je ohraniCend.

)



5 Mnoziny a posloupnosti v metrickych prostorech

Vysledky 5.1. Ve vsech tfech metrikdch je lim x, = (0, 1,2).
n—y0

Vysledky 5.2. f, 25 f =0a f, - neexistuje.
Timto ptikladem jsme dokézali, Ze metrika stejnomérné konvergence a integrdlni metriky nejsou
ekvivalentni.

Vysledky 5.3. Vsechny konvergentni posloupnosti jsou skorostaciondrni, tj. od jistého indexu dale ma
vSechny ¢leny stejné.

Vysledky 5.4. A° =0, A = (0, 1), h(A) = (0,1), A’ = (0, 1), adA = 0.
Ano je hustd v metrickém prostoru ((0,1),p;), nebot A = (0, 1).

Visledky 5.5. A° = (0,1)U(2,3),A = (0,1)U(2,3) U {4}, h(A) = {0,1,2,3,4}, A’ = (0,1) U (2,3),
adA = {4}.
Ano je hustd v metrickém prostoru (A, p;) = ((0,1) U(2,3) U{4},p1).

z Nz

Vysledky 5.6. ProtoZe dany metricky prostor lze vnofit do klasické ¢iselné osy, miZeme pouZzit
uvahu, Ze zatimco na Ciselné ose je €-okoli n¢jaké bodu otevieny interval se stfedem v tomto bodé
a polomérem ¢, tj. O¢(a) = (a — €,a+ €), zde to dopadne podobné, jen se z tohoto intervalu vezme
pouze ta ¢ast, kterd je P.

Doporucuji proto si celou situaci na ¢iselné ose nakreslit, postupné si zvétSovat € a divat se, ve
kterych hodnotach dojde k zasadni zméné.

Dostaneme
(1—¢;1) 0<e<l
(1-g)U(2l+e) 1<e<
(~1;1)U{2;1+¢€) 2<e<3
(—1;1)U(2;4) 3<e

[um—

ﬁs(l) =

Vysledky 5.7. Nabizelo by se, Ze vnitikem uzavieného intervalu bude stejny interval otevieny a hranici
budou tvofit jeho krajni body. BliZ§im pohledem a nakreslenim ale zjistite, Ze zatim co u bodu 0 je

£
v libovolném jeho £-okoli (bud € < 1, stejné€ vZdy uvaZujeme ta extrémné mald) jak bod z A, napf. >

€
tak z P\ A, napf. —5» 2 je tedy hrani¢nim bodem, tak u bodu 1 napfiklad (viz predchozi piiklad)

O¢(1) = (1 —¢€;1) C A pro libovolné 0 < € < 1, coZ ale znamenad, Ze v téchto okolich neni Zddny bod
z P\ A abod 1 neni hraniénim bodem. Celkem:

h(A) = {0}

A°=A\h(A)=(0;1)

Vsimnéte si, Zze v zavislosti na metrickém prostoru nds mohou zradit naSe zazité predstavy z béZné
¢iselné osy, Ze vnitiek jako oteviend mnoZina musi byt otevieny interval.

Vysledky 5.8. Ano, existuji dalsi dvé, ato (—1;1) a (2;4).
Vysledky 5.9. Nyni se pohybujeme na klasické ¢iselné ose, pokud tedy mame dobie vybudované
predstavy o chovani ¢iselné osy, mlizeme je pouZit.

Zacnéme tfeba hromadnymi body. U intervali jako ,,spojitych® mnoZin plati, Ze kazdy bod daného

intervalu je jeho bodem hromadnym, stejné tak jeho krajni body, bez ohledu na to, zda v ném jsou
nebo ne. U posloupnosti pojem hromadného bodu z teorie posloupnosti a z teorie metrickych splyvaji.
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Mame-li navic konvergentni posloupnost, jako zde (s limitou 0), vime, Ze jinych hromadnych bodi
nem4d. Celkové tedy derivace:
A" ={0}uU(2;3)

Co se tyCe izolovanych bodd, miZzeme vyuZit faktu, Ze kaZzdy bod mnoZiny je bud’ hromadny nebo
izolovany. Tedy adherence:

iRl

Pokud jde o vnitini a hrani¢ni body, pro interval (je ohranieny) plati to obvyklé, tedy Ze jeho
krajni body jsou hrani¢ni, vSechny ostatni vnitfni. Posloupnost je ,diskrétni** mnozina, a kdyz si ji
predstavite na ¢iselné ose, pro kazdy jeji bod plati, Ze v libovolném jeho okoli jsou body mimo A, tedy
jsou hrani¢ni. Mimochodem, pokud bychom do této ivahy nad posloupnosti pridali jesté to, Ze dana
okoli vZdy mohou byt tak mald, Ze jediny bod z ni v ni je ten, jehoZ okoli uvaZujeme, dostali bychom
druhou cestou fakt, Ze body této posloupnosti jsou izolované. U posloupnosti je potieba navic uvaZzit
jeste jeji hromadné body (zle limita 0), které jsou libovolné blizko dokonce nekone¢né mnoho bodim
této posloupnosti, proto jsou té€Z body hrani¢nimi. A protoze zadny bod nemize byt soucasné hrani¢ni
a vnitfni, mame vnitfek:
A°=(2;3)
Mame hranici:
h(A) = {1.1.1.1.1. 1 }U{O}U{2-3}

g ;

A vlastné mame i uzaver:

A=AUh(A) =A°Uh(A) = {1 !

§§;

11 1
== o U{0U(2;3
fiiie JUOUE

W] =

Vysledky 5.10. Jakékoliv kreativni feSeni je mozné, nejsnaze 1ze vytvoril libovolnou posloupnost

11
a z metrického prostoru odebrat jeji , limitu®. Napt. P = R?\ {(0,0)} ax, = (, > :
n’'n
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6 Zobrazeni v metrickych prostorech

Vysledky 6.1. Pro k = £3.

(e}
n=1>

Vysledky 6.2. Neni. Snadno nahlédneme, Ze neni spojité v bod€ x = 0. Neb posloupnost {x,}

1 1
‘ + 0] = = — 0, ale posloupnost
n n

{f ()} = {1}, v metrice p; konverguje k 1 ane k f(x) = f(0) =0.

1
Xp = — platL 7e Xn i> X = 09 nebOf G('x”l?x) = |x"’ + |X| =
n

Vysledky 6.3. |F(f)—F(g)| < (b—a)-p.(f,g), je tedy lipschitzovské s Lipschitzovou konstantou
napt. L=>b—a.
1

X

1 1 1
= — < — pro v8echny x € (c,o0), resp. piesn&ji sup ‘f’(x)‘ =-,
X C x€(c,00) c

Vysledky 6.4. Protoze | f'(x)| =

e e ) . ) o y |
vidime, Ze f je lipschitzovska pro libovolné ¢ > 0, s Lipschitzovou konstantou napt. L = —, pfiCemz
c

1
je kontrakci prave tehdy, kdyZ ono suprémum — < 1, tj. kdyz ¢ > 1.
c

1 1 1
——|=-—a lim =~ = oo, platf, 7 1) = oo )
NN A= A zexes?o%\f (x)| = o a f nent

2 1
lipschitzovskd na (0, 1), ale sup | f (x)| = \g < oo a proto f je lipschitzovské na <2, 1>.
x€<%7]>

Vysledky 6.5. Protoze |f'(x)| = ‘

Vysledky 6.6.
1. sup ‘ f (x)‘ =sup |a| = |a| < oo, tedy f je lipschitzovska pro libovolné dvojice koeficienti a,b € R
xeR xeR

a kontrakci pro libovolné dvojice koeficienti a € (—1,1),b € R.

2. sup ‘ f’(x)‘ = sup =1 < oo, tedy f je lipschitzovskd, ale ne kontrakci.

xeR xeR 1 —|—)C2
. P . , .. . 1 ®—1
Vysledky 6.7. Z podminky, Ze f musi zobrazovat mnoZinu samu na sebe plyne, Ze ( — 33 C
1 3++/13 2
(—a,a),atedya € ( =, + . Déle z podminky kontrakce plyne sup ‘ f (x)‘ = sup mad <
3 2 xe(—a,a) xe(—a,a)
3 . 13
1, atedy a < —. Celkem tak musi byta € ( —, = |.
2 3°2
Metodou postupnych aproximaci dostaneme x; = f(xp) = 3= flx) = —p7 AN = flxn) =
665
2187 5
VyfeSenim kvadratické rovnice pro pevny bod, T x, dostane, Ze pevnym bodem bude jeji koren
3—v13
X = ;- (Kofen s + neni pevnym bodem, neb okolo néj jiz nemame kontrakeci.)

Vysledky 6.8. Vhodnym zobrazenim na C[—§, 8] je
* 1
F(W =1+ [ 57w,
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které je ném kontrakei pro 0 < 0 < 2.

2
X
Pro pocate¢ni aproximaci yp = 0 dostaneme y; (x) = 1 + %, y(x)=1+ % + (22), atd.,

2 3 n

x (G, G) ()
X)=1+1+-+-—+ "+ =

v ¢emZ vidime Maclaurintiv polynom funkce y = e2, kterd je zfejmé feSenim dané pocatecni dlohy

(vyfeSte pomoci znalosti prvni tfetiny semestru).

Vysledky 6.9. Funkce f(x) =1 —|—% je zfejmé kontrakci na E; a jeji pevny bod splitujici rovnici
x=1+ % je zfejmé hledanou hmotnosti.

3 7
Metodou postupnych aproximaci pro xo = 1 dostaneme x; = f(xo) = > 2= flx)= B flx)=

n+l1 1
— 2 = x*, tedy pevny bod

[

5 . . .
3 atd., aZ nahlédneme (a idedlné i ovéfime indukci), Ze x, = o
naSeho zobrazeni je x* = 2, coZ snadno ovéfime vyieSenim piislusné linedrni rovnice.

Viénocka vazi 2kg.
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7 Funkce vice proménnych — defini¢ni obor, vrstevnice, graf

Obrazky tvofeny Maplem, dostupné komplet na webu.

Vysledky 7.1. Kromé defini¢nich obort a ilustra¢niho grafu zde i vrstevnice a fezy rovinami x = 0
ay=0.

1. fi(x,y)=1In(x+y)

w
=
-
o
w
IS
=

Vrstevnice — pifimky

Xdy—c £(0,y) =Iny f(x,0) = Inx

x)


https://www.math.muni.cz/~juranek/Grafy.html

2. foley) =V1-2+) 1

NI

D — uzaviené nekonec¢né pasky
(x[<Taly[>D

-

=

J

Vrstevnice FO,y) =1++/y*—1 f(x,0) neex.

A

-10
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3. falxy) = VI1-xr—y?

-2

Vrstevnice — kruzZnice
P4y =1-c%ce(0,1)

(xii)



Vysledky 7.2.

L fa(x,y) = [x[+ 1]

-2

Vrstevnice — Ctverce
4Dy = e >0
(c=lac=2)

54

%)
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2. f5(x,y) = Va2 4 y?

If/
f

?I, 7
l%‘ff’
l’i

Vrstevnice — kruznice
x2+y2:c2,c20
(c=lac=2)

319 319

f(0,y) =1yl f(x,0) = |x]
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3. folx,y) =x*+)*

0.5

Vrstevnice — kruznice
2+ y2 =c,c>0
(c=lac=2)

251 251
0 20+
15 15
10 10
5 5
4 5 [ 2 3 4 5 [ 2 A
y
0 2 0) =x*
f( ay)_y f(x, )—x
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Vrstevnice — rovnoosé hyperboly
X — y2 =c
(c=lac=-1)

(xvi)



5. fg(-x7y) =e'

-0.4

-0.4

-0.2

SO, o

1

x=Inc,c>0
e

Vrstevnice — piimky

,c=lac=e)

(c=

144
124
[EE

06 4

f(x,0)=¢"

)

y

)

f(0
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6. folx,y)=1—x—y

Vrstevnice — piimky
y=—x+1-c
(c=—-1l,c=0,c=lac=2)

64 61

e 4]

f0,y)=1—y f(x,0)=1-x
Vysledky 7.3. Defini¢nim oborem je ,.kaca“, prostor tvofeny prinikem dvou kuzeli

¥4y —(z—-1)?%<0 a xX*+y —(z+1)?<0.




8 Limita

Vysledky 8.1. VK > 036 > 0:V(x,y) € D(f),[x—1| <8 A |[y+3] <8 A (x,y) # (1,-3) plati
flxy)>K

1
Vysledky 8.2. Ve > 036 > 0:V|x,y] € D(f),x > 5 A ly—3] < 8 plati

f(x7y>_3| <E€

Vysledky 8.3. maximové: Ve > 030 > 0:V(x,y) € D(f),[x—2| < A [y—4| < A (x,y) # (2,4)
plati [f(x,y)+2| <&
souctova: Ve > 036 > 0:V(x,y) € D(f),0 < [x—2|+ [y —4| < & plati |f(x,y)+2| <&

Euklidovska: Ve > 036 > 0:V(x,y) € D(f),0 < \/{x—2}2—|—{y—4}2 < dplati |f(x,y)+2| <€

Uvédomme si, Ze u maximové metriky si nemiZeme jako u ostatnich vypomoci ostrou nerovnosti
s nulou, nebof 0 < [x —xp| < & A 0 < |y—yo| < & by nevynechalo jenom bod [xo, yo], ale cely osovy

vv

kiiZ z tohohle bodu, coZ uZ samoziejmé vyznam definice méni.

Vyslledkyhi.l4. Cry 143 41
"= x2—y2  1-9 -8 2
2. lim i G |1 DR C ) [C 5’ N TIN5 S
Cay)—e 2 =3y+3y—xy |0 y-ex(x—y)+3(x—y) @y-@2x+3 5
3 lim X2 —=3y4+4-2 HOH lim Va2 =3y+4—-2 /x2-3y+4+2
. 1 = |[|—|| = . —
(xy)=(00)  x*—=3y O  @y—(0)  x*—=3y X2 —3y+4-+2
X —3y+4—4 1 1

(13)=(0.0) (x2 - 3y) <\/x2 —3y+4+ 2) x))=(00) \/x2 —3y+4+2 4

4. Ly = lim <limx_y> = lim — =lim—1=—1
y—=0 \x—=0x+Yy y=0 Yy y—0
Ly, = lim <lim x_y) —lim> =liml=1
x—=0 \y—=0x+Yy x—=0x  x—0
ProtoZe L,, = —1 # 1 = Ly, = limita neexistuje.
5x2 —3y? —3y? 3 3
5. Ly =1 lim=— | =1i —lim—->=_—-=
~ yl—I>I(1) <x1—I>I(1) x2 +2y2 yl—I>I(1) 2y2 yl—I>I(1) 2 2
5x2 —3y? 5x2 5
L,,=1i Iim=———— ) =lim— =lim= = =
> xl—I>I(1) (yl—r>I(1) x2 —|-2y2 > xl—I>I(1) x2 xl—r>I(l) 2 2
3 5
ProtoZe Ly, = ) =+ 3 = L, = limita neexistuje.

x2y2
6. Loy =lim (lim > ) =lim0=0
y—0 \x—0 x“y“ + (X —y)2 y—0

x>
x—0 \ y—0 x“y= + (X —y) x—0
Pfesto, Ze L,, = L,,, miZeme zvolit tfeba trajektorii y = x (zjednodusi jmenovatel) a dostaneme

2.2 4

X7y y=x ;. X . .. . .

1 - — 3 lim—=Iliml=1+#0=L,, = L,, = limita neexistuje
()00 B+ (x—y)2 x50 a0 7 0= Ly = L = limita neexistuj
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

L., =lim 11mM =Ilim0=0
w y—1 \x—0x* + ( )2 y—0

y—1
Ly, = lim <11m ())2> =1lm0=0

x—0 \y—1 x4+ ( y—0
Pfesto, Ze L,, = Ly, miZeme zvolit tieba trajektorie y = kx* 4+ 1 (jdou bodem (0,1)) a dostaneme
2 4
x(y—1) y=kl41_, kx : o o
R S —— m = lim = L(k) = limita neexistuje
(xy)—(01) x*+ (y—1)2 SO IR a0 T A2 (k) = Timi HISH)
. 11 : .11
lim (x+y)sin—sin—= lim (x+y)-|sin—sin—|=|0-ohr|[=0
(xy)—(0,0) X oy ()00 X oy
ProtoZe pocitdme limitu pro (x,y) — (e0,00), miiZzeme uvazovat x, y jen jako (velkd) kladnd. Tedy
1
zfejmé )ﬁyﬁ > 0. Dale z (x —y)? > 0 lze ziskat nerovnost e <= 5

.)Cz x2
1
Celkem tak 0 = 0 < <2xy2> < () .
x“+y 2
2

1 X
Protoze lim O0=0a Ilim : <2> =0, z Véty o tfech limit4ch dostdvame

(3,y) = (e0,00) ()= (00,00
X2
. xy
lim =0.
(r)=(oo) <x2 +y2>
i sin(xy) _ sin(xy) y=la=a
(xy)=0a) X (xy)—=(0.a) Xy
. x+y x:pCOS(pH . pcos@+psing
lim @ ——— . — lim =
(02)=(0.0) \/x2 +y? =psm@il poor \/pZ cos? @ 4 p2sin’ @

= lil})l+ (cos @ +sin@) = cos @ +sin @ = L(¢) = limita neexistuje
p—

B+y |lx=pcose p3cos® @+ psin® @
li . =1
(x,y)glg070)x2+y2 y:psm(pH par(r)hp cosz(p+pzsm [0) pgg plcosg+sing) =
—||0-ohr||[=0= lim 2“
(x)-(0,0) X2 + y?
X 4y(y—1) X = pcos@ H p cos (p+(1—|—ps1n(p)p sin’ ¢ _
(e)=(0,1) X2+ (y —1)2 y=1+4psing ;HO+ p cosch—l—p sin” @

- 1in(r)1+(1+psin3<p):1,nebot’\1+psin3(p—1\:\psin o|<p” =0 0
p—

2 2
+y—1)
li A S |
7 oron) 24 (- 1)2
lim w x=2+pcos@ lim p?cos? @(+p cos @) + p?sin’ ¢ _
(e)=(20) (x=2)2+y2 y=psing p—0* P cos2qo+p2s1n [0)

= 111})1+ (2+pcos3(p) :2,neb0f‘2+pcos3(p—2‘ = ’pcos (p‘ <p —> 0=
p—

_A\2 2
T € Ktk A
() =(20) (x—2)2+y?
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x=pcos@sinf

in 6
y=psin@sin@|| — lim _ PCOSfpsm. _
z=pcosH p—0* pcos @sinB + psin@sin O + p cos 6

15. lim
(x.32)—=(0,00) X +y+2

B cos ¢ sin 0 B
~ cos@sin@ +sin@sin® +cosO

L(¢,0) = limita neexistuje
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9 Parcialni derivace

Vysledky 9.1.
l. ze=+1—y2— lxyz 2. fx:yzxyz_l
—X z
_ Xy 2 f=x Inx-zy*"!
o= 1—y? fo =x" Inx-y*Iny
, 1 1 12
Vysledky 9.2. z, = 3(1+log,x)*- < Ty’ z(e,e) = -
-1 1 12
=3(1+1 2 nx: — - —, e)=——
(1+log,x)-Inx Y zy(e,e) .
, 1 X 1 2x
Vysledky 9.3. Zx:1—§, Zy:;, ZXXZO, ny:; Zyxs  Zyy )73
1 y
Vysledky 94. 7, = ——, z.(1,0) =1, Zy = , zy(1,0)=0
* x2 4 y? +(1.0) TRy /2 )2 »(1,0)
_— _— _— 7)) f—
Zex = 7(x2+y2)3/2, Zxx(l,O) = 1, ny (x2+y2)3/27 ny(lyo) O
2 _
X2 +y?+xy/x2 4?2 y<2y+ m) 1
Zyy = 3 ) Zyy(lvo)zi
(xz—i-y —i—x\/xz—i—y)
Vysledky 9.5. Nejprve parcidlni derivace:
fx =2xcosy+ X, h= —x?siny+ Inx
X
Dosadime do vzorce s gradientem:
fi=1fi+3f; = 2xcosy+2 — 3xsiny+ 31nx
X
A vycislime v daném bodé M:
f(lg) :0+§—3+0:§—3
Pokud bychom $li parametrizaci, pak:
o(1) :f(1+t,g+3t> = (1+1)2cos (§+3t) (§+3t> In(1+1)
74 T 43¢
p(1) =2(1-+1)cos (5 +31) =3(1+1)sin (5 +31) +3In(1+1) + 2
(p()ﬂ(—k)cos >+ (+TZ 53+ n(l+1)+ T4
fﬁ(1,5)=<p(0) 0— 3+0+— -3
Smérnice te¢ny potiebuje velikost Vektoru
llid]| = V12+32 =10
1 T 1 /m
e (3= 15 63
=\ 2) = U 3
2 V2 2
Vysledky 9.6. ii — (cos 135°,sin 135°) = (—\g,\g),fﬁ(l,Z) - —\2[
Vysledky 9.7.
1 u 2x 2x(x? —y?) 223+ 2xy? —2x° + 2x92 4xy?
L= Ut oy Ve =2 g = o 2 = 2 = 2
v v Xyt (2 4y?) (x24?) (x% +y?)
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N 1 (—2y) o, 2y 2y(x% —y?) 2x%y 2y + 2x%y — 2y
Z:Z-u Z-v :7—)}——)}:— — = — =
y u- %y v Vy v v2 x2 +y2 (x2+y2)2 (x2+y2)2
4x%y
(2 +2)°
Vysledky 9.8.

Iy =Zy Ux+ 2y Vy = (V'l/tvil) Y+ (Mv ~lnu) -COSX = Sinx- (xy)sinxfl Y+ ()Cy)smx'ln(xy) . COSX
Ty =Ty Uy + 2 vy = (v.uv—l) x4+ (u”-Inu)-0 = sinx- (xy)squ X
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10 Tecna rovina, diferencial a Tayloruv polynom

Vysledky 10.1.

1. Prvné desifrujme, Ze ? = f(xo,y0) = £(0,0) = 1.
Spocitame parcidlni derivace v daném bodé:
fi=e""" 20— £(0,0) =0
fy=e""" 2y = £,(0,0) =0
Dostaneme rovnici te¢né roviny:
T:z=140-(x—0)+0-(y—0)

T:z=1
T:z—1=0
Z &ehoz vidime normélovy vektor 77 = (0,0, 1), a miZeme napsat rovnici normadly:
n: x=0
y=0 telR
z=1+t¢
1 1 1 1 1
2{): X0, - — = = 1—7—7:7
f(x0,y0) f(ﬂﬁ) Vi=373 7
Parcialni derivace: .

—X 1 1 3
ORI B
Iy "\V3'V3 \%1

) 11 R
ﬁz%f(,>=:_1
/=2 =y T P\V3V3 %

Rovnice te¢né roviny:
1 1
Tiz=—4>=—|(x——|—
V3 ( ﬁ)
3
T:z:—x—y—i—ﬁ

TN
~
|
Sl
w
~

Tix4y+z—V3=0
Normélovy vektor 77 = (1,1, 1), rovnice normadly, ktera se pak d4 i upravit:

1
n:. x=-—-+t xX=t
V3
1
=—+4t teR — =t teR
y /3 y
1
7= —F=+t z=t
V3
Vysledky 10.2.
1 df—idx el 2. df =4dy+d
-V T sy IR

Vysledky 10.3. Pomoci f(x,y) = In” v bodé [1,1].
y

0,97
1,05

In-— =0+1-(—0,03) — 10,05 = —0,08
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Vysledky 10.4.
1. kmenova funkce F(x,y) = x> 4 xy+y+ ¢, obecné fefeni x*> +xy+y+c=0

1 1
2. kmenova funkce F(x,y) = Exzy2 + ¢, obecné feseni Exzy2 +c=0,resp.y=

< =R

3. integra¢ni faktor R(x) = x, poté kmenové funkce F(x,y) = x*y + ¢, obecné feseni x>y + ¢ =0,

k
resp.y =3

1 3
4. integracni faktor R(y) = —, poté kmenové funkce F(x,y) = x—3 +x+ — + ¢, obecné feSeni
y Y y

X 5
*3+x+*+c:0
y y

(xxv)
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