Kapitola 3

SHODNA A PODOBNA
ZOBRAZENI

V této kapitole budeme studovat zobrazeni na euklidovskych bodovyjch pro-
storech. Pfipomenme, ze euklidovsky bodovy prostor je afinni prostor, na
jehoz zaméteni je dan skalarni soucin.

3.1 Shodna zobrazeni

V této casti skript definujeme shodné zobrazeni mezi euklidovskymi pro-
story a ukdzeme, Ze je to afinnich zobrazeni. Zékladnim pojmem, ktery je
nutny pro definici shodného zobrazeni, je vzdalenost bodu, ktera je dana

IXY| = | XY = /(XY,XY).

Definice 3.1.1. Zobrazeni f euklidovského prostoru &, do euklidovského
prostoru &, se nazyva shodné zobrazeni (izometrické zobrazeni), jestlize
zachovava vzdalenosti bodi, t.j. pro kazdé dva body body X, Y € &, plati

f(X) (V)| = [XYT].

Poznamka 3.1.1. Je tfeba si uvédomit, ze vzdalenosti v &, a &, jsou
obecné definovany riznym zpusobem. O

Priiklad 3.1.1. Ze stfedni Skoly zname celou fadu shodnych zobrazeni v
euklidovské roviné ¢éi prostoru, napf. posunuti, otaceni (kolem stfedu ¢i
primky), stfedovou symetrii, osovou symetrii a symetrii podle roviny (zr-
cadleni). @
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82 3. SHODNA A PODOBNA ZOBRAZENI

Véta 3.1.1. KazZdé shodné zobrazeni je proste.

Dikaz. Pro libovolné dva body B, C € &, takové, ze B # C' je |BC| # 0,
potom ale [BC| = |f(B)f(C)| £ 0, a tedy f(B) # f(C). .

Poznamka 3.1.2. Z definice je zfejmé, Ze zuzeni shodného zobrazeni na
podprostor euklidovsakého prostoru je opét shodné zobrazeni. Déle, jsou-li
f:Entof), a g: &), — & shodna zobrazeni, je i jejich slozeni g o f shodné
zobrazeni. &

Véta 3.1.2. Kazdé shodné zobrazent je afinni zobrazent, t.j. t¥i rizné ko-
linedrni body zobrazi na tri ruzné kolinedrni body a zachovd jejich délici
pPOMET.
Diikaz. Necht jsou déany libovolné tii rtizné kolinearni body body B, C, D €
En takové, ze 0 > X\ = (D;B,C), t.j. D lezi mezi body B,C. Potom
BD = ACD a tedy |BD| = |\||CD|. Protoze D lezi mezi body B,C
je |BD|+ |DC| = |BC| a pro shodné zobrazeni f dostaneme |f(B)f(D)|+
lf(D)f(C)| = |f(B)f(C)], to ale znamena, ze body f(B), f(C), f(D) jsou
kolinedrni a f(D) lezi mezi body f(B), f(C), tedy také délici pomér X' =
oy — =
(f(D); f(B), f(©)) je zaporné ¢islo. Potom f(B)f(D) = X f(C)f(D), a
tedy [f(B)f(D)| = [N|1f(C)f(D)|. Zrovnosti | f(B)f(D)| = |BD|a|f(C)f(D)| =
|C'D| tak dostaneme |A\| = |\'| a protoze jsou obé hodnoty zdporné je A = \'.
O
Shodné zobrazeni tedy maji vSechny vlastnosti afinnich zobrazeni. Napr.
zobrazuji podprostory na podprostory a pritom zachovavaji rovnobéznost
podprostorti. Protoze je shodné zobrazeni prosté, je n < m. Dale ke shod-
nému zobrazeni muzeme definovat asociované linearni zobrazeni predpisem
— _—
ef(XY) = f(X)f(Y).
Pomocna véta 3.1.3. Asociované linedrni zobrazeni shodného zobrazeni
zachovdvd velikost vektori, t.j. pro kaZdy vektor u € Z(&,) plati

o)l = [haf.
Diikaz. Necht u = B—C>', potom méame
ler()|| = [[F(B)F(O) = [F(B)f(C)] = |BC| = [[u]. =

Véta 3.1.4. Asociované linedrni zobrazeni shodného zobrazeni zachovdvad
skaldrni soucin vektori, t.j. pro vSechny vektory u,v € Z(&,) plati

(pr(0), op(v) = (u,v),

t.g. @y je ortogondlni linedrni zobrazeni z Z(E,) do Z(E,,).
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Dikaz. 7 vlastnosti skalarniho souc¢inu dostavame
(u+v,u+v)=(a,u)+2(u,v)+(v,v),

t.j.
2(w,v) = u+v|* = ful® = |v|?.

Aplikaci této rovnosti na vektory ¢r(u) a ¢f(v) a z Pomocné véty 3.1.3

dostaneme

2(pr(w), 01 (v)) = s (@) + ;I = lles)I* = lles (V)1
= lles(a+v)II* = lor@)l* = lor ()]
= [lu+v]* ~ [lul* — |[v]?
=2(u,v). O

Asociované ortogonalni linedrni zobrazeni je jednozna¢né uréeno shod-
nym zobrazenim. Naopak plati

Véta 3.1.5. Necht je ddano ortogondini linedrni zobrazeni ¢ : Z(&,) —
Z(&) a body B € &,,B" € &,. Pak existuje jediné shodné zobrazeni f :
En — &), takové, Ze f(B) = B a pf = .

Diikaz. Podle Véty 2.1.3 existuje jediné afinni zobrazeni danych vlastnosti

urcéené .
f(X) =B+ ¢(BX). (3.1.1)

Ukézeme, ze (3.1.1) je shodné zobrazeni. Mame
S — — —
FXOFO = X FO) = (XY = [ XY = | XY]. O

Véta 3.1.6. Necht je dano (n+1) bodi v obecné poloze Py, Py, ..., P, € &,
a body P}, P|,..., P} €&, takové, Ze

PP = |PP),  i,j=0,....n. (3.1.2)

Pak existuje jediné shodné zobrazeni f : &, — &, takové, Ze f(P;) = P/
pro vSechna i =0,...,n.

Diikaz. Protoze jsou body Py, Pi,..., P, € &, v obecné poloze, jsou vek-
tory ]TP{,...,@ € Z(&,) linedrné nezavislé. Podminka (3.1.2) zna-
mend, ze i body P}, Pj,..., P} € £, jsou v obecné poloze, a tedy i vektory
]TP{: e W € Z(&!) jsou linedrné nezavislé. Podle Véty 1.1.2 existuje

n m . s
jediné linearni zobrazeni ¢ : Z(&,) — Z(E],) takové, ze p(PyP;) = PiP;.
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B B o . /7 ’ 7
Navic plati ||o(PoF;)|| = ||PoF;||, a tedy ¢ je ortogonalni zobrazeni. Podle
Véty 3.1.5 je zobrazeni

F(X) = Py + o(PyX)

shodné zobrazeni a snadno se vidi, ze f(P;) = P. O

Dusledek 3.1.1. Shodné zobrazeni z euklidovské roviny je ureno obrazy
vrcholi libovolného trojuhelnika na vrcholy s nim shodného trojuhelnika.
o

Vyjadieni shodného zobrazeni v souradnicich je stejné, jako u afinnich
zobrazeni. Musime si jen uvédomit, ze v euklidovskych bodovych prostorech
pouzivame kartézské repéry a souradnice. Méjme tedy kartézsky repér R =
(P;e1,...,e,) v &, a kartézsky repér R’ = (Q;dy,...,dn,) v &), a necht
f: & — &), je shodné zobrazeni. Zvolime-li Q = f(P), d; = ¢y(e;), i =

1,...,n, potom stejné jako ve Vété 2.2.3 dostaneme soutradnicové vyjadieni
f ve tvaru
:c'lle, x;Hl =0,
(3.1.3)
T, =Tn, x, =0.

V soufadnicich je to tedy kanonické vlozeni R” do R™, kde R* chapeme
jako euklidovsky bodovy prostor.
Pokud je repér R’ = (Q;dy,...,d,,) v &, obecny, nezavisly na repéru

R = (P;e1,...,e,) v &, dostaneme vyjadieni f ve tvaru
n
x;:Zajixi—l—bj,j:l,...,m, (3.1.4)
i=1

ktery budeme castéji psat maticové

/
7 ailr - Qin T b1
=\ : : N B I (3.1.5)
! b
Loy Am1 Amn T m

nebo symbolicky
(f(X)=AX)+B. (3.1.6)

Matice A je ovSem matice asociovaného ortogonalniho linearniho zobrazeni
a tedy podle Césti 1.4 spliiuje podminku AT A = E,,.
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Necht je naopak déna matice A typu m/n takova, ze AT A = E,, t.j.
Z;”Zl aji ajp = Oik, Oig = 1,0 = k,0;p = 0,1 # k, a necht B je libovolna
matice typu m/1. Ukazeme, Ze zobrazeni

n
¥y =Y ajmi+b;,j=1,...,m (3.1.7)
1=1

je shodné. Mame

X/Y/ 2 < _ < - . . . 2
| | Z y] - :E = Z Qg5 (yl - l’l)]
Jj=1 j=1 i=1
m n
= > > aji(yi — wi) age (e — 71)
j=1l4k=1

I
MS

m
(yi — =) (e — T1) Y _ aji ajp
j=1

ﬁ
i

1

(yi —2:)* = |XY]*.

I

-
I
—_

Je tedy zobrazeni (3.1.7) shodné.
Mtizeme tedy predchozi avahy shrnout do nasledujici véty.

Véta 3.1.7. Necht f : &, — &), je afinni zobrazeni, které md v kartézskych
soutadnicich na &, a &, vyjddreni (f(X)) = A(X)+ B. Potom f je shodné
zobrazend pravé tehdy, kdyZ matice A spliiuje podminku ATA = E,,.

Uloha 3.1.1. Zobrazeni f : & — &3 je dano obrazy bodu P, A, B. Urcete
rovnice zobrazeni a zjistéte, zda se jedna o shodné zobrazeni. Co je Im(f)?

P =1[0,0],A=[1,0],B=]0,1]

P’:[1,3,—2],
r_ 3v24+1 —2v2+1 V3+1 3v3+1 —2v3-1
A= (1,200, =2 | g = [YO0, 2/, S0

~

ReSeni: Oznacéme
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Rovnice zobrazeni je (X') = A(X) + P/, tedy
x! 0 %
v =% = ( y > +| 3

0 1
V3 V3

Rovnice obrazu £ mé v £3 parametrické vyjadieni

»—A%‘»—A
[}
Sl

w ()

_ 1
T = 1 1 —I—\{gs,
== 3 +?t +%S,

Z prvni rovnice vyjadiime s a dosadime do zbyvajicich dvou rovnic, dosta-
neme s = v/3(z — 1) a

y:3+%t+(x—1), z:—2+%t—(x—1).

Vylouc¢enim parametru t dostaneme y —3 —x +1 =242+ x — 1. Obecné
vyjadieni I'm(f) je tedy

p=2r—y+2+3=0.

3.2 Shodnosti, grupa shodnosti

V této ¢asti budeme uvazovat shodna zobrazeni na euklidovském prostoru.
Protoze je shodné zobrazeni prosté, je shodné zobrazeni euklidovského pro-
storu na sebe bijekci. Protoze je kazdé shodné zobrazeni afinni, je shodnost
afinita na euklidovském prostoru. Na euklidovském prostoru muzeme uva-
zovat libovonou afinitu. Objasnéme nejdiive, jaky je geometricky vyznam
ekviafinnich zobrazeni. Pfipomenime, Ze ekviafinni zobrazeni jsou afinity s
modulem =+1.

Véta 3.2.1. Ekviafinni zobrazeni euklidovského prostoru &, zachovdvd ob-
jemy.
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Diikaz. Uvazujme v &, n-rozmérny rovnobéznostén R(A;uy, ..., u,). Jeho
objem je dén absolutni hodnotou vnéjsiho sou¢inu [uy,...,u,]. Afinita f
zobrazi rovnobéznostén na rovnobéznostén R'(f(A); pr(wr),...,¢r(uy)).
Jeho objem je potom absolutni hodnota vnéjsiho soucinu [p¢(uy), ..., ¢r(u,)].

V kartézskych soutradnicich je vnéjsi soucin urcen determinantem matice,
v jejichz sloupcich jsou soufadnice danych vektort. Je-li potom f urceno v
soufadnicich (X') = A(X)+B, je [pf(w1),...,of(uy)] = [A(wr1),..., A(u,)] =

|A] - [uy,...,u,], a tedy rovnobéznostény R a R’ maji stejny objem pravé
tehdy, je-li absolutni hodnota determinantu |A| rovna jedné, t.j. m(f) = +1
a f je ekviafinni zobrazeni. O

Definice 3.2.1. Shodné zobrazeni f euklidovského prostoru &, na sebe
se nazyva shodnost (izometrie) &,.

Véta 3.2.2. Shodnd zobrazeni euklidovského prostoru &, tvori grupu, tzv.
grupu shodnosti S,.

Diikaz. Dikaz je zfejmy. SloZzenim dvou shodnosti je shodnost. Z definice
shodného zobrazeni se snadno vidi, ze inverzni zobrazeni ke shodnosti je
opét shodnost. O

Poznamka 3.2.1. Grupa shodnosti na &, je podgrupou grupy ekviafinnich
zobrazeni na &,. T.j. &, C &, C A,. O

Poznamka 3.2.2. Linearni zobrazeni asociované ke shodnosti je ortogo-
nalni transformace na zamétreni Z(&,). V libovolnych kartézskych souradni-
cich je tedy matice shodnosti ortonormalni matice, t.j. modul shodnosti je
+1. Je-li m(f) = 1 hovofime o pfimé shodnosti, je-li m(f) = —1 hovofime
o nepiimé shodnosti. Z Céasti 1.4 vyplyva, ze vlastni hodnoty shodnosti
jsou pouze c¢isla £1, prostor vlastnich smérd, ktery odpovida vicenasobné
vlastni hodnoté mé dimenzi rovnu nésobnosti vlastni hodnoty a vlastni
smeéry, které odpovidaji riznym vlastnim ¢éisliim jsou na sebe kolmé. &

Poznamka 3.2.3. Ortogonélni transformace na Z(&,) asociovand se shod-
nosti zobrazuje ortonormélni bazi Z(&,) na jinou ortonormalni bazi. Rov-
nice
/
x ail -+ a1 T by
= : : : + : 5 A A - E’I’L B

x! Gnl -** Gp T by,

3

3
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tedy mizeme chépat dvojim zpisobem. Bud jako vyjadfeni soufadnic ob-
razu X bodu X (oboji soufadnice vzhledem k témuz kartézskému repéru
R = (P;ey,...,e,) vE&,) nebo jako vyjadieni transformace souradnic téhoz
bodu X pii pfechodu od repéru R k repéru R’ = (f(P); pr(e1),. .., p(en)).
o

Uloha 3.2.1. Uréete rovnice shodnosti h : £ — &g, kterd zobrazuje bod

A =10,1] do bodu A" = [£, 23] a bod B=[3,1] do bodu B’ = [2,5].

ReSeni: Jde skuteéné o shodnost v Es, nebot

— —
AB = (3,0), |AB| = |AB| = 3.

a>Y 9 12 ! o/ ! 1/ 81 144 295
A'B' = (3.8), 4B = |AB| = \/H+ 45 =/ =V0=3.

Uvazujme rovnice h ve tvaru

¥ =ar+by+p, Y =cx+dy+q.

Aby h bylo shodnosti pro vSechny body &, musi byt matice A = < CCL Z >

ortogonélni. To znamena, ze musi platit AT A = E. Tedy

a c a by (10
b d c d) \0 1)
To je ekvivalentni soustavé rovnic

ad+f=1, V¥P+d&?=1, ab+cd=0.

3 . 9 12 3
Soucasné ¢n(AB = A'B', t.j. 3a = £,3c = ¥, takze a = ¢, c =
Dosazenim do predchozich rovnic dostaneme dvé moznosti

[SA{IE

4 3 4 3
by =—=, di = =; by ==, doy=—-.
1 57 1 5; 2 57 2 5

Ovétime, zda v obou pripadech je matice ortogonélni. Opravdu

3 _4

A1:<i g) ATA = Ey, |A4] =1,
5 5
3 4

A2:<i g) AT Ay = Ey, || A = —1.
5 5§
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Pro matici A; dostaneme

o' =3r—gy+p, Y=gr+iyta.

Po dosazeni bodu B a jeho obrazu B’ dostaneme p = 1 a ¢ = 2. Rovnice
shodnosti pro matici A; tedy jsou

/

:E':%m—%y—l—l, y:%az+%y+2.

Pro matici Ay dostaneme

o' =3r+gy+p, Y =g0-3y+a.
Po dosazeni bodu B a jeho obrazu B’ dostaneme p = —% aq= %. Rovnice
shodnosti pro matici A; tedy jsou

v =fr-5y-3, Y=getiy+ty

3.3 Soumérnosti podle podprostoru

Uvazujme nyni v &, podprostor o, 0 < dim ¢ = k < n. Podle skript [JaHo|
1ze z libovolného bodu X prostoru spustit na o pravé jednu kolmici, ktera
protne ¢ v bodé Xy (pata kolmice). Uvazujme zobrazeni, které zobrazi
bod X na bod X’ takovy, Zze Xy je stfedem tsecky X X'. Je zfejmé, Ze
toto zobrazeni je bijekce na &, a body v p jsou samodruzné. Ukazeme, Ze
toto zobrazeni je shodnost. Staci tedy ovétit | XY| = |X'Y’| pro libovolné
body X, Y. Rovnost staci ovérit v libovolné vhodné zvolenych kartézskjch
soutfadnicich. Zvolme kartézsky repér tak, aby mél podprostor o obecné

vyjadieni

0:Tp+1=0,...,2,=0.
Potom pro libovolny bod X = [z1;... ;z,] je pata komice spusténd z X na
obod Xg = [z1;...;2%;0;...;0] abod X' = [x1;... ;2% —Tha1;- -5 —Tn).

Je tedy dané zobrazeni dano rovnicemi

/ /
.’1}'1 =1 9 'rk-{-l == _xk+1 9
(3.3.1)
/
Ty = Tk, T, = L
t.j. je to afinni zobrazeni. Snadno se vidi, Ze pro body X = [z1;... ;z,] a

Y = [y1;... ;yn] ajejich obrazy X' = [z1;... ;25 —Tpy1;...;—2p] @Y =
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(Y15 5 Uk —Ykt1s -3 —yn) Platt [ XY = /(y1 — 21)2 4+ - 4 (yn — #n)? =
|XY| a jde o shodnost.

Definice 3.3.1. Necht o, 0 < dim ¢ = k < n je podprostor euklidovského
prostoru &,. Shodnost, ktera zobrazi kazdy bod X z &, na bod X' z &,
takovy, ze stied tisecky X X' je pata kolmice spusténé z X na o, se nazyva
symetrie (soumérnost) &€, podle podprostoru .

Je-li dimp = 0 (jde o bod R) hovofime o stredové symetrii (soumér-
nosti). Bod R se nazyva stred symetrie (soumérnosti).

Je-li dim g = 1, respektive dim ¢ = 2, respektive dim ¢ = n — 1, hovo-
fime o symetrii (soumérnosti) podle primky (také osovd symetrie (sou-
mérnost)), respektive roviny, respektive nadroviny. V piipadé osové sy-
metrie se pfimka nazyva osa symetrie (soumérnosti).

Poznamka 3.3.1. Soumérnosti podle nadrovin maji jako mnozinu samod-
ruznych bodt nadrovinu. Jedna se tedy o zakladni afinity, které hraji vy-
znamnou roli, protoze podle Véty 2.6.6 je kazda afinita sloZzenim nejvyse
(n 4+ 1) zakladnich afinit. Podobnou roli budou hrat i soumérnosti podle
nadrovin. O

Véta 3.3.1. Necht v néjakém kartézském repéru R na euklidovském pro-

storu &, je ddna nadrovina ¢ : ajx1 + -+ + apxy, +a =0, (a1;...;a,) #
(0;...;0). Potom rovnice soumérnosti podle nadroviny o jsou tvaru
’ 2 a;
T =x; — 5(a171+ -+ apzy +a). (3.3.2)

Z;'L:l aj

Diikaz. Soumérnost podle nadroviny g je zakladni afinita, a tedy podle Véty
2.6.8 ma rovnice tvaru

z; =z + Ni(amzr + -+ apzy +a).

Podminka, Ze stied usecky X X' lezi v o je tvaru

n / )
Zax;x ta=0, (3.3.3)
i=1

£.j.

Zaiki(alxl + - tapryt+a)+2(axr+ -+ apry, +a) =0. (3.3.4)
i=1
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—_—
Podobné podminka, ze X X’ L ¢ je tvaru
r,—x; =ka;, (3.3.5)

t.j.
Ni(arxy + -+ apxy +a) = ka;, (3.3.6)

Dosazenim (3.3.6) do (3.3.4) dostaneme

kY af+2(amar + o+ ana, +a) =0, (3.3.7)
i=1
t.j.
2
k= *m(alxl S +an$n+a). (338)
Z (3.3.8) a (3.3.5) potom plyne (3.3.2). O

Soumérnost podle nadroviny je dana nadrovinou soumérnosti. Pro jeji
urceni jiz nepotfebujeme obraz zadného bodu (koeficienty A; jsou dény
jen koeficienty z rovnice nadroviny symetrie). Naopak, zaddme-1i dva rtzné
body B a B’, potom existuje jedind soumérnost podle nadroviny (t.j. jedina
nadrovina), kterd zobrazi B na B’. Opravdu, nadrovina soumérnosti bodu

—
B a B’ je jedina nadrovina, kterd je kolma na vektor BB’ a prochézi stfedem
usecky BB'.

Véta 3.3.2. Ke kaZdé shodnosti f na euklidovském prostoru &, existuje
nejuyse (n+1) soumérnosti podle nadrovin takovych, Ze f je jejich sloZenim.

Dikaz. Necht f: &, — &, jeshodnost. Zvolme v (n+1) bodu Py, Py, ..., P,
v obecné poloze, potom i body P! = f(P;) jsou v obecné poloze.

Pokud Py # P, uréime nadrovinu symetrie p; bodt Py a Pj. Ozna¢me
jako fi symetrii podle nadroviny p; a fi1(P;) = P13, =1,2,...,n. Pokud
Py = PJ tento krok vynechdme (jako fi; bereme identitu).

Pokud P; ; # Pj, uréime nadrovinu symetrie g2 bodi Py a P|. Uka-
ieme, ze bod Pé € 02, tJ ze plati ‘Péle‘ = ‘PéP{’ Ale |P6P1’1’ = |POP1‘
protoze jsou to obrazy v symetrii f;. Podobné |PjP]| = |PyP1| protoze jsou
to obrazy ve shodnosti f. V symetrii fo podle g2 je tedy P samodruzny,
P, 1 se zobrazi na P a P ; se zobrazina P»;, 1 =2,...,n. Pokud P;; = P
tento krok vynechame (jako fo bereme identitu).

Pokud P59 # Pj, uréime nadrovinu symetrie g3 bodi Py a P;. Uka-
zeme, ze body Py, P| € ps3, t.j. Ze plati |PjPao| = |Py P3| a |P{ Py 2| = |P{ Py).
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Ale |PyPs 2| = |PyP:1| protoze jsou to obrazy ve slozeni symetrii fs o fi. Po-
dobné |PjPj| = |PyP1| protoZe jsou to obrazy ve shodnosti f. Totéz plati i
pro bod P{. V symetrii f3 podle g3 jsou tedy body Fj, P| samodruzné, P o
se zobrazi na Py a P»; se zobrazi na Ps;, i = 3,...,n. Pokud P,y = P}
tento krok vynechdme (jako f3 bereme identitu).

Daéle pokra¢ujeme analogicky az do (n + 1)-niho kroku. Vysledek shr-
neme v tabulce

i f2 I3 In Jnt1
/ / / /.
Py — B — B — - — P — Py
P — P13 — P — - — P — Py
/ /
P,y — P11 — FPoqp — -+ — P, — 13
P, — Pn,l — Pn,2 _— . T Pn,n — Pva

Kazdé zobrazeni f; je symetrie podle nadroviny nebo identita. Slozenim
fn+10---0 f1 dostaneme ptivodni shodnost f. O

Poznamka 3.3.2. Narozdil od rozkladu afinity na zdkladni afinity neméme
pfi vybéru soumérnosti podle nadrovin volbu. Jediné volba je volba bodu
Py, P, ..., P, v obecné poloze a jejich potradi. Je vyhodné mezi body F;
zafadit maximalni pocet samodruznych bodi. &

Poznamka 3.3.3. Soumérnost podle nadroviny je nepfimé shodnost. Slo-
zeni dvou soumérnosti podle riznych nadrovin je tak pifimé shodnost.
Méme dvé moznosti.

Jsou-li obé nadroviny symetrie rovnobézné, dostaneme shodnost, ktera
nemd zadny samodruzny bod. Je to posunuti ve sméru kolmém na obé
nadroviny o vektor velikosti dvojnasobku vzdélenosti nadrovin. Jeho ori-
entace zavisi na poradi, v jakém soumeérnosti skldddme. Tato situace se
snadno konstrukéné vidi v roviné. V prostoru obecné dimenze odvodime
toto tvrzeni alalyticky. Opravdu, jsou-li p a o dvé riizné rovnobézné roviny,
mame p : a1x1 + -+ apxp, +a =0ao0 a4+ -+ apxny, + b = 0,
kde Z?Zl a? # 0, a # b. Potom rovnice soumérnosti podle p a o, v tomto
poradi, jsou

2a;
/ 12(a1$1+...+anxn+a)’

E?:l aj

2a;
§ g—ﬁ(a1$ﬁ+"'+anl‘%+b)-
j=1"j
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Dosazenim dostaneme rovnice slozeného zobrazeni

" 2a;
T, =X — E akxk—i-a
Z] 1 J k=1

_Zg%az(zak(xk_ Z“Lk@ > a + a) +)

J=1"7 k=1 J=1"7 =1

2a; ( 23 1ak,
=T — =352 ) arpta— S5 @z + a) +b)
' 2?1% Z EJ 1“1 ; )

2
i (Zaka:k+a—22alxl—2a+b)
Z] 1 J

—a:i—zzal(b—a)

j=1%;

které je posunutim o vektor u = —2%((11; ... ;ay), ktery je nasob-
a2

kem spole¢ného normélového vektoru obou rovin. Navic jeho velikost je

b b— - ) .
|lul| = 2 Lb=dl “' = 2—1=9_ Uréeme vzdalenost rovin pao.
1325 =1 /S0 a2
)= J

Uvazujme B € o, t.j. Z = —b. Potom vydalenost rovin je dana
|ZJ 1ajb +‘1| |—b+al

n 2’
VEad  /ELa
vektoru u.

Jsou-li obé nadroviny symetrie riznobézné, dostaneme shodnost, ktera
ma jako podprostor samodruznych bodi prinik nadrovin symetrie, t.j. pod-
prostor dimenze (n — 2). Toto zobrazeni je otocent prostoru kolem praniku
nadrovin symetrie o thel, jehoz velikost je dvojnasobna nez je odchylka pod-
prostoril. Specidlné sloZzenim dvou symetrii podle kolmych nadrovin dosta-
vame symetrii podle jejich pruniku. Tato situace je mozna v prostoru mini-
malni dimenze 2. V roviné tak dostavame, Ze slozenim dvou osovych syme-
trii s riznobéznymi osami je znamé otoceni roviny kolem stfedu. Podobné
v prostoru dimenze 3 je slozenim symetrii podle rovin s riiznobéznymi rovi-
nami symetrie otoc¢eni prostoru kolem piimky. Jak si ale predstavit otoceni
prostoru dimenze n o thel a kolem podprostoru dimenze (n — 2)? Méjme
pevné zadany podprostor p dimenze (n — 2). Potom kazdym bodem pro-
storu, prochézi pravé jeden podprostor dimenze 2 (rovina) totalné kolmy
k p, ktery ma s danym podprostorem p spolecny pravé jeden bod. Oto-
¢eni prostoru kolem p o thel a je potom zobrazeni, které je v kazdé totalné
kolmé roviné otoc¢enim kolem spolec¢ného bodu o thel a. Ukazme si situaci v
soufadnicich. Predpokladejme, Ze je zadan kartézsky repér tak, ze p je pod-

vzdalenosti v(B, p) = coz je polovina velikosti
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prostor urceny pocatkem a prvnimi (n — 2) smérovymi vektory. Uvazujme

libovolné dvé ruzné nadroviny, které obsahuji p, t.j. ¢ : ax,—1 + bx, = 0,

a?+b® #£0,0:crp1+dr, =0, c®+d? # 0. Jejich odchylka je dana
lac+bd| |ad—bc|

COSQ = s oy & te/d)'f sina = o550 Potom soumeérnosti
podle ¢ a o, v tomto poradi, jsou

/ /

331:.751, 7.’1:”72:.%”_2,
2a
Tp_1=Tn-1— m(axn_l + b.’Bn) 5
2b
r_
Ty = Tp — m(axnfl + bl’n) 5
a
.’L'/]_/:J:'i, .. ,"I:'Z_Z—IL'/_Q,
2c
x',r;—l - ',n 1 2 n d2 (Cx',rz—l + dxfn)a
2d
‘TIT/L = :I:;l 02 d2 (C‘T;’L—l + dl‘ln)
Slozenim dostaneme
l'lllz.%'l, ,I';;_szn_Q,
" (a? — b%)(c® — d?) + dabed 2ab(c? — d?) — 2cd(a® — b?)

T = Ty x
n-l @+ ) (2 +a) (a® + b2)(2 + d?) "
" 2ab(c? — d?) — 2cd(a® — b?) N (a® — b2)(c® — d?) + dabed

x =— Ty T -
-1 (a2 + b2)(® + d?) el (a2 + b2)( + d?) "

Pokud mé byt toto zobrazeni otocenim kolem o N o u thel 2a, musi byt
2_p2)(c2—d?)+4abed _ . 2ab(c?—d?)—2cd(a®—b?

cos(2a) = 8 (az_)s_(zfz)(czldzgl = asin(20) = = (Ea2+bg)(c§+(c(l12) ). To ale oprav-

2

du dostaneme ze vztahti cos(2a) = cos? a — sin? a a sin(2a) = 2 cos a sin av.

o e vyv

viibec nezalezi na konkrétni volbé nadrovin symetrie. Podstatna je jen jejich
vzdalenost, v pripadé rovnobéznych nadrovin, nebo odchylka, v ptripadé
riznobéznych nadrovin. O

Uloha 3.3.1. Ovéite konstrukéné, Ze slozenim dvou osovych symetrii v
roviné je bud posunuti (v pfipadé rovnobéznych os symetrie), nebo otoceni
kolem bodu o tihel, ktery ma dvojnasobnou velikost nez je odchylka os.
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3.4 Kilasifikace shodnosti v roviné a prostoru

Podobné, jako jsme klasifikovali v afinni roviné afinity podle poctu samod-
ruznych bodu a vlastnich smért, budeme nyni klasifikovat i shodnosti v
euklidovské roviné a trirozmérném euklidovském prostoru. Uvédomme si
pri tom, Ze vlastni hodnoty shodnosti mohou byt pouze 1 a —1, Ze rliznym
vlastnim hodnotdm odpovidaji na sebe kolmé vlastni sméry a vicenasob-
nému koteni charakteristické rovnice odpovida podprostor vlastnich smér,
jehoZ dimenze je rovna nasobnosti kofene.

V rovin€ potom dostavame tabulku, kde v fadcich jsou shodnosti, které
nemaji zadny samodruzny bod, pravé jeden samodruzny bod, pfimku sa-
modruznych bodt a koneéné mohou byt vSechny body samodruzné.

Charatteristickd rovnice je polynomidlni stupné dva. Ta nemusi mit
zadna redlny koten, t.j. zobrazeni neméa zadny vlastni smér, nebo ma dva
realné rizné kofeny (1 a —1), t.j. zobrazeni ma dva na sebe kolmé vlastni
smeéry, nebo kone¢né ma charakteristicka rovnice dvojnasobny kotfen 1 nebo
—1, t.j. kazdy smér je vlastni.

Dostavame tak nasledujici tabulku shodnosti v euklidovské roviné, kde
pocatek kartézského repéru volime jako samodruzny bod, pokud existuje,
a sméry soufadnych os jsou vlastni sméry, pokud existuji.

Zadny vlastni Dva kolmé Kazdy smér
smeér vlastni sméry vlastni
Zadny =z +b =z +b
samod- | — y= -y v = y+b
ruzny b#0 (b1;b2) # (0;0)
bod Posunuta o. s. | Posunuti
Jeden x' =z cosa+y sina = —x
samod- |y = —zsina+ycosa | — y = -y
ruzny sina # 0
bod Otoceni o thel o Stredova symetrie
Piimka =z
samod- | — Yy = -y —
ruznych
bodt Osova symetrie
Vsechny ¥ =ux
body — — Y= y
samod- Identita
ruzné
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Dusledek 3.4.1. Protoze je kazda shodnost v roviné slozenim nejvyse tii
osovych symetrii, je kazdé zobrazeni ve vysSe uvedené tabulce sloZena s
nejvyse t¥l osovych symetrii. Ukdzeme si to u vSech zobrazeni. Samotné
osova symetrie je dana jedinou osovou symetrii.

Primé shodnosti jsou posunuti a otoceni kolem bodu, pfitom stiedo-
vou symetrii a identitu bereme jako zvlastni pripad otoceni o tthel ™ nebo
0. Tyto shodnosti musi byt sloZzeny ze dvou osovych symetrii a podle Po-
znamky 3.3.3 je posunuti sloZzenim dvou osovych symetriii s rovnobéznymi
osami a otoceni je sloZzenim dvou osovych symetrii s riznobéznymi osami.

Posledni zobrazeni v tabulce je posunuta osova symetrie. Ta je sloZzenim
0sové symetrie a posunuti ve sméru osy o nenulovy vektor. Je tedy posunuta
osova symetrie slozenim tii osovych symetrii, pfitom jsou dvé osy symetrie
rovnobézné, kolmé na tieti osu. o

Dusledek 3.4.2. ProtozZe je sloZzenim dvou pfimych shodnosti opét primé
shodnost, dostavame tak, ze skladani posunuti a otoceni je opét posunuti
nebo otoceni. To, ze slozenim dvou posunuti je opét posunuti je zfejmé.
Podobné se snadno nahlédne, Ze sloZzenim posunuti a otoceni je opét otoceni
o stejny thel kolem jiného stfedu. Novy stied otoceni je ovSsem zavisly na
tom, v jakém poradi tato dvé zobrazeni sloZime.

Hife se se vidi, Ze slozenim dvou otoceni (obecné podle riznych st¥edi i
uhld) je budto posunuti, nebo otoc¢eni. Snadno se to vidi analyticky. Méjme
dvé otoceni 01 (S, a) a 02(R, 3) o rovnicich

(2)=( oty snley () ()
(2)=( o oy (2 (o)

Pozor, soutfadnice stiedd otoceni dostaneme z vyse uvedenych rovnic jako
soufadnice samodruznych bodu. Potom z

cos(aw) sin(a) cos(f3) sin(f)
( —sin(a) cos(«) > < —sin(3) cos(f) >
B ( cos(a) cos(f) — sin(«) sin(3) cos(a) sin(B) + sin(«) cos(f) )
(a ) — sin(a) cos(B) cos(a) cos(F) — sin(a) sin(/3)

—~~

— cos(a) sin(8
_ ( cos(a + ) sin(a + 3) >
—sin(a+ ) cos(a+ )

dostameme, Ze 01009 i 09007 jsou budto otoceni o tthel a+ 3 pro a+ 3 # 27
kolem bodi, které dostaneme jako samodruzny bod sloZeného zobrazeni a



3.4. Klasifikace shodnosti v roviné a prostoru 97

pro ruzné poradi skladani jsou to ruzné body pro S # R. Specielné, pro
a + [ = 7 jde o stfedovou symetrii.

Pro (a + ) = 27 dostaneme jednotkovou matici a zobrazeni je budto
identita (pro stejné stiedy otac¢eni) nebo posunuti (pro rtzné stiedy ota-
¢eni), pro rizné poradi skladani jsou to riznéd posunuti. o

Uloha 3.4.1. Ovéite, Ze sloZzenim otoceni a osové symetrie je budto osova
symetrie nebo posunuta osova symetrie. o

Uloha 3.4.2. Jaké zobrazeni vznikne slozenim t#i osovych symetrii podle
t¥1 os, které tvori strany trojuhelnika? o

Uloha 3.4.3. V roviné popiste grupu shodnosti rovnostranného trojihel-
nika a ¢tverce. o

Podobné jako v roviné, mizeme klasifikovat shodnosti i v prostoru. Cha-
rakteristicka rovnice shodnosti v prostoru je polynomialni stupné 3. Mame
nasledujici t¥i moznosti:

1. Jeden kofen charakteristické rovnice je realny (1 nebo —1) a zbyva-
jici dva koreny jsou komplexné sdruzené. V tomto piipadé ma shodnost
pravé jeden vlastni smér. Je-li redlnym kofenem —1, mé podle Véty 2.4.4
shodnost pravé jeden samodruzny bod a dostavame tak zobrazeni, které
vzniké slozenim otoceni kolem osy a rovinné symetrie podle roviny kolmé
na osu otaceni. V tabulce jde o otoceni kolem osy z a rovinné symetrie
podle roviny yz. Je-li redlnym kofenem 1, md shodnost budto pfimku sa-
modruznych bodii (otoceni kolem osy) nebo nemd zadny samodruzny bod
(otoceni kolem osy slozené s posunutim ve sméru osy).

2. Pokud mé charakteristickd rovnice dva realné rtizné kofeny 1 a —1,
musi byt jeden z nich dvojnésobny. V tomto pripadé dostaneme jeden
vlastni smér odpovidajici jednonasobnému koteni a dvojdimenzionélni pro-
stor vlastnich smért, které odpovidaji dvojndsobnému kofeni. Pfitom jsou
tyto prostory na sebe kolmé. Takové zobrazeni nemutize mit pravé jeden sa-
modruzny bod. M4 tedy budto pfimku samodruznych bodt (symetrie podle
pfimky, v tabulce osy x), nebo rovinu samodruznych bodu (symetrie podle
roviny, v tabulce osy zy), nebo nema zadny samodruzny bod. Tato situace
muze nastat dvojim zptisobem, budto posunutim osové symetrie ve sméru
osy nebo posunutim rovinné symetrie ve sméru roviny symetrie.

3. Konecné pro trojnasobny realny kofen charakteristické rovnice je
kazdy smér vlastnim smérem. Je-li trojnasobnym kofenem —1, méa shod-
nost pravé jeden samodruzny bod a dostédvame stfedovou symetrii. Je-li
trojndsobnym korenem 1, dostdvame budto posunuti nebo identitu.
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Jeden vlastni Prostor v.s. dim. | Kazdy smér
smeér 2 a kolmy v.s. vlastni
=z +b 2=z +b |2 == + b

Zadny Y = wycosa+zsina |y = -y Y= y +b
samod- | 2/ = —ysina+zcosa | 2/ = -z 7= z + b
ruin}'f sin o 75 0, b1 7'5 0 b1 75 0 (bl; bg; bg) 7& o
bod Otoceni kolem pf. x Sym. podle pf. x | Posunuti
o uhel a plus posunuti | plus posunuti
ve smeéru pr. x ve smeéru pr. x
=z + by
y= vy +b
Z = -z
(b1;b2) # (0;0)
Sym. podle rov.
zy plus posunuti
ve smeru rov. Ty
¥ =—x ¥ =—x
Jeden Y= ycosa+zsina Yy = -y
samod- | 2/ = —ysina+zcosa | — k4 -2z
ruzny sina # 0
bod Otoceni kolem pf. x Stredova sym.
o uhel a plus
sym. podle roviny yz
¥ =x ¥ =x
Piimka |4y = wycosa+zsina |y = —y
samod- | 2/ = —ysina+zcosa | 2/ = -z —
ruznych | sina #0
bodii Otoceni kolem pf. x Sym. podle pf. x
o thel a
Rovina ¥ =ux
samod- | — Y=y —
ruznych 2= —z
bodt Sym. podle
bodt rov. xy
Vsechny ¥ =ux
body — — Y=y
samod- 2 = z
ruzné Identita
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Uloha 3.4.4. Jaké zobrazeni vznikne sloZenim dvou otoceni kolem os, které
jsou

a) rovnobézné,

b) rtznobézné,

¢) mimobézné? o

Uloha 3.4.5. Jaké zobrazeni vznikne slozenim dvou osovych symetrii ko-
lem os, které jsou

a) rovnobézné,

b) rtiznobézné,

¢) mimobé&zné? o

Uloha 3.4.6. Jaké zobrazeni vznikne sloZenim ¢&tyf rovinngch symetrii
podle ¢tyt rovin, které tvori stény 4-sténu? o

Uloha 3.4.7. Popiste grupy symetrii pravidelnych téles. Jaké jsou jejich
netrividlni podgrupy? o

3.5 Podobna zobrazeni, grupa podobnosti

Definice 3.5.1. Zobrazeni f euklidovského prostoru &, do euklidovského
prostoru £/, se nazyva podobné zobrazeni, jestlize existuje k € R takové,
ze pro kazdé dva body body X,Y € &, plati

F(X)FYV)] = k[XY].

Cislo k se nazyva koeficient podobného zobrazent.

Poznamka 3.5.1. Pro k£ = 1 v Definici 3.5.1 podobného zobrazeni dosta-
vame shodné zobrazeni. Jsou tedy shodné zobrazeni specidlnim piipadem
podobnych zobrazeni a podobné zobrazeni maji celou fadu stejnych vlast-
nosti, jako shodna zobrazeni. &

Priklad 3.5.1. Prikladem podobného zobrazeni na euklidovském prostoru
je stejnolehlost, kterou jsme probirali v Casti 2.5. Opravdu, je-li f stejno-
lehlost s koeficientem k € R, k # 0, a sttedem S, t.j. f(X) = kX +(1—k)S,
potom |f(X)f(Y)| = [|k(Y — X)|| = |&||XY], a tedy stejnolehlost s koefi-
cientem x je podobné zobrazeni s koeficientem |x|. Q

Véta 3.5.1. Necht [ : &, — &, je podobné zobrazeni s koeficientem kq
ag: &, — & je podobné zobrazeni s koeficientem ky. Potom sloZené
zobrazeni go f : €, — & je podobné zobrazeni s koeficientem ky.ks.
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Dikaz. Dikaz plyne pfimo z Definice 3.5.1 podobného zobrazeni. Opravdu
pro libovolné dva body X,Y € &, mame

(g0 FIX)(go YY) = ke [f(X)f(Y)] = ko.kr | XYT. O

Véta 3.5.2. Necht f : &, — &), je podobné zobrazeni s koeficientem k.
Pak

1) Ezistuje stejnolehlost hy : €, — &, s koeficientem k a shodné zobra-
zent g1 : E, — &), takové, Ze f = g1 o hy.

2) Ezistuje shodné zobrazeni ga : €, — &, a stejnolehlost hy : E], — &/,
s koeficientem k takové, Ze f = ho o go.

Dikaz. 1) Na &, uvazujme stejnolehlost hy' s koeficientem 1/k a libo-
volnym stfedem. Protoze stejnolehlost je podobné zobrazeni a podle Véty
3.5.1 je sloZeni dvou podobnych zobrazeni opét podobné zobrazeni, je slo-
zené zobrazeni g1 = f o hl_l : En — &), podobné zobrazeni s koeficientem
k.1/k =1, t.j. je to shodné zobrazeni. Protoze je hfl bijekce, je k ni inverzni
zobrazeni stejnolehlost s koeficientem k a f = g1 o hy.

1) Na &, uvazujme stejnolehlost h, ' s koeficientem 1/k a libovolnym
sttedem. ProtoZe stejnolehlost je podobné zobrazeni a podle Véty 3.5.1 je
sloZzeni dvou podobnych zobrazeni opét podobné zobrazeni, je slozené zob-
razeni go = hy Lofi&, — &) podobné zobrazeni s koeficientem k.1/k = 1,
t.j. je to shodné zobrazeni. Protoze je hy ! bijekee, je k ni inverzni zobrazeni
stejnolehlost s koeficientem &k a f = ho o go. O

Véta 3.5.3. 1) Podobné zobrazeni je afinni zobrazeni.

2) Podobné zobrazeni je prosté, t.j. n < m.

3) Podobné zobrazeni zobrazuje libovolné tFi kolinedrni body opét na tri
kolinedrni body a zachovdvd délici poméer.

Diikaz. 1. Shodné zobrazeni a stejnolehlosti jsou afinni zobrazeni. Protoze
je podle Véty 3.5.2 podobné zobrazeni slozenim shodného zobrazeni a stej-
nolehlosti, je podle Véty 1.1.8 podobné zobrazeni afinni.

2. Protoze je stejnolehlost bijekce a shodné zobrazeni je prosté, je jejich
sloZeni prosté zobrazeni.

3. Plyne prim z ptfedchozich dvou vlastnosti. O

Véta 3.5.4. Necht f : &, — &, je podobné zobrazeni s koeficientem k.
Pak pro asociované linedrni zobrazent vy : Z(&,) — Z(E,,) plati:

1) lef(a)|| = kljul|| pro kazdy vektor u € Z(&,).

2) (pr(u), pp(v)) = k2(u,v) pro kaZdé dva vektory u,v € Z(&,).
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Diikaz. 1. Nech u = AB, potom [lp;(w)]| = IF(A)f(B)]| = |/(A)f(B)] =
k|AB| = k|lull.

2. Mame
2 (pp(u),0r(v)) = llog(@) +orWIF = llor@)I? = llor(v)I?
= los(a+v)I> = ller @] = s ()
=k (Jlu+v]® = ul? = [Iv]?)
=2k (u,v). O

Dusledek 3.5.1. Podobné zobrazeni zachovava odchylky vektort.
Diikaz. Mame

Weerv) k2 (wy
c0s 9 (ips(u), s (v) = ||s(oi€u>|| féf(vgu - knu(uknv)u =cos J(w,v). O

Pomocna véta 3.5.5. Necht ¢ : Z(E,) — Z(&])) je linedrni zobrazeni
takové, Ze pro néjakou bdzi (uy,...,u,) prostoru Z(&,) plati ||p(u)| =
k|lul| pro vsechny u € Z(E,). Pak (¢(u),¢(v)) = k? (u,v) pro viechny
u,veZ(&,).

Diikaz. Mame
(u—v,u—v)=(u,u)+ (v,v) —2(u,v),
t.3.
2(u,v) = —[lu—v|*+[[ul” +[]v|?.
Potom
2 (p(u),0(v)) = ~ll(w) = oW)|* + lle(@)* + lo(v)]?
= —llo(a = v)II* + o()]* + [le(v)]*
=k (= [lu =[P + [[u]* + [Iv]*)
=2k (u,v). -

Véta 3.5.6. Necht je dano (n+1) bodi v obecné poloze Py, Py, ..., P, € &,
a body P}, P|,..., P, €&, takové, Ze

|P,Pj| = k| P/ Pj|, i,j=0,...,n,k € R". (3.5.1)

Pak existuje jedin€ podobné zobrazeni f : €, — &, takové, Ze f(P;) = P}
pro vsechna i =0,...,n.
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Dikaz. Protoze jsou body Py, Py, ..., P, € &, v obecné poloze, jsou vektory
— —
w = BP,...,u, = PP, € Z(&,) linedrné nezavislé. Podminka (3.5.1)
znamend, ze i body Pj, Pj,..., P, € &, jsou v obecné poloze, a tedy i
—_ —
vektory u) = PyP},...,u;, = PP} € Z(&,,) jsou linedrné nezavislé. Podle
Véty 1.1.2 existuje jediné linedrni zobrazeni ¢ : Z(&,) — Z(E],) takové, ze
—_—
p(u;) = u;. Navic plati [[o(w)] = k|l a o(ui —w)|| = lo(BF)| =
|PP]| =k |P;P;| = k||(n; — u;||. Potom ale
2 (p(w;), p(ug)) = —[lp(w) = o(uy)l* + lp(w)[* + [[o(uy)|®
=~ —u))* + llp(u) | + [[o(u))]?
=K (=l = wyl® + flua + [l %)
= 2k2 (ui, uj) .

(p(u), o(v)) = k? (0, v) a |[p(u)]| = k|Jul| pro kazdy vektor u,v € Z(&,).
Opravdu jsou-li u= 37", z;u; a v =737, y;u;. Potom

(p(u), p(v)) = (Zw p(u;), Zyj (uy))

= > @iy (p(u), o(w))) = K D iy (wi,uy)

i,j=1 i,j=1

n n
= K’ (Zﬂfi ui,zyj u;) = k? (u,v).
i=1 j=1
Odtud okamzité vyplyva ||¢(u)|| = & ||ul|.
Podle Véty 3.1.5 je zobrazeni
/ —_—
f(X) = By + o(PoX)
afinni zobrazeni a snadno se vidi, ze f(P;) = P/. Potom
— P e —
F(X) V)] = lle(PoY) — (P X)| = [p(XY)[| = k| XY | = k| XY,
a tedy je to podobné zobrazeni. O

Dusledek 3.5.2. Podobné zobrazeni v roviné je urceno vrcholy podobnych
trojuhelnik. o
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Uvazujme kartézské repéry R = (P;eq,...,e,) v prostoru &, a R’ =
(@Q;dy,...,dy) v prostoru &,. Potom dostaneme vyjadfeni f ve tvaru
n
x;:Zajixi—f—bj,j:l,...,m, (352)
i=1

a z podminky, ze f je podobné zobrazeni tvaru (¢f(u),of(v)) = k*(u,v)
dostaneme

(pr(w), (V) = (A) " (A(V)) = (w)" ATA(v) = k*(w)" By (v),

t.j. ATA = k?E,,. Dostavame tedy, ze matice A je matici podobného zob-
razeni pravé tehdy, splinuje-li podminku

ATA=K’E,. (3.5.3)

Dale uvazujme podobné zobrazeni na euklidovském prostoru.

Definice 3.5.2. Podobné zobrazeni f s koeficientem k euklidovského
prostoru &, na sebe se nazyva podobnost &,.
Je-li k #£ 1, nazyva se f vlastni podobnost.

Véta 3.5.7. Podobnosti na euklidovského prostoru &, tvori grupu, tzv.
grupu podobnosti Po,,.

Diikaz. Dikaz je ziejmy. SloZenim dvou podobnosti je podobnost. Z definice
podobného zobrazeni se snadno vidi, Ze inverzni zobrazeni k podobnosti s
koeficientem k je opét podobnost s koeficientem 1/k. O

Véta 3.5.8. Viastni hodnoty prislusné podobnosti s koeficientem k mohou
byt pouze k.

Diikaz. Je-li u vlastni vektor pfislusny vlastni hodnoté A, je z podminky
llof(u)|| = k|lul| pro asociované linearni zobrazeni podobnosti || = k, a
tedy A = £k. O

Véta 3.5.9. Modul podobnosti s koeficientem k je £k™.

Diikaz. Podobnost mé jako svou matici étvercovou matici takovou, ze AT A =
k% E,. Potom |[ATA| = k", a tedy |A|> = £k a po odmocnéni |A| =
+E™.

O

Véta 3.5.10. Kazda vilastni podobnost euklidovského prostoru £, md prdvé
jeden samodruzny bod.



104 3. SHODNA A PODOBNA ZOBRAZENI

Dukaz. Koreny charakteristické rovnice pro podobnost mohou byt pouze
hodnoty +k. Pro vlastni podobnost jedni¢ka neni korenem charakteristické
rovnice a podle Véty 2.4.4 ma podobnost pravé jeden samodruzny bod. [

Véta 3.5.11. KazZdd vlastni podobnost na &, s koeficientem k je sloZe-
nim shodnosti na &, a stejnolehlosti s koeficientem k a stredem, ktery je
samodruznym bodem dané podobnosti.

Dikaz. Je-li S samodruzny bod vlastni podobnosti f, existuje jedina stejno-
lehlost h~! s koeficientem 1/k a stfedem S. Potom g; = foh ta gy = h=tof
jsou shodnostina &, a f =gy oh = ho gs. O

Poznamka 3.5.2. Grupa podobnosti na &, je podgrupou grupy afinit na
En, t.j. Po,, C A,. &

Nasledujici graf ndm ukazuje hlavni podgrupy v grupé afinit na &,.

(RAf,,,0)
i
(Af, *,0) (Bo,,,0) (€, 0)
(Po, ", 0) (&hy,,0) ($0p,0)
L T~
(&ht,0) (Tp + S.s5.,0)
\ . )/

|

(Id, o)



