Kapitola 1

LINEARNI ZOBRAZENI
NA VEKTOROVYCH
PROSTORECH

V této kapitole si pfipomeneme pojem linedrniho zobrazeni mezi vektoro-
vymi prostory v rozsahu skript [Ho07]. Zvlastni pozornost budeme vénovat
invariantnim podprostortim a tém pojmtm, které budeme pozdéji potiebo-
vat pri zobrazeni bodovych prostora.

1.1 Linearni zobrazeni vektorovych prostori
V této casti pfedpokladame vSechny vektorové prostory nad télesem T. Po-

kud budeme potiebovat zdliraznit dimenzi vektorového prostoru, oznacime
ji jako jeho index, t.j. V,, oznacuje n-rozmérny vektorovy prostor.

Definice 1.1.1. Budte V a W vektorové prostory nad T. Zobrazeni
@ V. — W nazveme linearnim zobrazenim vektorového prostoru V
do vektorového prostoru W (nebo homomorfismem vektorovijch prostori)
pravé tehdy, kdyz pro libovolné u,v € V' a libovolné A € T plati

1) p(u ¥ v) = ¢(u) + o(v),
2) SO(A"/U) = )\WsD(u)-

Je-li ¢ bijekce, nazyva se izomorfismus vektorovych prostori V a W.
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Poznamka 1.1.1. 1. Uvédomme si, Ze operace + a - na levé strané rovnosti
1) a 2) jsou na prostoru V a stejné operace na pravych strandch patii
k prostoru W. Pokud nemtze dojit k zdméné, nebudeme vyznacovat, ke
kterému prostoru operace patii a operaci nasobeni - nebudeme znacit viibec.

2. ¢ zachovava obé operace + a -. Proto se se nékdy nazyva homomor-
fismem vektorovych prostort.

3. Plati p(oy) = oy . Opravdu, z p(—u) = —p(u), dostaneme p(oy ) =
p(u—u) = o) +¢(-u) = p(u) - ¢(u) = ow.

4. Podminky 1) a 2) v Definici 1.1.1 jsou ekvivalentni s rovnosti

k k

e (ivi) = Nie(vi), k=2, (1.1.1)

=1 =1

kde v; € V a \; € T. Muzeme tedy v Definici 1.1.1 nahradit podminky 1)
a 2) jedinou podminkou (1.1.1).

5. Je-li ¢ : V — W linearni zobrazeni a U C V vektorovy podprostor,
potom zuzeni p|U : U — W je linedrni zobrazeni. &

Poznamka 1.1.2. Uvédomme si, ze téleso T je samo vektorovym prosto-
rem nad T. Potom linearni zobrazeni ¢ : V' — T se nazyva linedrni forma

na V. &

Véta 1.1.1. Budte V, W a U i vektorové prostory a ¢ : V. — W a
Y W — U linedrni zobrazeni. Potom o :V — U je linedrni zobrazend.

Drikaz. Dikaz je zfejmy. O

Pfipomenme, [Ho07], Ze Gplny obraz ¢(V) = Im(yp) = {w € W|3Iv €
V i ¢o(v) = w} je vektorovy podprostor v W a podobné jadro Ker(yp) =
{v e V]p(v) = ow} je vektorovy podprostor ve V. Pfitom

dim(Im(yp)) 4+ dim(Ker(p)) = dim(V) .

Definice 1.1.2. Hodnosti linedrniho zobrazent rozumime dimenzi vekto-
rového podprostoru Im(y). Znacime ji h(p).

Poznamka 1.1.3. Je-li linedrni zobrazeni ¢ injektivni, je h(¢) = dim(V') =
dim(Im(¢)) a je-li surjektivni je h(p) = dim(W) = dim(Im(y)). Je-li ¢
izomorfismus je dim(V') = h(p) = dim(W). &

Jsou-li ¢, : V — W dvé linearni zobrazeni a A € T, mizeme definovat
soucet ¢ 4 1 a nasobek A ¢ predpisem

(+P)v) =e(v)+4(v),  Ap)(v)=Are(v). (1.1.2)
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Mnozinu vSech linearnich zobrazeni z V' do W oznacujeme Hom(V, W) a
vzhledem k operacim séitani a nasobeni prvky z T, definované v (1.1.2),
jde o vektorovy prostor nad T dimenze dim(V') - dim (7). Nulovym prvkem
v tomto prostoru je nulové zobrazeni, o(v) = ow, Vv € V, a opacnym
prvkem k prvku ¢ je (—1) ¢.

Véta 1.1.2. Linedarnt zobrazeni ¢ : V,, — W je uréeno, zndme-li obrazy
o(v;) vektori V = (vi1,...,vp), které tvori bdzi V.

Dikaz. Necht V = (vi,...,vy,) je libovolna béaze V,,. Potom kazdy vektor
x € V mlZeme psit jako x = > ' | x; v;. Potom z Poznamky 1.1.1 4)
dostaneme

n
p(x) = > zip(vi)
i=1
a tento vektor je jednozna¢né urcen, zndme-li obrazy ¢(v;). O

Véta 1.1.3. Necht V = (vi,...,vy) je baze vektorového prostoru V, a
W = (W1,...,Wy,) je baze vektorového prostoru Wy, .

1) Necht ¢ : V,, — W, je linedrni zobrazeni. Potom existuje jed-
noznacné urcend matice A, = (aj;) typu m/n nad T takovd, Ze vektor
x = (x1;...;2p) € V,, se zobrazi na vektor

n n
Yy =p(x)= (Zauxi;...;Zaﬁxi) e W, .
i=1 i=1

2) Necht A = (aj;) je matice typu m/n nad T. Potom zobrazeni pa,
které vektor x = (x1;...;xy,) € V,, zobrazi na vektor

n n
y =¢a(x) = (Za1i$i;---;zajia:i) € W,
i=1 j=1

je linedrni.

Dikaz. 1) Vyjadfeme nejdiive vektor y = ¢(x) € W, jako linedrni kombi-
naci vektorti baze W = (wi,..., W), t.j.

m
y:Zyj W, (1.1.3)
j=1

Na druhou stranu je, podle Véty 1.1.2, vektor y = ¢(x) dan jako linear-
ni kombinace y = > z; ¢(v;). Kazdy vektor p(v;) € W, ale mizeme
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m
j=1

n m
Y=Y Ty aiw, (1.1.4)
i=1  j=1

a porovnanim (1.1.3) s (1.1.4) tak dostaneme

vyjadtit jako kombinaci ¢(v;) = > | aj; w;. Dosazenim tak dostaneme

n
yj:Zajia:i, jzl,...7m. (115)
i=1
2) Na druhou stranu pfedpokladejme, zZe je dana matice A = (aj;)

typu m/n nad T. Snadno se vidi, Ze zobrazeni, které zobrazi vektor x =
(z1;...;2,) € V,, na vektor

n n
y=0 anzi...; Y ajiz) € Wn
i=1 i=1

je linearni zobrazeni w4 : V,, — Wp,. ]

Rovnici (1.1.5) budeme ¢astéji psat maticové

Y1 air -0 Qin 21
= : : | (1.1.6)
Ym aml " Qmn Tn
nebo symbolicky
(y) = Ay (%), (1.1.7)
x1
kde (x) = | : | oznacuje sloupcovou matici souradnic vektoru x vzhledem
In
Y1
kbaziVveV,a(y)=| ! | oznacujesloupcovou matici soufadnic vektoru
Ym

y = ¢(x) vzhledem k bazi W v W,,,.

Definice 1.1.3. Rovnice (1.1.5) — (1.1.7) nazyvame souradnicovym vy-
jadrenim (rovnicemi) linedrniho zobrazeni ¢ vzhledem k bazim V ve V,
aW v W,,. Matici A, = (ai;) nazyvame matict linedrniho zobrazeni ¢
(vzhledem k bazim V ve V,, a W v Wy,).
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Poznamka 1.1.4. Pii pevné zvolenych bazich V ve V,, a W v W,,, je vztah
mezi linedrnimi zobrazenimi ¢ : V,, — Wy, a maticemi A, typu m/n nad
T vzéjemné jednoznacny.

Pritom plati

Aoy =A, pa, =9

A90+¢:A<P+A1/M Ax\gaz)‘Ago- <>

Poznamka 1.1.5. Z dukazu Véty 1.1.3 vyplyvé, jaky je geometricky vy-
znam matice linedrniho zobrazeni ¢. Ve sloupcich matice A, jsou soufad-
nice obrazi ¢(v;) vektori v; baze V, v daném poradi, vyjadiené vzhledem
k bazi W. ¢

Poznamka 1.1.6. Je-li ¢ : V — W izomorfismus, je také inverzni zob-
razeni o' : W — V izomorfismus a A, je regularni &tvercovd matice
fadu dim(V) = dim(W). Proto se nékdy 1ika, Ze linedrni izomorfismus je
reqularni zobrazeni. Navic plati A,-1 = A;l. &

Poznamka 1.1.7. Béazi V vektorového prostoru V,, mizeme chapat jako
linedrni izomorfismus V : V,, — T" (zde T" chapeme jako n-dimenzionalni
vektorovy prostor nad T), ktery je dan tak, ze obrazem vektoru v; baze V
je uspotradané n-tice (0,...,1,...0), ve které je 1 na i-tém misté. Potom
soutadnicové vyjadieni linedrniho zobrazeni ¢ je lineadrni zobrazeni T" —
T takové, ze komutuje diagram

V* 1
Va T
® %
W w N

Véta 1.1.4. Necht ¢ : V,, — W, je linedrni zobrazent, potom existuji baze
V ve V, a bdze W v W, takové, Ze o md souradnicové vyjadreni

Y; = Xy, i=1,...,h(tp),
Dikaz. Staci zvolit libovolnou bézi V = (vq,...,v,) ve V takovou, aby

Im(p) = L(¢(V1),-- -, 0(Vi(y))), @ bazi W = (w1,...,Wy) v Wy, takovou,
ze prvnich h(y) vektora w; = p(v;). O



6 1. LINEARNI ZOBRAZENI

Poznamka 1.1.8. Mé&jme linearni zobrazeni ¢ : V,, — Wy, a1 : W, — Uy
a baze V ve V,, Wv W,, ald v U;. Potom

Ayop = Ay Ay . ¢

Véta 1.1.5. Necht jsou ddny dvé bdaze V a V' ve V,, a dvé baze W a W’
v Wyn. Necht A, je matice linedrniho zobrazeni ¢ : V;, — Wy, vzhledem k
bazim V a W a B, je matice téhoZ zobrazeni vzhledem k bdzim V' a W'.
Potom

B,=K 'A,L, (1.1.8)

kde K je matice prechodu od bdze W k bdzi W' v W, a L je matice prechodu
od bdaze V k bazi V' ve V,.

Diikaz. Pro x € V,, ozna¢me (x) sloupcovou matici soufadnic vzhledem k
bézi V a (x’) sloupcovou matici soufadnic vzhledem k bézi V'. Potom pte-
chod od béaze V k bazi V' ve V,, je dan matici L, t.j. (x) = L (x"). Podobné,
necht (y) je sloupcova matice soufadnic vektoru y € W,,, vzhledem k bazi
W a (y’) sloupcova matice soufadnic vzhledem k bézi W'. Potom ptfechod
od baze W k bazi W' v W, je dan matici K, t.j. (y) = K (y').

Podle (1.1.7) je vzhledem k bazim V a W linearni zobrazeni ¢ dano
rovnici (y) = A, (x) a podobné, vzhledem k bazim V' a W', je ¢ dano
rovnici (y') = B, (x'). Dosazenim transformacnich rovnic pfechodu od bazi
V a W k bazim V' a W dostaneme

K(y')=A4,L(x),

£.j.
(y) =K 'A,L(x),

a porovnanim s rovnici ¢ v bazich V' a W' dostaneme B, = K~* A, L. [

Disledek 1.1.1. Jsou-li matice A,, respektive B, dvé matice téhoz li-
nearniho zobrazeni ¢ : V,, — W), vyjadfené v rtiznych bazich V, respektive
V', ve V,, a W, respektive W, v W,,,, potom existuje takova regularni matice
K typu m/m a regularni matice L typu n/n, ze B, = K1 A, L. Pritom
K je matice prechodu od baze W k bazi W' v W,,, a L je matice pfechodu
od baze V k bazi V' ve V,. o

Dusledek 1.1.2. Hodnost linearniho zobrazeni je rovna hodnosti jeho ma-
tice vzhledem k libovolnym bazim. Opravdu, z Poznamky 1.1.5 vyplyva, Ze
h(p) je rovna hodnosti matice A, vyjadiené v libovolnych bazich. Pfi pTe-
chodu k novym béazim se hodnost neméni, protoze matice B, = K -1 A, L
mé stejnou hodnost jako matice A,. o
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1.2 Invariantni podprostory

V této ¢asti budeme studovat linedrni zobrazeni vektorového prostoru V'
na sebe.

Definice 1.2.1. Lineérni zobrazeni ¢ : V — V nazgyvame linedrni trans-
formace (endomorfismus) vektorového prostoru V. Je-li navic ¢ izomor-
fismus, nazyva se automorfizmus vektorového prostoru V.

Poznamka 1.2.1. Automorfizmus vektorového prostoru V,, je bijekci, jeho
matice je ¢tvercovd matice fadu n, t.j. regularni matice. Rikdme nékdy
proto, ze automorfismus na V,, je requldrni zobrazeni na V. &

Poznamka 1.2.2. Podle tvah v pfedchozi ¢asti 1.1 mzeme linearni trans-
formace vektorového prostoru V secitat, ndsobit prvky z télésa T, ale také
skladat, viz Véta 1.1.1. Opravdu, slozenim dvou linearnich transformaci na
V' je opét linearni transformace na V. Navic, mnozina vSech automorfismu
vektorového prostoru V je grupou vzhledem k operaci sklddani zobrazeni.
Tuto grupu budeme nazyvat obecnd linedrni grupa vektorového prostoru

V. &

Poznamka 1.2.3. Podle Véty 1.1.4 bylo mozné zvolit baze vektorovych
prostori tak, Ze matice linearniho zobrazeni ¢ méla koeficienky a;; = 1,
i = 0,...,h(p), a zbyvajici koeficienty byly nulové. V pfipadé linearni
transformace na vektorovém prostoru V vyjadiujeme vzory i obrazy vzhle-
dem k jedné bazi V = (vi,...,vy) vektorového prostoru V,,. Matice A, je
potom C¢tvercova matice fadu n a obecné nemtzeme volit bazi V tak, aby
byla tvofena pouze jednickami (na diagonéle) a nulami. V nésledujicich
uvahéch si ukdzeme, jak zvolit bazi vektorového prostoru V' tak, aby v ni
méla dand linedrni transformace co nejjednodussi rovnice. K tomu budou
slouzit invariantni podprostory vzhledem k linearni transformaci. &

Poznamka 1.2.4. Uvazujme nyni ve V dvé baze V a V'. Je-li A, matice
linedrni transformace ¢ v bazi V a B, matice ¢ v bazi V', je podle Véty
1.1.5, B, = S—1 A, S, kde reguldrni matice S je matice pfechodu od baze
V k bézi V'. Znamend to, ze matice A, a B, jsou si podobné. &

Definice 1.2.2. Necht ¢ je linedrni transformace vektorového prostoru
V. Vektorovy podprostor U C V' se nazyva invariantni podprostor vzhle-
dem k linedrni transformaci ¢, je-li (U) C U, t.j. pro libovolny vektor
ucUijep(u) el.
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Poznamka 1.2.5. Definice invariantniho podprostoru zavisi v podstatné
mife na dané linearni transformaci. Jediné podprostory, které jsou invari-
antni vzhledem ke vSem linedrnim transformacim, jsou cely prostor V a
nulovy podprostor {o}. &

Piiklad 1.2.1. Nechtf V = T? a U = {(z1;0)|z1 € T}. Potom U je invari-
antni vzhledem k linedrni transformaci ¢((x1;x2)) = (21 + x2;0) ale neni
invariantni vzhledem k linedrni transformaci ¢ ((x1;x2)) = (x2;x1). V)

Véta 1.2.1. Necht ¢ je linedrni transformace V. Pak Im(y) a Ker(yp) jsou
tnvariantni podprostory.

Dikaz. Méame

p(Ker(p)) = {0} € Ker(y)

Im(p) CV = p(Im(p)) € (V) =Im(p). -

Véta 1.2.2. Necht ¢ je linedarni transformace V a Uy, ..., Uy jsou inva-
riantni podprostory. Pak Uy N ---NUg a Uy 4+ --- + Uy jsou invariantni
podprostory.

Dikaz. a) Necht u e Uyn---NU, t.j.ue U, i=1,..., k. Pak o(u) € U;
Vi, a tedy o(u) €e Uy N---NUy.

b) Necht u € Uy + -+ + U, t.j. u = ug + -+ + u, u; € U;. Protoze
p(w;) € Uj, Vi, mdme p(u) = p(ug + - +ug) = p(ug) + -+ p(ug) €
Up+ -+ U 0

Pfipomenime, ze ¢tvercovou matici fadu (k+m), k, k > 1, nad T tvaru

aip - Qg €11 ot Cim
_lekr -+ akk Ck1 - Ckm

e D (12.0)
0 -+ 0 b - bum
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nazyvame polorozpadlou matici nebo matict v polorozpadlém tvaru, zatimco
matici

a1 - a0 .- 0
| arm agr, 0 - 0
A= 0 oo 0 by - by, (1.2.2)
0 -+ 0 bp - bum

nazyvame rozpadlou maticti nebo matict v rozpadlém tvaru. Rikdme také,
Ze rozpadla matice je v blokové diagondlnim tvaru. Submatice

ailr - Qg bir -+ bim
At =1 I Bt = : (1.2.3)
g1 - gk b1 - bmm

nazyvame bloky matice A a fikdme, Ze matice A se rozpadé na dva (diago-
nalni) bloky AT a BT.

Véta 1.2.3. Necht ¢ je linedrni transformace vektorového prostoru V.

1) Ve V ezistuje netrividlni podprostor dimenze k invariantni vzhledem
k transformaci ¢ prdveé tehdy, kdyz existuje takovd bdze V prostoru V, Ze v
ni md ¢ matici v polorozpadlém tvaru (1.2.1).

2) Necht dim(V) = n > 2. Potom V je piimy soucet dvou netrividl-
nich podprostoru dimenzi k a m, k +m = n, invariantnich vzhledem k ¢
praveé tehdy, kdyz existuje takovd bdze V prostoru V', Ze v ni md ¢ matici v
rozpadlém tvaru s bloky rddu k a m.

Diikaz. 1) Necht Uy, je k-dimenzionalni podprostor V;,, ktery je invariantni
vzhledem k linearni transformaci ¢. Zvolme bazi V = (vy,...,Vv,) prostoru
V,, tak, aby Uy = L(v1,...,Vk). Snadno se vidi, ze v takové bazi je matice
A, v polorozpadlém tvaru (1.2.1). Naopak, necht je matice A, v néjaké
bazi V = (vi,...,vy) prostoru V,, v polorozpadlém tvaru (1.2.1). Protoze
ve sloupcich matice A, jsou soufadnice obrazt vektort ¢(v;), i =1,...,n,
jeo(vy) € L(vy,...,vE),i=1,...,k,atedy podprostor Uy = L(v1,..., V)
je invariantni vzhledem k ¢.

2) Necht V;, = Wy @ U,,, a Wy, a Uy, jsou invariantni podprostory vzhle-
dem k ¢. Potom zvolime bazi V = (vi,...,v,) tak, ze Wy = L(vi,...,vg)
a Uy = L(Viy1,...,Vn). Snadno se vidi, Ze v takové béazi je matice A,
v rozpadlém tvaru (1.2.2) s bloky f4da k£ a m. Naopak, necht je matice
A, v néjaké bazi V = (vi,...,Vvy) prostoru V;, v rozpadlém tvaru s bloky
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fadd k a m. Protoze ve sloupcich matice A, jsou souradnice obrazt vek-
tort ¢(v;), i =1,...,n, je o(v;) in L(vi,...,vg), i =1,...,k, a p(v;) in
L(Vis1,---3Vn), j =k+1,...,n, tedy podprostory Wy = L(vy,...,Vvg) a
Um = L(Viy1, ..., Vy) jsou invariantni vzhledem k ¢. O

Diusledek 1.2.1. Je-li V,, pfimy soucet n jednodimenzionalnich podpro-
stord, které jsou invariantni vzhledem k ¢, potom existuje takova baze V,,,
ze vzhledem k ni je matice A, diagondlni. o

Na zakladé Dusledku 1.2.1 hraji jednodimenzionalni vektorové podpro-
story, které jsou invariantni vzhledem k linearni transformaci ¢, vyznam-
nou roli. Budeme se tedy zabyvat takovymi podprostory L(u), u # o, Ze
¢(L(u)) C L(u), musi se tedy vektor u # o zobrazit do L(u), t.j. pro néjaké
A €T je p(u) =Au.

Definice 1.2.3. Charakteristicky (vlastni) vektor linearni transformace
o vektorového prostoru V' je takovy nenulovy vektor u, pro ktery plati

p(u) =Au, XeT. (1.2.4)

Cislo A nazyvame charakteristickym (vlastnim) ¢islem (hodnotou) linedrni
transformace ¢ prislusnym vlastnimu vektoru u.

Charakteristickym (vlastnim) vektorem a charakteristickym (vlastnim)
¢islem (hodnotou) ¢tvercové matice A fadu n rozumime charakteristicky
(vlastni) vektor a charakteristické (vlastni) ¢islo (hodnotu) linearni trans-
formace @ 4.

Poznamka 1.2.6. Necht u je vlastni vektor linedrni transformace ¢ pii-
slusny vlastnimu ¢islu A, potom jeho libovolny nenulovy nasobek je také
vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu A. Opravdu, je-li v=au, 0 # « €
T, je o(v) = p(au) = ap(u) = adu = Aau = Av. Jsou tedy vSechny
nenulové vektory jednodimenzionalniho podprostoru (sméru) L(u) vlastni
vektory linearni transformace ¢ piislusné vlastnimu ¢islu A a hovofime o
vlastnim sméru linedrni transformace ¢ ptislusném vlastnimu éislu A.

Véta 1.2.4. A € T je vlastni hodnotou linedrni transformace ¢ na V,, prdavé
tehdy, kdyz spliuje rovnici

1Ay — NE,| =0, (1.2.5)

kde A, je matice ¢ v libovolné bdzi ve V,, a Ey, je jednotkova matice rddu
n.
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Dikaz. Predpokladejme, ze A je vlastni hodnotou kterd prislusi vlastnimu
vektoru u linedrni transformace ¢. Potom ¢(u) = Au a v soufadnicich
A, (u) = A (u), coz upravime na

(A, — \E,) (u) = (o). (1.2.6)

Rovnice (1.2.6) je maticovym zadpisem soustavy homogennich linearnich
rovnic a z predpokladu, ze u je nenulovy vektor, vyplyva, Ze tato soustava
musi byt zavisla, t.j. determimant |A, — A E,,| matice této soustavy musi
byt nulovy. O

Ve Véteé 1.2.4 jsme predpokladali souradnicové vyjadreni linearni trans-
formace ¢ vzhledem k néjaké zvolené bazi. V nésledujici véteé si ukazeme,
ze rovnice |[A, — A Eyp| = 0, a tim i vlastni hodnoty linearni transformace
©, jsou na zvolené bazi nezavislé.

Véta 1.2.5. Necht A a B jsou dvé podobné étvercové matice fddu n. Pak
|A—ANE,|=|B—-\E,|. (1.2.7)

Diikaz. A a B jsou podobné matice, t.j existuje regularni matice S fadu n
takova, ze B = S~1 A S. Pak

|IB—AE,|=|S"PAS - AST'E,S|=|S"(A-\E,)S|
= |S7YH|A=NE,||S|=|A - \E,|. O

Poznamka 1.2.7. Rovnice (1.2.5) se nazyva charakteristickd rovnice li-
nedarni transformace ¢ (pfipadné matice A,). Snadno se vidi, Ze charakte-
ristickd rovnice je polynomialni, proto hovorime o charakteristickém poly-
nomu linedrni transformace ¢ (piipadné matice A,). Opravdu

Ay — AEp| = (=)™ + J1 (=N 4 Jp (—A)"2 (1.2.8)
o T (SN

kde J; jsou soucty hlavnich minort faddu 7 matice A,, specidlné tedy Ji je
soucCet prvki na diagonale matice A, takzvana stopa matice A,, a J, je
determinat matice A. O

Dusledek 1.2.2. Protoze linearni transformace na V,, ma v riiznych bazich
matice, které jsou si navzajem podobné, je charakteristicka rovnice linearni
transformace jednoznacné urcend linedrni transformaci nezévisle na jejim
soufadnicovém vyjadieni.

Podobné i kofeny charakteristické rovnice, t.j. vlastni hodnoty line4rni
transformace, jsou jednoznac¢né urceny linedrni transformaci nezavisle na
jejim sourfadnicovém vyjadieni. o
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Véta 1.2.6. Necht ¢ je linedrni transformace vektorového prostoru Vi, a
A € T je vlastni hodnota . Pak vlastni vektor u prislusny \ vyjddreny
v souradnicich vzhledem k néjaké bazi V je resenim homogenni soustavy
TOUNIC

(a11 — )\) uy + a12 ug 4+ ... + A1p Un = 0,
ao1 U1 + (ag2—ANuz + ... + a2y, Un, =
. . (1.2.9)
Gnl UL + ap2 U + ... + (agn—ANu, = 0,

kde A, = (ai;) je matice ¢ vzhledek k bazi 'V .

Drikaz. Vlastni vektor pfislusny vlastni hodnoté A musi byt feSenim rovnice
(1.2.6), coz je pravé maticovy zapis homogenni soustavy rovnic (1.2.9). [

Poznamka 1.2.8. Ve Vété 1.2.5 jsme ukazali, Ze charakteristicka rovnice,
a tim i jeji kofeny, linearni transformace ¢ jsou nezavislé na bazi, ve které
vyjadiime linedrni transformaci pomoci soufadnic. Soufadnice vlastniho
vektoru jsou ovSem na pouzitych soutradnicich zavislé. Opravdu, jsou-li ma-
tice A, a B, matice ¢ v riiznych bézich V a V' a S je matice prechodu od
prvni baze k druhé, transformuje se homogenni soustava rovnic

(B, — AE,)(u) = (o) (1.2.10)

transformuje do soustavy

t.j., po vynasobeni matici S,
(Ay, — AE,)(S(u')) = (o). (1.2.11)

Je-1i tedy vektor u’ feSenim homogenni soustavy (1.2.10) je vlastnim vek-
torem linearni transformace ¢ prislusnym vlastni hodnoté A a vyjadfenym
v soufadnicich vyhledem k bazi }’. Reseni homogenni soustavy (1.2.11)
je ale potom vektor o soufadnicich S(u’), coz je tentyz vlastni vektor jen
vyjadfeny v souradnicich vzhledem k bazi V. &

Poznamka 1.2.9. Uvédomme si, Ze jednotkovd matice F,, je matici iden-
tické linedrni transformace na V,, vyjadiené v libovolné bazi. Je tedy matice
(A, — A E),) matici linearni transformace (¢ — Aidy;,) a vlastni vektor ¢
patii do jadra Ker(¢ — Aidy;). &
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Poznamka 1.2.10. Posloupnost vlastnich hodnot linearni transformace ¢
se nazyva spektrum. O

Priklad 1.2.2. Jestlize hodnost linearni transformace ¢ na V,, je mensi nez
n, potom Ker(y) je netrividlni vektorovy podprostor (dimenze n — h(p)) a
kazdy nenulovy vektor u € Ker(p) je vlastni vektor ¢ pro vlastni hodnotu
A =0, opravdu p(u) =0-u=o. Q

Uloha 1.2.1. Linearni transformace na R? je dana matici (_81 _45>

Urcete jeji vlastni ¢isla a vlastni vektory.

Reseni: Charakteristicky polynom je A2 — 12\ + 27 = 0 a jeho kofeny
jsou Ap = 9 a Ao = 3. Potom vlastni hodnoté A\; = 9 odpovidaji vlastni
vektory, které jsou feSenim homogenni soustavy rovnic

—’LL]_—5U2 = O,
—’U,1—5UQ = 0,

a podobné vlastni hodnoté Ay = 3 odpovidaji vlastni vektory, které jsou
feSenim homogenni soustavy rovnic

5U1*5’LL2 = 0,
—ui+u = 0.

Jsou tedy pfislusné vlastni vektory uy = k(—5;1) a ug = 1(1;1), kde k,1
jsou libovolna nenulova realna cisla. A

Véta 1.2.7. Necht ¢ je linedarni transformace na V. Pak vlastni vektory ¢
prislusne navzdjem ruznym vlastnim hodnotdm jsou linedrné nezdvislé.

Diikaz. Necht A1,..., A\, jsou navzdjem rtuzné vlastni hodnoty a uy,...,u,
prislusné vlastni vektory linearni transformace ¢. Nechf uy,...,ug, 1 <
k < r, je maximalni posloupnost linedrné nezavislych vlastnich vektort.
Déle budeme postupovat sporem. Pfedpokladejme k < r, pak ug1 =
Zle ¢; u;. Aplikujeme na tuto rovnost linearni transformaci ¢ a dostaneme

z linearity ¢
k
p(urin) = > cip(uy).
i=1

Protoze jsou vektory u; vlastni vektory pro A;, ¢ = 1,...,r, dostaneme

k

A1 Upy1 = E i ¢y
i=1
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a souCasné musi byt
k

Akl Ugg1 = Z Ak41Ci ;.
=1

Porovnanim koeficient u u;, i = 1,..., k, dostaneme
>\i C; = >\k+1 C;.

Tato rovnost je splnéna budto pro A\; = Agy1, coz je spor s predpokladem,

ze vlastni hodnoty byly rtzné, nebo pro ¢; = 0, Vi = 1,...,k, ale potom
u;+1 = 0, coz je spor s definici vlastniho vektoru. Musi tedy byt £ = r a
vSechny vlastni vektory ui, ..., u, jsou linedrné nezavislé. O

Dusledek 1.2.3. Necht ¢ je linearni transformace vektorového prostoru
Vi, kterd ma n navzajem rtznych vlastnich hodnot v T. Pak V,, je pfimym
sou¢tem n jednodimenzionalnich podprostori, které jsou invariantni vzhle-
dem k ¢ a ve vhodné bazi prostoru V;, je matice A, diagonalni. Rozklad
V, na pfimy soucet invariantnich podprostori je jednoznacény, az na jejich
poradi.

Drikaz. Jestlize mé charakteristickd rovnice ¢ celkem n navzajem rtiznych
kotendl Aq,..., Ay, potom podle Véty 1.2.7 ma n odpovidajicich vlastnich

vektord uy, ..., u,, které tvoti bazi V,,. Matice A, ma v této bazi diagonalni
tvar, kde na diagonéle budou vlastni hodnoty Aq,..., )\, v tom poradi, v
jakém pouzijeme vektory v bazi uy,...,u,. O

Véta 1.2.7 hovoti o vlastnich vektorech linearni transformace, které pti-
slusi riznym kofentim charakteristického polynomu. Jaka situace ale na-
stane pro stejné kofeny, t.j. kofeny s nasobnosti vyssi nez jedna? Predpo-
klddejme, Ze charakteristickd rovnice ma k-nésobny kofen A, kde k£ > 1.
V tomto pfipadé homogenni soustava rovnic (1.2.9) pro vypocet vlastnich
vektorii miize mit jako feSeni podprostor dimenze 1 az k. Ze mohou nastat
vSechny moznosti si budeme demonstrovat v nasledujici tloze.

Uloha 1.2.2. Linearni transformace na R? jsou dany maticemi:

111 1 01 300
a)A1: 011 5 b)AQZ 011 y C)A3: 0 3 0
0 01 0 01 0 0 3
Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory linedrni transformace p4,, 7 =1,2,3.
Reseni: a) Charakteristicky polynom je |A; — A E3| = (1 — \)3, t.j.
011
A1,2,3 = 1. Matice pro vypocet vlastnich vektord je potom [0 0 1| a
0 0O
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odtud je kazdy vlastni vektor nenulovym nasobkem vektoru (1;0;0), t.j.
dimenze prostoru obecného feseni homogenni soustavy rovnic pro vypocet
vlastnich vektori je jedna.

b) Charakteristicky polynom je |Ay — AE3| = (1 — A)3, t.j. Adi23 =

t.

1
1. Matice pro vypocet vlastnich vektord je potom 1| a odtud
0

o O O

0
0
0
je kazdy vlastni vektor linearni kombinaci vektori (1;0;0) a (0;1;0), t.j.
dimenze prostoru obecného feseni homogenni soustavy rovnic pro vypocet
vlastnich vektori je dvé.

c¢) Charakteristicky polynom je |A3 — AE3| = (3 — A\)?, t.j. A\i23 =
3. Matice pro vypocet vlastnich vektord je nulova, t.j. dimenze prostoru

obecného feseni homogenni soustavy rovnic pro vypocet vlastnich vektort
je tri. AN

Poznamka 1.2.11. Zvlastni roli mezi vicendsobnymi kofeny charakteris-
tického polynomu hraje nulovy kofen. Z Ptikladu 1.2.2 vime, Ze feseni ho-
mogenni soustavy rovnic pro vypocet vlastnich vektoru pfislusnych vlastni
hodnoté A = 0 je jadro linearni transformace . Méa-li jadro dimenzi k,
k > 1, je 0 nejméné k-nasobnym kofenem charakteristického polynomu.
Opravdu, protoze v tomto pfipadé je hodnost h(yp) = h(A4y,) = (n — k),
jsou vSechny hlavni minory fadu vétsiho nez (n — k) matice A, nulové a z
Poznamky 1.2.7 vyplyva, Ze 0 je nejméné k-nasobnym kofenem charakte-
ristického polynomu. Naopak, je-li 0 pravé k-nasobnym koifenem charakte-
ristického polynomu, musi byt charakteristicky polynom tvaru

N (N T () T (A + )

kde J,_i # 0. To znamena, ze hodnost h(A,) je pravé (n — k) a dimenze
homogenni soustavy pro vypocet vlastnich smérti pro A = 0, t.j. jadra ¢, je

k. ¢

Obecné, pro k-nasobny koren charakteristického polynomu linearni trans-
formace plati véta, jejiz dikaz presahuje ramec tohoto textu a uvedeme si
ji proto bez diukazu. Dikaz viz napt. [S]].

Véta 1.2.8. Necht A je prdvé k-ndsobnym kovenem charakteristického po-
lynomu linedrni transformace ¢ na V,, n > k > 1. Potom existuje k-
dimenziondlni vektorovy podprostor Uy prostoru V,,, ktery je invariantni
vzhledem k ¢. Navic existuje takovd bdze V,, Ze maticovy diagondlni blok
prislusny podprostoru Uy, je horni trojuhelnikovd matice, kterda md na dia-
gondle hodnotu . O
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Poznamka 1.2.12. Je-li £ = 1, je trojuhelnikovad matice tvofena jedi-
nym prvkem. Pro k£ > 1 je horni trojihelnikova matice v pfedchozi Vété
1.2.8 matice, kterd mé vsSechny prvky pod diagonalou nulové. Vsechny tfi
piipady v Uloze 1.2.2 byly tohoto typu, pfitom v piipadé c) je piislusny
3-rozmeérny invariantni podprostor pfimym souctem jednodimenzionélnich
invariantnich podprostort. To plati i obecné, t.j. k-dimenzionélni vektorovy
podprostor Uy, ktery prislusi k-nadsobnému kofeni A charakteristického po-
lynomu, k£ > 2, mize byt pfimym souctem invariantnich podprostort niz-
sich dimenzi. Tento rozklad uz ale neni jednoznacny. &

Popisme nyni (bez diikazu), jak lze nalézt invariantni podprostor Uy, pfi-
slusny k-nasobnému koreni \ charakteristického polynomu linearni transfor-
mace ¢ na Vj,. Mame Uy, = Ker(¢ — Aidy, ), kde (¢ — Xidy;,)* je linearni
transformace, kterd vznikne slozenim transformace (¢ — Aidy, ) samé se
sebou k-krat. Dikaz toho, Zze pro k-nasobny kotfen charakteristického poly-
nomu ¢ je dimenze jadra Ker(p — \idy, ) pravé k a ze Uy je invariantni
podprostor linearni transformace ¢ lze nalézt napi. v textu [Sl]. Snadno
se vidi, ze vSechny vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢&islu A patii do Uy.
Opravdu, je-li u vlastnim vektorem ptislusnym A, je

(p—Aidy,)(u) =0

a tedy i u € Ker(y — Midy, )* = Uy. Mame tedy L(uy,...,u;) C U, kde
uy, ..., u; jsou linedrné nezavislé vlastni vektory, které ptislusi A\. Pro j =k
je ¢|Uy linedrni transformace, kterd ma v bazi uy,...,u; diagonalni (t.j.
horni trojihelnikovou) matici s hodnotou A na diagonéle.

Je-li j < k, hledame dalsi vektor uj 1 & L(uy,...,u;) takovy, ze

(p —Aidy, ) (wjq1) =wi, oF wi € L(uy,...,u5), (1.2.12)
t.j. takovy, ze
(p(llj+1) =\ (uj+1) +Wwp € L(ul, <., ay, Uj+1) . (1213)

Takovy vektor patfi do Uy, protoZe pro wi = Zgzl a; u; je

J J
(o — ANidy, ) (wy) = Zai o(u;) — )\Zai u; =o,
i=1 i=1

a tedy
(o — Aidy, )*(wj41) = o
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Piidame vektor u;y1 do posloupnosti nezavislych vektort uy,...,uj,ujq1
a v dalsim kroku hledame vektor ujio & L(uy,...,uj41), takovy, ze
(¢ — Aidy, )(ujt2) = w2, 0F Wz € L(w, ..., uj41). (1.2.14)

Takovy vektor patii do Uy, protoze (p — Aidy, )?(w2) = o, a tedy (p —
Midy, )3(u;42) = o. Pfiddme ho do posloupnosti nezévisljch vektortiug, . . .,
u;j, w11, uj42. Takto pokracujeme, az po (k — j) krocich proces ukoncime.
Potom se snadno vidi, Ze ¢|Uy ma v béazi uy, ..., u; horni trojihelnikovou
matici, kde na diagondle je A a nad diagonalou jsou 0 pro vlastni vektory
prislusné A\ a hodnoty, které odpovidaji zvolenym vektortim w; pro vektory
llj+l',’i:1,...,k‘—j.

2 20
Uloha 1.2.3. Lineérni transformace na R3 je ddnamatici A= [0 2 0
2 2 2

Ukazte, ze charakteristicky polynom ma trojnasobny kotfen a najdéte tako-
vou béazi, ze v ni ma ¢4 horni trojuhelnikovou matici.

Reseni: Charakteristicky polynom je |A; — A B3| = —A3 4+ 122 — 12\ +

8 =(2—M\)3, t.j. A1 2,3 = 2. Matice pro vypocet vlastnich vektorti je potom
0 20
0 0 0| aodtud je kazdy vlastni vektor nenulovym nasobkem vektoru
2 20

u; = (0;0;1). Dale fesime soustavu rovnic (¢4 —2id)(x) = auy, a # 0, t.j.

fesime soustavu nehomogenich rovnic

2%2 = 0

o
Il
o

2x1 +2x9 =

Resenim je napi., pro a = 2, vektor us = (1;0;1). V dal$im kroku hle-
dam vektor (o4 — 2id)(x) = auy + buy, a® + b? # 0, t.j. fesime soustavu
nehomogenich rovnic

21’2 = b
0 = 0
2x1 +2x9 = a-+b.

Reseni je napt., pro a = 2,b = 2, vektor uz = (1;1;1). Protoze je pa(u) =
(0;0;2) = 2uy, pa(uz) = (2;0;4) = 2uy + 2uy a koneéné @4(us) =
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(4;2;6) = 2u; + 2uy + 2ug, je matice transformace v bazi uj, us, ug ma-
2 2 2

tice B = |0 2 2|. Poznamenéjme jesté, ze tato matice neni urcena
0 0 2

jednoznacné, protoze jsme provedli celou fadu voleb pfi vybéru vektort

baze ui, us, us a tyto volby ovlivni podobu matice B. A

Uloha 1.2.4. Nechf m4 linedrni transformace ¢ vlastni vektor u, ktery
prislusi vlastni hodnoté A\. Dokazte, ze cpk(u) = M\ u pro kazdé piirozené
k a ¢ je linearni transformace, ktera vznikne slozenim ¢ samého se sebou

k-krat. AN

1.3 Rozklad realného vektorového prostoru na in-
variantni podprostory

Ve 7stedoskolské” geometrii se zabyvame pouze realnymi bodovymi (afin-
nimi, euklidovskymi) prostory. Proto uvahy o invariantnich prostorech z
¢asti 1.2 budeme specifikovat pro téleso redlnych c¢isel R. Predpokladejme
tedy, ze V,, je vektorovy prostor nad télesem realnych ¢isel. Potom v libo-
volné bazi je matice linearni transformace ¢ na V,, redlna ¢tvercova matice
a charakteristicky polynom |A, — A E,| je polynom stupné n s realnymi
koeficienty.

Z algebry, [Ho93, Ho94, Ro|, vime, ze charakteristicky polynom nad
R nemusi byt obecné fesitelny v R. Pti hledani kofent charakteristického
polynomu a prislusnych vlastnich vektort tak mohou nastat nésledujici
situace.

A) Charakteristicky polynom méa pouye realné kofeny.

B) Charakteristicky polynom mé nejméné jednu dvojici komplexné sdru-
zenych kofentl.

Rozeberme si nyni jednotlivé moznosti.

A) Ma-li charekteristickd rovnice linearni transformace ¢ na V,, celkem
n ruznych redlnych korenti, je podle Dtisledku 1.2.3 V,, pfimym souctem
n jednodimenzionalnich vlastnich sméri a v bazi, ktera je tvofena vlast-
nimi vektory, ma matice A, diagondlni tvar, kde na diagonale jsou vlastni
hodnoty .

Uloha 1.3.1. Linearni transformace ¢ na R3 je dana matici
3 2 0

A=|-2 5 —4]. Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory .
0o -7 3
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Reseni: Charakteristicky polynom ¢ je |[A—\ E3| = A3 —11\24+15)\+4-27,

jeho koreny jsou A1 = —1, Ay = 3 a A3 = 9. Matice homogenni soustavy
4 2 0
rovnic (1.2.9) pro A1 je [ =2 6 —4 | a obecné feSeni této soustavy je ge-
0o -7 4
0 2 0
nerovano vektorem u; = (—2;4;7). Dale matice pro Ag je | =2 2 —4
0 -7 0
a obecné TeSeni je generovano vektorem us = (—2;0;1). Koneéné ma-
-6 2 0
tice pro A3 je | =2 —4 —4 | a obecné feSeni je generovano vektorem
0 -7 -6
u3 = (2; —6; 7). Snadno se vidi, Ze uj, ug, ug jsou lineadrné nezavislé. Potom
-1 0 0
v bazi uj, uz, us ma matice linearni transformace ¢ tvar | 0 3 0]. A
0 09

Ma-li charakteristicky polynom realny kofen s nasobnosti k& > 1, potom
mu odpovidd k dimenzionalni invariantni podprostor Ug. V zavéru c¢asti
1.2 a Uloze 1.2.3 jsme ukazali, Ze v tomto pifpadé miizeme nalézt bazi Uy
takovou, ze odpovidajici matice je horni trojuhelnikova matice radu k.

B) Nechf ma nyni charakteristicky polynom linedrni transformace ¢
dvojici komplexné sdruzenych kofeniit A = o +i8 a A = a — i 3. V tomto
piipadé predpokladame, Ze A a A jsou vlastni hodnoty linearni transformace
na komplexnim vektorovém prostoru, kterd méa stejnou redlnou matici, jako
. To mizeme udeélat napt. konstrukei komplexniho rozsifeni redlného vek-
torového prostoru a konstrukci komplexniho rozsifeni linearni transformace,
které jsou popsany ve skriptu [JaSe].

Podobnym zptisobem, jako se v teorii ¢isel sestroji komplexni rozsireni
télesa realnych cisel v téleso komplexnich ¢isel, sestrojime i komplexni roz-
§ireni realného vektorového prostoru V.

Uvazujme mnozinu V x V a definujme na ni operaci séitani a nasobeni
komplexnim ¢islem nasledujicim zptisobem

(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d), (1.3.1)
(e +i6)(a,b) = (ea — b, ab + [a).
Snadno se ovéri, Zze V x V spolu s operacemi s¢itani a nasobeni komplexnimi

¢isly definovanymi (1.3.1) a (1.3.2) je vektorovym prostorem nad télesem
komplexnich ¢isel C.
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Definice 1.3.1. Mnozinu V x V s operacemi s¢itani a nasobeni komplex-
nimi ¢isly definovanymi vztahy (1.3.1) a (1.3.2) budeme nazyvat kom-
plexni rozsireni redlného vektorového prostoru V a oznacovat VC.

Uvazujme podmnozinu M = {(u,0) € V x V} C V. Snadno ovétime,
ze M je uzaviend vzhledem ke s¢itani a nadsobeni redlnymi ¢isly. Uvazujme
zobrazeni V' na M, které piitadi vektoru u € V vektor (u,0) € M. Toto
zobrazeni je izomorfizmem vektorového prostoru V na M. Pfi ztotoznéni
V a M tedy dostavame, ze V C VC.

Poznamka 1.3.1. V je podmnozina ve VC, ale ne vektorovy podprostor,
protoze V je definovéano nad R a VC nad C. &

Nyni mtizeme kazdy vektor (u,v) € VC psat nasledujicim zptisobem
(1, v) = (1,0) + (0,v) = (w,0) +i(v,0) =u +iv.

Mizeme tedy formalné psat VE =V @i V.

Vektor u € V budeme nazyvat redlnou slozkou (¢dsti) a vektor v. € V
imagindrni slozkou (¢dsti) vektoru w = u +iv € VC a oznacovat u =
Re(w), v = IJm(w). Nulovym vektorem V® je (0,0) =0 +io = o.

Véta 1.3.1. Vektory (uy,...,ux) € V jsou linedrné nezdvislé v prostoru
V tehdy a jen tehdy, jsou-li linedrné nezdvislé v prostoru V°C.

Diikaz. Dukaz viz [JaSe]. O
Duisledek 1.3.1. Kazd4 baze prostoru V;, je i bazi prostoru V,°.

Diikaz. Opravdu, je-li V = (ui,...,u,) je baze vektorového prostoru V,,.
Potom vektory béaze V jsou linearné nezavislé ve VC a musime dokazat, ze V
je systém generatori VC. Bud x+iy € VC libovolny vektor. Potom existuji
redlnd éisla x1;... ;20 y1;. .. ;Yo tak, Ze x = 22:1 Tju;, y = Z?Zl yju;.
Odtud

n

n n
X+Hiy =) mwi+i) yiu;=» (z;+iy)w,
i=1 i=1 i=1

coz dokazuje nas Dusledek 1.3.1. O

Definice 1.3.2. Kazda béze prostoru VC, ktera je soucasné i bazi V, se
nazyva redlnd baze.
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Véta 1.3.2. Bud U podprostor vektorového prostoru V. Potom U je pod-
prostorem vektorového prostoru VC.

Diikaz. Véta 1.3.2 je pfimym disledkem definice komplexniho rozsireni vek-
torového prostoru. O

Definice 1.3.3. Podprostor W vektorového prostoru VC, ktery je kom-
plexnim rozsifenim podprostoru U C V, se nazyva redlny podprostor a
oznacujeme ho UC.

Ne kazdy podprostor ve VC je reélny, ale kazdy podprostor ve VC ob-
sahuje néjaky realny podprostor, minimalné trividlni podprostor {o}.

Vektory u+iv a u—iv se nazyvaji vektory komplexné sdruzené. Je-li
w € V€, budeme komplexné sdruzeny vektor oznacovat w. Je-li W C VC
vektorovy podprostor, je W = {w|w € W} vektorovy podprostor nazjvany
komplexné sdruzeny podprostor k podprostoru W.

Pro komplexné sdruzené vektory ve VC plati vztahy obdobné vztahtim
pro komplexné sdruzend ¢&sla. Pro w,w’ € VC, k € C, plati

kde k je komplexné sdruzené ¢islo k ¢islu k. Dale plati 9te(w) = F(w+w),
Jm(w) = 5(W—w).

Véta 1.3.3. Necht V a U jsou rediné vektorové prostory a ¢ : V. — U
je linedrni zobrazeni. Potom existuje prdvé jedno linedrni zobrazeni ¢C :
VC — UC takové, Ze pro kazdy vektor x € V je oC(x) = p(x). Je-li linedrni
zobrazeni ¢ prosté, je i linedrni zobrazeni pC prosté a je-li o surjektiond, je
i @€ surjektivn.

Diikaz. Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni. Definujme zobrazeni ¢©
z V€ do U® vztahem

eC(x+iy) = p(x)+iply) (1.3.3)

pro kazdé x+iy € VC. Je ziejmé, ze ¢*(x) = ¢(x) pro kazdy vektor x € V.
Ovéiime, 7e ¢C je linearni zobrazeni. Necht X;+iy; € Ve, a; +1i3; € C,
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7 =1,2. Potom

C((a1 +iBr)(x1 +iy1) + (ag +iB2)(x2 +iy2)) =
= ¢ ((aax1 — B1y1 + aoxz — foy2) + i (a1y1 + Bix1 + aoys + foxa)) =
= p(a1x1 — fiy1 + aaxz — Boy2) +ip(ary1 + fix1 + agy2 + foxa) =
= a1p(x1) — Brp(yr) + ap(x2) — Bap(yz2)+
+i(c1p(y1) + Bro(x1) + a2p(y2) + fap(x2)) =
= (a1 +1i61)(p(x1) +ip(y1)) + (a2 +1i 82)(p(x2) +ip(y2) =
= (a1 41 61)eC(x1 +iy1) + (a2 + i 82)pC (x2 + i y2).

Piedpokladejme, ze 1)C je linearni zobrazeni z VC do UC takové, ze
¥C(x) = ¢(x) pro kazdy vektor x € V. Potom z linearity dostdvame, Ze
musi platit vztah (1.3.3), a tedy ¢© = .

Necht je linearni zobrazeni ¢ prosté a ¢C(x1 +iy1) = ¢C(x2 +iy2).
Potom z (1.3.3) je p(x1) = ¢(x2) a p(y1) = ¢(y2), a tedy musi byt x; = x2
a y1 = yo, coz znamena, ze i ¢C je prosté zobrazeni.

Necht linedrni zobrazeni ¢ je surjektivni zobrazeni. Necht x’ + iy’ €
UC je libovolny vektor. Protoze ¢ je surjektivni zobrazeni, existuji vektory
X,y € V takové, ze p(x) = x" a p(y) = y'. Potom pC(x+iy) =x"+iy/,
a tedy 1 ¢C je surjektivni. O

Definice 1.3.4. Zobrazeni ¢C definované ve Vété 1.3.3 se nazjva kom-
plexnt rozsirent linedrniho zobrazeni .

Necht V = (vi,...,Vvy), respektive U = (uy,...,uy,), je baze vektoro-
vého prostoru V,,, respektive U,,. Necht vzhledem k témto bézim mé line-
arni zobrazeni ¢ z V,, do Uy, matici A,. Protoze kazda béaze prostoru V;, je
i bazi prostoru V.C a podobné, kazdé baze prostoru U,, je i bazi prostoru
US,, mizeme vyjadiit i matici A c vzhledem k bazim V a U.

Véta 1.3.4. Pro libovolné linedrni zobrazeni ¢ z V, do U, jsou matice A,
a Auc vzhledem k redlngm bdzim ve V. a UL totoiné.

Diikaz. Necht v bazich V = (vi,...,v,) ve V, ald = (uy,...,uy) v Up,
je A, matice linedrniho zobrazeni ¢ z V;, do Uy,. Podle (1.3.3) je (¢*(x +
iy)) = (p(x)) +ilp(y)) = Ap (x) +1 4, (y) = Ap (x + ). N

Poznamka 1.3.2. Je t¥eba si uvédomit, jaky je rozdil mezi soufadnicovym
vyjadfenim libovolného linearniho zobrazeni z V® do U® a komplexnim
roz§ifenim lineadrniho zobrazeni z V do U. Zatimco matice komplexniho
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rozsifeni redlného linearniho zobrazeni vzhledem k redlnym bazim je defi-
novéana nad R, je obecné matice libovolného linearniho zobrazeni z VC do
UC definovéna nad C. &

Nyni uvazujme linearni transformaci ¢ na reidlném vektorovém pro-
storu V,, a uvazujme linedrni transformaci ¢* na komplexnim roziifeni
V€ ktera vznikne komplexnim rozsifenim . Potom (realné) vlastni vek-
tory, které prislusi redlnym kofentim charakteristického polynomu ¢ jsou i
vlastni (redlné) vektory linearni transformace ¢©. Mé-li ale charakteristicky
polynom dvojici komplexné sdruzenych kofenit A\ = a + i3, A = a — i3,
0 # 8 € R, potom linearni transformace ¢© mé dvojici vlastnich vektort,
které jsou navzajem komlexné sdruzené. Opravdu, je-li w € VT(LC vlastni
vektor € pifslusng A, t.j.

potom
oS (W) =AW .

To vyplyva z toho, ze pro p* plati ¢C(w) = ¢C(W), coz je vidét piimo z
(1.3.3). Potom vlastni vektor p¥islugny A je vektor komplexné sdruzeny s w.
Ptitom w = v+ va je vektor takovy, Ze realné vektory vy, vo jsou linearné
nezavislé. Opravdu, protoze A a A jsou riizné kofeny charakteristického
polynomu, musi jim odpovidat podle Véty 1.2.7 linearné nezavislé vlastni
vektory ve V. Ale w a W jsou linearné nezavisle ve V,.© pravé tehdy, kdyz
V1, Vo jsou linedrné nezavislé ve V,,.

Necht w = vy + iva, vi,ve € V,, je vlastni vektor prislusny vlastni
hodnoté A = a4 ¢ 5. Potom
( “(vi+iva) = p(v1) +ip(v2)

o (w) =

a soucasné

0% (

w)=Aw=(a+if)(vi+ive)=avi—Fva+i(fvi+avsy).
Porovnanim realnych a imaginarnich slozek dostaneme
p(vi) =avi—Bva, ¢(v2)=pvi+avsy,

t.j. dvoudimenzionélni podprostor L(vi,vy) C V,, je invariantni vzhledem
k ¢ a pfislusny blok fadu dva v matici A, vzhledem béazi, kde pouzijeme

vektory vi,va, je matice (_aﬁ g)
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Poznamka 1.3.3. V predchozich tvahich jsme uvazovali pouze jedno-
nasobné komplexni koreny charakteristického polynomu. Pro vicenasobné
komplexni kofeny bychom mohli aplikovat Vétu 1.2.8 pro téleso komplex-
nich ¢isel. Vzhledem k tomu, Ze déle se budeme zabyvat predevsim prostory
dimenze dvé a tfi, nemtiize tato situace nastat a proto se ji dile nebudeme
zabyvat. &

Poznamka 1.3.4. Komplexné sdruzené kofeny charakteristického poly-
nomu linedrni transformace ¢ na realném vektorovém prostoru V,, jsou
vlastni hodnoty linedrni transformace ¢C, ale nejsou to vlastni hodnoty
pro ¢ protoze nepatii do télesa R. &

Predeslé tivahy nyni miZeme shrnout. Necht m4 charakteristicky poly-
nom linearni transformace ¢ na redlném vektorovém prostoru V,, celkem
m > 0 redlnych riznych korenti s nasobnosti k; > 1,7 =0,...,m, a celkem
I > 0 dvojic riznych komplexné sdruzenych jednonasobnych kofent, t.j.
n =204 >" k. Potom V}, je pfimy soucet invariantnich podprostori

Ve=U1® - aUp,eWi1d---aW

kde U; je ki-dimenzionalni invariantni podprostor, ktery odpovida k;-na-
sobnému i-tému redlnému kofeni charakteristického polynomu a Wj, j =
0,...,1, je dvoudimenzionalni invariantni podprostor, ktery odpovida j-
tému komplexnimu kofeni charakteristického polynomu. Tento rozklad je
az na poradi jednoznacny. Navic, existuje takova baze V,,, ze matice A,
je blokové diagonalni s (m + [) diagonalnimi bloky Ay, a Bj, kde Ay, je
horni trojuhelnikova matice radu k; prislusna i-tému realnému koteni cha-
rakteristického polynomu a B; = <_aé g 3 >, B; # 0, jsou matice fadu
2 ptislusné j-tému komplexnimu kofeni] Aj ]: a;j + 1 3j charakteristického
polynomu.

Uloha 1.3.2. Linearni transformace ¢ na R3 je ddna matici

3 -1 0
A= |6 -3 2|. Rozlozte R? na invariantni podprostory vzhledem k
8 —6 5

linearni transformaci ¢ a najdéte takovou bazi, ve které se matice ¢ rozpada
na diagonalni bloky.

Reseni: Charakteristicky polynom ¢ je |A— X E3| = —A3+5\2 —9\ +5,
jeho kofeny jsou A\ = 1, A2 3 = 2 £ 4. Matice homogenni soustavy rovnic
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2 -1 0
(1.2.9) pro Ay = 1 je |6 —4 2| a obecné feSeni této soustavy je ge-
8 —6 4

nerovano vektorem u; = (1;2;1). Dale pro komplexni kofen Ao = 2 + i
uvazujeme homogenni soustavu rovnic (1.2.9) nad komplexnimi ¢isly s ma-
1—1 —1 0
tici 6 —5—4 2 ]. Obecné feSeni je generovano vektorem w =
8 —6 3—1
(151 —4;—24) = (1;1;0) + i (0; —1; —2) = v + i va. Potom R? = Uy @ Wp,
kde U; = L(uy) je vlastni smér ptislusny vlastni hodnoté A\; = 1 a Wy =
L(vy,va) je dvoudimenzionélni invariantni podprostor pfislusny kofentim
1 0 0
A2,3 = 2+i. Snadno se vidi, Ze v bazi (ui, v, ve) ma o matici [0 2 1
0 -1 2
Opravdu p(u1) = (1;2;1) = 1uy, ¢(vi) = (2;3;2) =2vy — va a (va) =
(1;—1;—4)=V1—|—2V2. A

-2 -1

o C oy - 1 1
Uloha 1.3.3. Linearni transformace ¢ na R? je ddna matici A = ) .
Ukazte, ze koteny charakteristického polynomu jsou komplexne sdruzené a

naleznéte takovou bazi, ve které ma matice ¢ tvar (_aﬁ g ) Ukazte, ze
v (}Rz)(C miizeme nalézt komplexni bazi takovou, Ze vzhledem k ni ma *
diagonélni tvar.

Reseni: Charakteristicky polynom ¢ je |A — XA E3| = A2 + 1, t.j. jeho
kofeny jsou A\;2 = +i. Potom matice homogenni soustavy rovnic (1.2.9)
1—12 1
-2 —-1—9
vektorem w = (1;—1+14) = (1;—1) +4(0;1) = vi + i va. Potom ¢(vy) =
(0; —1) = —vg a p(v2) = (1;—1) = vy, t.j. v bazi v1, v prostoru R?, m4 ¢

atici 0 1
matici | _, -

Uvazujme nyni linearni transformaci ¢ v (R?

nad komplexnimi ¢isly je . Obecné feseni je generovano

)(C a vyjadifeme jeji matici
vzhledem k bazi w = vi 4+ ive, W = v — i vy. Matice prechodu od reilné

. . . . 1 1
baze vi,vy ke komplexni bazi w,w je komplexni matice S = ( z)

o . o ae —i -1 .
Jeji inverzni matice je .S 1 — —% (—’ZL 1 > Potom matice (p(c vzhledem
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k bazi w,w musi byt

1S IR0 1)) ) ) ER

1.4 Ortogonalni zobrazeni a transformace

Nase tvahy uzavieme ortogonalnimi linedrnimi zobrazenimi a transforma-
cemi euklidovskych vektorovych prostorii.

Pripomenime, zZe euklidovsky vektorovy prostor je redlny vektorovy pro-
stor V' se skalarnim soucinem, ktery zanacime v - u, u,v € V. VsSechny
baze £ = (ey,...,e,) euklidovského vektorového prostoru V,, uvazujeme
ortonormalni, t.j. ¢;-e; = O proi # jae - =1,4,75 =1,...,n. V
libovolné ortonormalni bazi ma potom skalarni soucin vyjadieni

U1
Veu=uvr 4 Fugy = (U1 ... up) | 0| = (WT(v) = (w)TE,(v),

Un

kde (u)” je fadkova matice soufadnic vektoru u, ktera vznikne transpono-
vanim sloupcové matice (u).

Definice 1.4.1. Lineérni zobrazeni ¢ z euklidovského vektorového pro-
storu V' do euklidovského vektorového prostoru W se nazyva ortogondini
zobrazeni z V do W, jestlize plati

p(u) - p(v)=u-v (1.4.1)

pro libovolné vektory u,v € V.

Je-li navic ¢ bijektivni, nazyva se izomorfismus euklidovského vekto-
rového prostoru V na W. Euklidovské prostory V a W se potom nazyvaji
izomorfni.

Je-li ¢ ortogolélni zobrazeni V' na sebe, nazyva se ortogondlni trans-
formace euklidovského vektorového prostoru V.

Ortogonalni lineadrni zobrazeni tedy zachovava skalarni soucin. Jako di-
sledek tak dostavame, [Ho07].

Dusledek 1.4.1. Necht ¢ je ortogonélni zobrazeni z V' do W. Pak
1) || e(u)||=]|ul| pro kazdé u € V.
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2) Ortogonalni transformace zachovava odchylku vektort, t.j. pro dva
nenulové vektory u,v je < (¢(u), p(v)) =< (u,v).

3) Ortonormalni posloupnost e, ..., e, ve V se zobrazi na ortonormalni
posloupnost p(ey),...,p(ex) v W.
4) ¢ je injektivni zobrazeni, t.j. dimV < dimW. o

Véta 1.4.1. Necht ¢ je ortogondlni zobrazeni z V- do W. Pak vzhledem k
libovolngm ortonormdlnim bazim ve V. a W spliuje matice A, podminku

AL A, =E,. (1.4.2)

Dikaz. Necht € = (e1,...,e,) a F = (fi,...,f,) jsou ortonormalni baze
ve V,, a W,,. Necht A, je matice ortogonédlniho zobrazeni ¢ z V,, do W,
vzhledem k témto bazim, t.j. p(u) = A, (u). Potom plati

(W)TE,(v) =u-v=p)- o) = ()" En (p(v))
= (A, (1)) Ep (Ay (v) = (w)TAL Ay (v)).

Porovnanim prvniho a posledniho vyrazu dostaneme AZA(P =FE,. O

Nechf nyni je ¢ ortogonalni transformace na euklidovském vektorovém
prostoru V,,. Podminka (1.4.2) znamend, Ze matice ortogonélni transfor-
mace vzhledem k libovolné ortonormalni béazi je ortonormaéalni ¢tvercova

. v v y o . | _
matice. Piipomeiime, Ze v tomto piipadé je A, = A", |A,| = 1.

Véta 1.4.2. Necht ¢ je ortogondlni transformace na Vy,. Je-li Uy, C V,,, 0 <
k < n, invariantni podprostor transformace ¢, je i (n — k)-dimenziondlni
podprostor U,ﬁ' invariantni podprostor transformace .

Diikaz. Necht U, C V,, je invariantni podprostor ortogonalni transformace
¢. Potom pro kazdy u € Uy je i ¢(u) € Uy. Protoze ¢|Uy je ortogonalni
transformace na Uy, je i ¢~ *(u) € Uy. Potom pro kazdy v € U;- méme

a tedy o(v) L u,VYu € Uy, a p(v) € Ut O

Jako dtisledek Véty 1.4.2 tak dostavame, ze mé-li ortogonalni transfor-
mace ¢ na V, netrividlni invariantni podprostory, je V,, pfimym souctem
navzajem ortogonalnich podprostori a existuje takova ortonormalni béze
V., ze se v ni matice ¢ rozpada na ortonormalni diagonalni bloky.

Plati || p(u) ||=||u|| a odtud vyplyva, Ze realné vlastni hodnoty orto-
gondlni transformace mohou byt pouze 1 a (—1). Opravdu, protoZe pro
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vlastni vektor u pfislu$ny vlastni hodnoté A mame p(u) = A u, dostaneme
le(a) ||= Al [|al|=]al], t.j. |[A] = 1. Podobné komplexni kofeny charakte-
ristické rovnice jsou tvaru A = cosa + ¢ sina, sina # 0, t.j. dvourozmérny
cosa  sina

—sina  cos a> '

Navic plati, ze vlastni vektory, které patii riznym vlastnim hodnotam
charakteristického polynomu jsou kolmé. Opravdu, je-li u vlastni vektor
prislusny vlastnimu ¢islu 1 a v je vlastni vektor piislusny vlastnimu ¢islu
(—1), médme

blok odpovidajici komplexnimu A je ortonormalni matice

v = () - p(v) = u- (=v)

a odtud u-v = 0, a tedy u a v jsou kolmé. Vzdy je mlizeme brat jako
jednotkové.

Podobné vlastni vektor, ktery patii néjaké vlastni hodnoté charakte-
ristického polynomu, je kolmy na dvoudimenzionalni invariantni podpro-
stor, ktery je pfifazen komplexnimu kofeni charakteristické rovnice. Je-
li totiz w = vy + ¢ve komplexni vektor prislusny komplexnimu kofeni
A =cosa + ¢ sina, sina # 0, charakteristické rovnice, dostaneme

u-vy =) p(vy) (cosavy —sinavy),

u-vy = p(u) - p(vz) =u-

(sinavy +cosavy).

Odtud

)
) =

(cosa—1)(u-vy) —sina(u-vy) =0,
sina (w-vy) + (cosa—1) (u- vy ,
coz nastava pouze prou-v; =0 a u-vy = 0, t.j. vektor u je kolmy na pod-
prostor L(vy,vs). Pro vektor v pfislusny vlastnimu ¢islu (—1) dostéavame
analogicky stejny vysledek.

Kone¢né, pro komplexni kofen A = cos a+i sin «, sin a # 0, charakteris-
tické rovnice jsou prislusné reilné vektory vi, vy kolmé, a vzdy je mizeme
brat jednotkové. Opravdu

vy v =@(v1) - @(v1) = (cosavy —sinavs) - (cosavy —sinava)

=cos?a(vy-vy) —2sina cosa (vy - va) +sin a (v - va),

coz upravime na

2

—sin?a (vy-vi) —2sina cosa (vy - vo) +sina (vy-ve) =0. (1.4.3)
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Pro v; - vy dostaneme stejnou podminku (1.4.3). Konecné

vy ve = @(vy) - @(ve) = (cosa vy —sinavs) - (sina vy 4+ cosava)
= cosa sina (v - vi) + (cos? a — sin? a) (v - v2)

—cosa sina (vy - va),
£.J.
cosa sina (vy-vy) — 2 sin®a (vy - vo) —cosa sina (ve - vo) = 0. (1.4.4)
Vynasobenim (1.4.3) cosa a (1.4.4) sin« a sectenim dostaneme
—2 sina (cos? a + sin ) (vi - vo) = 0,

coz je splnéno prave tehdy, kdyz vy - vo = 0, t.j. v a vy jsou kolmé. Potom
ale z (1.4.3) dostaneme

Sinza(V1'V1—V2'V2):0,

coz je splnéno pravé tehdy, kdyz vy - vi = vy - vo, t.j. || vi|=| v a
vzdy muzeme volit || vy [|=||v2||= 1. Pro komplexni kofen A = cosa +
i sina, sina # 0, tak vZdy mame otonormélni bazi ve 2-dimenziondlnim
invariantnim podprostoru, ktery odpovida A.

Zbyva ndm uz pouze prodiskutovat piipad vicendsobnych kofenti cha-
rakteristického polynomu ortogonélné transformace ¢ na V,,. Necht je nej-
diive né&jaka vlastni hodnota Ay (1 nebo (—1)) k-nédsobnym kofenem cha-
rakteristického polynomu ortogonélna transformace. V tomto pripadé uva-
Zujme libovolny jednotkovy vlastni vektor u; prislusny k-nédsobnému koieni
Ao. Oznaéme U; = L(u;). Potom je V,, = U; @© Uf a v libovolné ortonor-
malni bazi ve V,,, ve které pouzijeme vektor u; jako prvni bazovy vektor,
Ao 0
0 Anfl
matice fadu (n —1). Potom |A, — A Ey| = (Ao — A)|An—1 — A E,_1] a tedy
zuzeni 90|U1L je ortogonélni transformace na UIL, jejiz charakteristicky poly-
nom déli charakteristicky polynom ¢ a \g je jeho (k—1)-nasobnym kofenem.
Uvazujme libovolny jednotkovy vlastni vektor up € Uit piislusny (k — 1)-
nasobnému kotfeni Ag charakteristického polynomu ortogonélni transfor-
mace @|Ui a oznaéme Uz = L(up). Potom Ui = Uy @ (U; @ Us)™t, t.j.
V, = U1 ® Uy @ (U @ Us)* a v libovolné ortonormalni bézi ve V,,, ve které
pouZzijeme vektory ui,us jako prvni bazové vektory, ma matice transfor-

A 0 0
mace tvar A = | 0 Xg 0 , kde A, _5 je ortonormélni matice fadu
0 0 A,

mé matice transformace tvar A, = , kde A,,_1 je ortonormalni
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(n —2). Analogicky jako v pfedchozim kroku postupujeme pro ortogonalni
transformaci o|(U; @ Us)* a dale, az nalezneme celkem k ortonormalnich
vlastnich vektorti pfislusnych vlastni hodnoté Ag. Je tedy k-dimenzionalni
podprostor prislusny k-nasobné vlastni hodnoté pfimym souc¢tem k ortogo-
nalnich jednodimenzionalnich vlastnich podprostort.

Podobné pro I-nasobny, [ > 1, komplexni kofen charakteristického poly-
nomu A\; = cos a1+1 sin aq, sin ay # 0, uvazujme invariantni 2-dimenzional-
ni podprostor Wy = L(vy1, Vo). Potom V,, = Wy, & Wﬁ a zuzeni g0|VV1L1
na invariantni (n — 2)-dimenzionalni podprostor mé charakteristicky poly-
nom, pro ktery je A; (I — 1)-ndsobnym kofenem. Pro tento kofen existuje
dvoudimenzionalni podprostor Wia = L(v1a,va2) C Wf-l invariantni vzhle-
dem k o|Wi}, t.j. i vzhledem k . Potom V,, = Wy1 @ Wia @ (W11 @ Wia)t.
Takto postupujeme dale az po [ krocich dostaneme [ vzadjemné ortogonal-
nich 2-dimenzionalnich podprostort takovych, ze

Vn:W11@'”@Wu@(Wn@”'@Wu)l.

Dostavame tak, ze [ -nasobnému komplexnimu kofeni charakteristického po-
lynomu odpovida 2 [ -dimenzionalni invariantni podprostor, ktery je pfimym
sou¢tem [ 2-dimenzionalnich navzijem ortogonalnich podprostori. V pro-
storu V,, potom existuje takova ortonormalni béaze, ze v ni mé ¢ ma-

By ... 0 0
tici v blokové diagondlnim tvaru A — 0 k © | kde blok
c 1
0 ... 0 A,

COS & sin av
By = ( 1 1

—sino; cosaq
zde znac¢i nulovou matici prislusného radu.

> a A,_o; je ortonorméalni matice fadu (n — 21). 0

Poznamka 1.4.1. Z podoby matice By pro komplexni kofen charakteris-
tického polynomu Ay = cosaj + i sinaq, sina; # 0, vyplyva , Ze z(Zeni
p|Wij, j = 1,...,1, na 2-dimenzionalni podprostor, ktery odpovida A; je
"otoceni” prostoru Wi; o thel . Opravdu vy - go(vlj) =vy;-(cosaq vi;—
sin oy vo;) = cos vy a podobné vo; - p(va;) = Vaj - (sinag vij+cos g voj) =
cos av. Je tedy odchylka < (vij,¢(vi;)) = a1 =S (vaj, (va;)). &

Pfedchozi thahy mtzeme shrnout do nasledujici Véty.

Véta 1.4.3. Nechf ky, ks, jsou celd nezdpornd ¢isla a necht ¢ je ortogo-
ndlni transformace na V,,, ktera ma 1 jako ki-ndsobnou vlastni hodnotu,
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(—1) jako ka-ndsobnou vlastni hodnotu a ddle md j dvojic komplexné sdru-
Fenych kofend s ndsobnosti l;, i = 1,...,j, tj.n = ki + ks +2>7_o1,.
Potom V,, je primygm souctem

Vi=U1® & Up 4k, ©Wn1 & --- & Wy,

kde U, 1 = 0,..., k1, jsou jednodimenziondlni invariantni podprostory pri-
slusné vlastni hodnoté 1 , Uy, i, © = 0,..., k2, jsou jednodimenziondlni
invariantni podprostory prislusné vlastni hodnoté (—1) a Wy, je 2-dimen-
ziondlni 1;-ty invariantni podprostor dany komplexnim korenem A\;, 1 =
0,...,7. Navic ve V,, existuje ortonormalni bdze takovd, Ze v ni md matice
transformace ¢ matici v blokové diagondlnim tvaru, kde na diagondle je
nejdrive k1 hodnot 1, potom ks hodnot (—1) al; bloki B; = ( CO.S Qi S

—sinq; cos
radu 2,1 =0,...,].

Diikaz. Véta vyplyva z predchozich tvah. O

Uloha 1.4.1. Ortogonélni transformace ¢ na R? je ddna matici

1 V6 V3
2 3 6
A= 0 _% _%ﬁ . Rozlozte R? na invariantni podprostory vzhle-
_V3 V2 1
2 3 6

dem k linearni transformaci ¢ a najdéte takovou bazi, ve které se matice ¢
rozpada na diagonalni bloky.

Reseni: Charakteristicky polynom ¢ je |A — X\ E3| = —\3 + 1, jeho ko-

feny jsou A\ = 1, Ay3 = —% + z@ Matice homogenni soustavy rovnic
_1 V6 V3
2 3 6
(1.2.9) pro \y = 1 je 0 —% —%ﬁ a obecné feseni této soustavy
V3 v2 o 7
2 3 6
je generovano jednotkovym vektorem u; = (@; %; —g) Dale pro kom-
plexni kofen Ay = —% + z? uvazujeme homogenni soustavu rovnic (1.2.9)
_ V3 V6 _V3
1 =% 3 6
nad komplexnimi ¢isly s matici 0 % _ z@ —¥ . Obecné fe-
_ V3 V2 1 _ Z\/g

3 37ty
Seni je generovano vektorem s jednotkovymi redlymi a imaginarnimi ¢astmi
w= (B il B2l gyE) = (8 22 Ly (L0 - = vy tiva.
Potom R3 = U; @ W, kde Uy = L(uy) je vlastni smér piislusny vlastni hod-

noté \; = 1 a Wy = L(vq, ve) je dvoudimenziondlni invariantni podprostor

)
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32
prislusny kofentm Ao 3 = —3 + Y2, Snadno se vidi, 7e baze (u;, vy, va) je
1 0 0
ortonormaln{ a ze v ni ma ¢ matici |0 —3 @ A
_¥3 _1
0 2 2
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