Kapitola 2

AFINNI ZOBRAZENI

V této kapitole budeme studovat zobrazeni afinnich prostorti, kterd zobec-
nuji dobfe zndmé zobrazeni euklidovskych prostorti. Poprvé tato zobrazeni
studoval Leonard Euler v roce 1738 v praci Introductio in analysis infi-
nitorum. Nazev afinni zobrazeni je odvozen od latinského slova affinis, tj.
pribuzny, a vyjadfuje vztah mezi krivkami, které se v téchto zobrazenich
na sebe zobrazuji. Prikladem takovychto pribuznych kiivek je elipsa, ktera
je afinnim obrazem kruznice.

Vsude v této kapitole predpokladame, ze afinni prostory (znacime A,
B, ...) jsou redlné a kone¢nédimenziondlni. Pokud bude nutno zvyraznit
dimenzi, budeme pro afinni prostor .4 dimenze n pouzivat oznaceni A,.

2.1 Afinni zobrazeni

V této casti skript definujeme afinni zobrazeni a popiSeme nékteré vlastnosti
afinnich zobrazeni. Zakladnim pojmem, ktery je nutny pro definici afinniho
zobrazeni, je délici pomér t¥i kolinedrnich (lezicich na jedné piimce) bodu,
[HoJa]. Pfipomenme, Ze pro t¥i kolinearni ruzné body A, B, C € A, definu-
jeme délici pomér bodu C' vzhledem k bodim A, B (v tomto potadi), jako
realné ¢islo A\ = (C; A, B) takové, ze

AC = \BC,

kde 0 # A # 1.
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Definice 2.1.1. Zobrazeni f afinniho prostoru A do afinniho prostoru
A’ se nazjva afinni zobrazeni, jestlize ma nasledujici vlastnost: lezi-li
navzajem ruzné body A,B,C € A na pfimce, pak bud jejich obrazy
f(A), f(B), f(C) splyvaji, nebo jsou navzajem ruzné, lezi na jedné piimce
a

(f(C); F(A), f(B)) = (C; A, B).

Poznamka 2.1.1. Afinni zobrazeni tedy muzZeme charakterizovat jako li-
nearni zobrazeni (zobrazuje pfimky na pifimky) afinnich prostorii, které
navic zachovava délici pomér ti¥i bodt. Existuji linedrni zobrazeni, kterd
nezachovavaji délici pomér t¥i bodu, napr. stredové projekce. &

Priklad 2.1.1. VSechna shodné a podobné zobrazeni, se kterymi jsme se
setkali na stfedni Skole, jsou afinni zobrazeni. Podobné také rovnobézné
promiténi prostoru (dimenze 3) do roviny, které se pouziva v konstrukéni
geometrii, je afinni zobrazeni. Stfedové promitani prostoru do roviny neni
afinni zobrazeni. Q

Véta 2.1.1. Zobrazeni f : A — A’ je afinni prdvé tehdy, kdyz

AC=A\BC = [(A)f(C)=M(B)f(C), (2.1.1)
kde A,B,C € A.

Dikaz. Nejdiive ukdzeme, ze pro afinni zobrazeni je splnéna implikace
(2.1.1). Jsou-li A, B, C' € A t¥i rizné kolinedrni body, spliuje A = (C; A, B),
0 # X # 1, pfedpoklad implikace (2.1.1). Podle Definice 2.1.1 jsou bud
f(A)=F(B)=f(C), atedy f(A)f(C) = 0= Af(B)f(C), nebo f(A), f(B),
f(C) jsou tfi rtzné kolinearni body takové, ze A = (f(C); f(A), f(B)), tj. z
definice déliciho poméru f(A)f(C) = Af(B)f(C). Implikace (2.1.1) je tedy

splnéna.

Necht naopak plati implikace (2.1.1) pro libovolnou trojici bodu A, B, C
€ A splnujici predpoklad. Pokud jsou body A, B,C ruzné, musi byt z
predpokladu implikace kolinedrni a A = (C;A,B), 0 # A # 1. Pokud

—_——

f(A) = f(C), dostaneme o = A\f(B)f(C), tj. f(B) = f(C). Podobné, pro
f(B) = f(C), dostaneme o = f(A)f(C), tj. f(A) = f(C). Kone¢né, pro
f(A) = f(B), dostaneme f(A)f(C) = Af(A)f(C). To je mozné bud pro
A =1, coz je ale ve sporu s pfedpokladem, nebo f(A) = f(C). Dohromady
tak dostavame, ze podkud splyvaji dva z bodu f(A), f(B), f(C), musi s
nimi splyvat i tfeti. Nechf jsou koneéné vSechny body f(A), f(B), f(C) €
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A’ rizné, potom f(A)f(C) = Af(B)f(C) je ekvivalentni s tim, Ze jsou tyto
body kolinearni a A = (f(C); f(A), f(B)). Je tedy f spliujici implikaci
(2.1.1) afinni zobrazeni. O

Véta 2.1.2. Necht f: A— A je afinni zobrazeni. Potom pravidlo

— _
wr(AB) = f(A)f(B)
urcuge linedrni zobrazeni ¢y ze Z(A) do Z(A').

Diikaz. Nejdiive se musi ukézat, Ze s je korektné definované zobrazeni,
tj. Ze nezavisi na umisténi vektoru u = AB. Necht C'—ﬁ je jiné umisténi
vektoru u. Z ekvipolence to nastava pravé tehdy, kdyz stfedy tsecek AD a
BC splyvaji (viz Obr. 2.1.1).

Protoze afinni zobrazeni zachovava délici
pomér, zobrazi stied tsecky opét do stredu
usecky (stfed usecky je bod s délicim pomé-
rem minus jedna vzhledem ke krajnim bo-
dim). Odtud je bod f(S) spoleénym stiedem
usecek f(A)f(D) a f(B)f(C), a tedy vektory
f(A)f(B) a f(C)f(D) jsou umisténim téhoz Obr. 2.1.1
vektoru ¢ (u). Je tedy ¢s korektné definované zobrazeni.

Nechf u = AB a v = BC jsou dva vektory. Podle druhého axiomu

— — —
afinniho prostoru je u+v = AB + BC = AC. Potom ¢¢(u) + ¢¢(v) =
FA(B) + [(BYf(C) = F(A)F(C) = ps(u+v) aje tedy splnéna prvni
podminka pro linearni zobrazeni.
— — —
Necht u = AB a v = AC jsou dva vektory takové, ze v = ku, tj. AC =
—

kAB. Odtud je podle Véty 2.1.1 f(A)f(C) = kf(A)f(B), coz znamen4, ze
or(u) = kps(v), a tedy ¢y je linedrni zobrazeni. O

Definice 2.1.2. Linedrni zobrazeni ¢; : Z(A) — Z(A') definované v
predchozi Vété 2.1.2 se nazyva asociované linedrni zobrazend afinniho zob-

razeni f: A — A

Poznamka 2.1.2. Asociované linedrni zobrazeni daného afinniho zobra-
zeni f je tedy jediné linedrni zobrazeni takové, ze komutuje nésledujici
diagram
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Afo—Xf»A’xA’

vf

Z(A) Z(A)

Ve Vété 2.1.2 jsme jednoznacné danému afinnimu zobrazeni f : A — A’
piifadili asociované linedrni zobrazeni ¢y : Z(A) — Z(A’). Opacné ale
dané linearni zobrazeni jesté neurcuje afinni zobrazeni.

Véta 2.1.3. Necht ¢ : Z(A) — Z(A') je linedrni zobrazeni a necht B € A
a B € A’ jsou libovolné body. Pak existuje jediné afinni zobrazeni f : A —
A takové, Ze f(B) = B’ a ¢ = 5.

Diikaz. Existence: Necht libovolny bod X € A mé vyjadieni X = B4+u =
—
B + BX. Definujme zobrazeni f : A — A’ pfedpisem

f(X)=B"+p(u). (2.1.2)

Ukazeme, ze f je afinni zobrazeni. Stac¢i dokazat platnost (2.1.1). Necht
— —
tedy X,Y, Z € A jsou tfi rizné body takové, ze XZ = \Y Z. Potom

F(X)f(Z) = }(2) — f(X) = B'+ ¢(BZ) — B' — ¢(BX)
= ¢(BZ — BX) = —p(ZX) = 9(X2)
= p(\YZ) = A\p(YZ) = A\p(YB + BZ)
= Mp(BZ) - ¢(BY)) = M(f(2) - B') - (f(Y) - B))
= \(f(2) — F(Y) = N[N F(Z).

Snadno se nahlédne, ze f(B) = B' a ¢y = ¢.

Jednoznacnost: Necht ¢ : A — A’ je afinni zobrazeni takové, ze g(B) =
B’ a ¢4, = ¢. Potom g(X) = g(B+u) = g(B)+¢4(u) = B’ +¢(u) a odtud
g=7f. O
Ozna¢me jako f(A) Gplny obraz afinniho prostoru A4, tj.
fA={X"eA|I3X e A: f(X)=X"}.

Véta 2.1.4. f(A) je afinni podprostor v A’.
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Dikaz. Zvolme libovolny bod B € A. Potom kazdy bod X € A je tvaru
X=B+uueZ(A),a

f(A) = {f(X) = [(B) + pp(u)[Vu € Z(A)} = {f(B);Im(py)},

tj. f(A) je afinni podprostor v A’ uréeny bodem f(B) a zaméfenim Im(yy).
0

Poznamka 2.1.3. Protoze f(.A) je afinni podprostor v A’, je dim(f(A)) <
dim A" a podobné je dim(f(A)) < dim A (to plyne z toho, Ze pro linedrni
zobrazeni ¢y je dim(Im(ypy)) < dim Z(A)). Pfitom dim(f(A)) = dimA
pravé tehdy, kdyz f je prosté, a dim(f(A)) = dim A" pravé tehdy, kdyz f
je surjektivni. &

Véta 2.1.5. Afinni zobrazeni f je prosté pravé tehdy, kdyZ jeho asociované
zobrazené€ ¢y je prosté. Afinni zobrazeni f je surjektivni prdave tehdy, kdyZ
jeho asociované zobrazené ¢y je surjektivni.

. N
Diikaz. Pro kazdé dva body X,Y € A plati f(X)f(Y) = ¢(XY). Neni-li
f prosté, existuji dva rizné body X,Y takové, ze f(X) = f(Y) a tedy
existuje nenulovy vektor u = XYy takovy, ze ¢(u) = o, tj. ¢ neni prosté.
Neni-li naopak ¢ prosté, existuje nenulovy vektor u takovy, ze pr(u) = o
a f(X+u) = f(X)+¢s(u) = f(X). Protoze X # X +u neni ani f prosté.
Dohromady tak dostavame, Ze f je prosté pravé tehdy, kdyZ ¢ je prosté.

Necht f je surjektivni zobrazeni a v/ € Z(A’) je libovolny vektor. Necht
K', I € A jsou takové body, 7 v/ — K'L'. Pak existuji body K, L € A
takové, ze f(K) =K', f(L) = L' a odtud ¢f(v) = v/, kde v = KL. Tedy
také ¢y je surjektivni. Nechf obrécené ¢y je surjektivni zobrazeni a Z € A’
je libovolny bod. Zvolme libovolny bod B € A a polozme v/ = f(B)Z.
Podle predpokladu existuje vektor v € Z(A) takovy, ze ¢(v) = v'. To ale
znamend, ze Z = f(B) + ¢¢(v) = f(B + V), a tedy f je surjektivni. O

Definice 2.1.3. Hodnosti afinniho zobrazeni f : A — A’ rozumime di-
menzi podprostoru f(A). Hodnost afinniho zobrazeni f budeme oznaco-
vat h(f).

Poznamka 2.1.4. ProtoZze hodnost afinniho zobrazeni je dana dimenzi
f(A), ktera je ddna dimenzi Imyy, je h(f) = h(py). &

Dusledek 2.1.1. Necht f: A, — A}, je afinni zobrazeni. Pak:
1.  fjeprosté < h(f)=n<m;
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2. f je surjektivni < n > h(f) = m;
3. f je bijekce < h(f) =n=m.

Dikaz. Vyuzijeme Vétu 2.1.4 a Poznamku 2.1.3.
1. f je prosté < n = dim A = dim f(A) < dim A" = m.
2. f je surjektivni & f(A) = A’ & m =dim A’ = dim f(A) < dimA =

3. Toto tvrzeni je pfimym disledkem 1. a 2. tvrzeni véty. O

Véta 2.1.6. Afinni zobrazeni f : A — A’ zobrazuje podprostor v A na
podprostor v A’ a zachovdvd rovnobéZnost podprostorii.

Diikaz. Necht B C A je podprostor uréeny bodem B a zaméfenim W, tj.
B ={B;W}.Potom X € B je ekvivalentni X = B+w, kde w € W. Odtud

f(B) ={f(B) + ¢s(w)lw € W}

a protoze Im(¢¢|W) = (W) je vektorovy podprostor v Z(A'), je f(B) =
{f(B); (W)} afinni podprostor v A’

Necht B = {B;W} a C = {C;U} jsou dva rovnobézné podprostory
v A. Piipomenime, ze B || C & W C UV U C W. Odtud (W) C
0r(U)V or(U) C @p(W), coz je ekvivalentni f(B) || f(C). O

Poznamka 2.1.5. Afinni zobrazeni nezachovava obecné dimenzi prostoru,
proto se napf. dvé rovnobézné pfimky zobrazi bud do rovnobéznych piimek
nebo na dva body, které ale chapeme také jako rovnobézné afinni podpro-
story. &

Véta 2.1.7. Je-li f: A— A afinni zobrazeni a B C A afinni podprostor,
je fIB : B — A afinni zobrazeni a jeho asociované linedrni zobrazent je

prlZ(B).

Diikaz. Toto tvrzeni je pfimym dtsledkem Definice 2.1.1 a Véty 2.1.1.
Opravdu, pokud plati (2.1.1) pro libovolné body A, B,C € A, plati to i
pro A, B,C € B C A. O

Véta 2.1.8. Necht f: A— A ag: A — A" jsou dvé afinni zobrazeni.
Potom go f: A— A" je opét afinni zobrazeni takové, Ze pgof = g0 .

Diikaz. Plati-li pro t¥i body A, B,C € A rovnost AC = )\B—C)', plati také
rovnost f(A)f(C) = Af(B)f(C) protoze f je afinni zobrazeni. Potom ale
také g(f(A))g(f(C)) = Ag(f(B))g(f(C)) protoze i g je afinni zobrazeni.
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Podle Véty 2.1.1 je tedy g o f afinni zobrazeni. Pro asociované linearni
’ -3 YT TS
zobrazeni dostaneme ¢gor(AB) = g(f(A))g(f(B)) = ¢4(f(A)f(B)) =

0g(7(AB) = (g 0 pf)(AB). O

Véta 2.1.9. (O uréenosti afinniho zobrazeni) Necht Ag,..., A, € A,
jsou libovolné body v obecné poloze a necht Ay, ..., Al € AL, jsou libovolné
body. Pak existuje prdvé jedno afinni zobrazeni f : A, — Al takové, Ze
f(Az) = A;, 1= 1,..‘,77/.

Diikaz. Predpoklad, ze body Ay, ..., A, € A, jsou v obecné poloze je ekvi-

valentni s tim, ze vektory AgAj,..., AgA, tvori bazi Z(A,). Definujme
—_ —_

zobrazeni ¢ : Z(A,) — Z(A},) pfedpisem p(AgA;) = AAL, i =1,...,n.

Podle Véty 1.1.2 je hodnotami na bézi urceno jediné line4drni zobrazeni ¢

a podle Véty 2.1.3 je predpisem

F(X) = Ay + (Ao X)

urceno jediné afinni zobrazeni, které mé zrejmé pozadované vlastnosti, pro-
toze

—_—
f(A) = 6+¢(M): L AGAL = AL
jak plyne z predpokladu. -

Poznamka 2.1.6. Afinni zobrazeni z afinni roviny A, je tedy uréeno ob-
razy tii bodd v obecné poloze (vrcholu trojuhelnika) a afinni zobrazeni z
afinniho prostoru As je uréeno obrazy ¢tyt bodit v obecné poloze (vrcholu
CtyFsténu). Specielné tak napi. dostdavame, Ze libovolné dva trojihelniky
NAABC a NA'B'C’ v Ay jsou afinni ve smyslu, ze existuje jediné afinni
zobrazeni Ay na sebe, které zobrazi AABC na NA'B'C'. O

Uloha 2.1.1. Nechf je déna afinni

rovina Aj, v ni pfimka p a smér L(s)

nerovnobézny s p. Dokazte, Ze zob-

razeni, které kazdému bodu X € A,

ptitadi bod X’ = pN{X;L(s)} je

afinni zobrazeni As na p.

Reseni: Necht X,Y, Z € As jsou tii

rizné body lezici na jedné piimce q. Obr. 2.1.2

Potom bud ¢ || s, a tedy X’ = Y’ = Z', nebo ¢ neni rovnobézna s s a
X")Y', Z" jsou t¥i rtizné kolinearni body (lezi na pfimce p). Musime jesté
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ukézat, ze napt. (Z;X,Y) = (Z'; X',Y’) (viz Obr. 2.1.2). To je ovSem di-
sledkem Véty 8.4 skript [HoJa|. Tato véta 1ikd, Ze jsou-li s1, s9, 3 t¥1 rizné
navzajem rovnobézné primky, potom je libovolna s nimi rtiznobézné primka
r protind v trojici bodt S; = s; N7 a délici pomér (S3; .51, 52) je konstantni,
nezavisly na volbé pfimky r. Aplikaci této véty na s; = {X; L(s)} || s2 =
{Y;L(s)} || ss ={Z; L(s)} a pfimky p, ¢ dostaneme pozadovany vysledek.
A

Uloha 2.1.2. V A, je ddn AABC a libovolné tii body A’, B’,C’. Urcete
obraz libovolného bodu X v afinnim zobrazeni Ay do As, které zobrazi
A— A Bw— B Cw— (.

Reseni: Ulohu vyfesime konstrukéné nejdiive pro obecny piipad, kdy jsou
body A’, B',C’ v obecné poloze (viz Obr. 2.1.3).

Obr. 2.1.3

Je-li bod X; totoZny s nékterym bodem A, B,C, je i jeho obraz Xj
totozny s piislusnym bodem A’, B’,C’ (na Obr. 2.1.3 je to bod B). Lezi-li
bod X3 na nékteré z primek uréené body A, B, C', nap¥. na piimce AC, lezi
jeho obraz na obrazu této piimky tak, Ze se zachova délici pomér vzhledem
k pfislusnym vrcholim. Tedy na p¥imce A'C’ existuje jediny bod X/, takovy,
ze (Xg; A, C) = (X5; A, C"). Koneéné, nelezi-li bod X3 na zadné z ptimek
urcené body A, B, C, spojime ho s libovolnym z téchto bodt, napf. s bodem
C, a ozna¢ime Y prusecik této spojnice s primkou uréenou zbyvajicimi
body, tj. body A, B. Podle pfedchoziho kroku existuje jediny bod Y’ na na
piimce A'B’, takovy, ze (Y; A, B) = (Y'; A, B') . Potom je bod X3 jediny
bod na pfimce C'Y” takovy, ze (X3;Y,C) = (X4; Y, C7).

Situace, kdy jsou body A’, B’,C’ kolinearni rtizné se vyiesi naprosto
stejneé.

Splyvaji-li nékteré dva z bodt A’, B, C’, napt. A’ = B’, pak kazdy bod
pfimky AB se zobrazi do bodu A’. Jinak je postup zachovan.

Pokud splynou vSechny body A’, B’,C’, je obraz libovolného bodu X
roven A’ A
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2.2 Analytické vyjadreni afinniho zobrazeni

Necht R = (P;ey,...,e,) je afinni repér v afinnim prostoru A4, a R’ =
(@Q;dy,...,d;,) je afinni repér v afinnim prostoru A/,. Uvazujme afinni
zobrazeni f : A, — A}, a jeho asociované zobrazeni ¢y : Z(A,) — Z(AJ,).
Oznacme jako [b1;. .. ; by,] afinni soufadnice bodu f(P) € A/, v repéru R/,
t].

F(P)=Q+)> bd;.
j=1

Oznacme (ay;; . .. ; ami) soufadnice vektoru ¢¢(e;) v bazi (dy,...,dp), tj.
m
gpf(ei):Zajidj, z':l,...,n.
j=1

Necht X € A, je libovolny bod, ktery mé v repéru R afinni soufadnice
[T1;. .. 52n], tj.

i=1
Soutadnice bodu f(X) € A, v repéru R' oznaéme [2'1;... ;2 n], t].
m
F(X)=Q+ ) a)d;. (2.2.1)
j=1

Na druhé strané

FX) = f(P+)_wie)) = f(P)+or(>_ wies)
i=1 =1
= f(P) + Z%’@f(ei) (2.2.2)
i=1

m n m
— Q‘Fijdj +Z$¢Zaﬂdj .
j=1 =1 Jj=1

Protoze je soutadnicové vyjadfeni bodu dano jednozna¢né, dostaneme po-
rovnanim soufadnicovych vyjadifeni (2.2.1) a (2.2.2) vztah pro soufadnice
bodt X a f(X) ve tvaru

n
x;:Zaﬂxi—Fbj, j=1...,m, (2'2‘3)
=1
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ktery budeme castéji psat maticove

/
x ail -+ Ay 1 b1

- A+ ] e
! b
Ly am1l *°° Omn Tn m

nebo symbolicky

(f(X))=A(X)+ B, (2.2.5)
Ty
kde (X) = | ! | oznacuje sloupcovou matici soufadnic bodu X vzhledem
In
)
k afinnimu repéru R a (f(X)) = (X') = | : | oznacuje sloupcovou matici
T

soutadnic bodu f(X) vzhledem k afinnimu repéru R’.

Naopak uvazujme redlnou matici A = (a;5) typu m/n, redlnou matici
B = (b;) typu m/1 a zobrazeni, které kazdému bodu X = [z1;... ;2] € A,
ptifadi bod f(X) = X' = [2/1;... ;2',,] € A}, takovy, ze

n
o= ajmi+b,j=1,...,m. (2.2.6)
i=1
Ukéi_e)me, ze ﬂ)e afinni zobrazeni. Uvazujme tfi body X,Y, Z € A,, takové,
ze XZ = MY Z. V soufadnicich to znamena, ze (z; — x;) = Az — i),
Vi = 1,...,n. Pro soufadnice [2'1;... ;2 0], [V 15 3¢ ml)s 215+ 52" m]
obrazi X', Y’ Z' bodu X,Y, Z pak dostaneme

n n n
/ /
Zj— Xy = E Qji%; =+ bj — ( E ;3% + bj) = E aj,-(zi — xz)
1=1 =1 i=1

=1
n n n
Zi —Y; = Z QjiZ; + b] (Z ajiYy; + b]) = Z a’]l(zl yz) s
i=1 =1 i=1

—_— —
tj. X'Z' = \Y'Z' a podle Véty 2.1.1 je f afinni zobrazeni.

Predchozi tvahy tak muZzeme shrnout do nasledujici véty.
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Véta 2.2.1. Necht jsou ddny afinni repéry R = (P;e1,...,e,) v A, a
R =(Q;dy,...,dp) v A,,. Je-li f: A, — A, afinni zobrazeni, pak exis-
tuje redlnd matice A = (a;j) typu m/n a redlnd matice B = (b;) typu m/1
takové, Ze pro soufadnice bodu X = [x1;...;2,] a f(X) = [2'15... ;2" n]
plati vztah (2.2.4).

Naopak, je-li A = (a;;) redlnd matice typu m/n a B = (b;) redlnd
matice typu m/1, je zobrazeni, které kazdému bodu X = [x1;... ;2,] € A,
priradi bod f(X) = X' = [2/1;... ;2'm] € AL, takovy, Ze

n
i=1

afinni zobrazend. O

Definice 2.2.1. Vztahy (2.2.3) — (2.2.5) se nazyvaji souradnicovym vy-
jadrenim nebo souradnicovymi rovnicemi afinniho zobrazeni f vzhledem
k danym afinnim repérim R a R’.

Poznamka 2.2.1. Pii pevné zvolenych afinnich repérech v A, a A}, je

tedy vztah mezi afinnimi zobrazenimi a maticemi A, B vzijemné jedno-
znacny. Z vySe popsaného popisu souradnicového vyjadfeni afinniho zob-
razeni vyplyva, jaky je geometricky vyznam matic A, B. Matice A je typu
m/n a jeji sloupce jsou soufadnice vektort yr(e;) € Z(Aj,) vzhledem k
bazi (di,...,d;,). Sloupcovd matice B typu m/1 je tvofena soufadnicemi
bodu f(P) € Al vzhledem k repéru R/, tj. B = (f(P)). o

Poznamka 2.2.2. Afinni repér R v A, (respektive R’ v Al ) je mozno
chépat jako bijekci R : A, — R" (respektive R’ : A/ — R™), [HoJa]. Sou-
fadnicové vyjadfeni afinntho zobrazeni f : A, — A/ je potom zobrazeni z
R" do R™, které je dano sloZenim zobrazeni R’ o foR ! podle nasledujiciho
diagramu

R_l

Ay R™

f &

R/
A, e R

Definice 2.2.2. Matice A v (2.2.5) se nazyva matice afinniho zobrazeni
f vzhledem k danym afinnim repérim R a R’.
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Poznamka 2.2.3. Z definice hodnosti afinniho zobrazeni je ziejmé, Ze
h(f) = h(A), kde A je matice zobrazeni vzhledem k libovolnym repértim.

¢

Priiklad 2.2.1. Mnozinu realnych ¢isel R mtzeme chapat jako jednoroz-
mérny afinni prostor. Potom linedrni funkce f(z) = az + b je vlastné afinni
zobrazeni f : R — R. Q@

N—
Uvazujme vektor u = XY = (ug;... ;u,) € Z(Ay). Z definice asocio-
vaného linearniho zobrazeni je v soufadnicich

(pf(u)) =AY)+ B - (AX)+B)=A((Y) - (X)) = A(u),

tj. soufadnicové vyjadfeni asociovaného linedrniho zobrazeni ¢y je tvaru

Uy air - Qain Uy
= : o (2.2.8)
u;n am1 Amn Up,
nebo maticové
(u') = A(u), (2.2.9)
ul
kde (¢f(u)) = (u') = | : | oznacuje sloupcovou matici souradnic vektoru
/
um

¢¢(u) vzhledem k afinnimu repéru R’. Matice A je tedy soucasné i matici
@ v béazich (eq,...,e,) na Z(Ay,) a (di,...,dy) na Z(A),).

Matice A, B pfifazené afinnimu zobrazeni zavisi na zvolenych afinnich
repérech. V nasledujici vété si ukazeme, jaky je vztah mezi maticemi téhoz
afinniho zobrazeni v riznych afinnich repérech.

Véta 2.2.2. Necht R, R jsou dva afinni repéry na A, a R', R’ jsou dva
afinni repéry na Al,. Oznacéme transformacni rovnice prechodu od repéru
R k repéru R maticove (X) = K(X)+ L a transformacéni rovnice prechodu
od repéru R’ k repéru R’ maticové (X') = M(X')+N. Necht f: A, — Al
je afinni zobrazeni, které md souradnicové vyjddreji vzhledem k repérum R
a R ddno maticové (X') = A(X) + B a souradnicové vyjadreji vzhledem k
repérim R a R’ je ddno maticové (X') = C(X) + D. Pak

C=M"1AK, D=M'YAL+B-N). (2.2.10)
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Dikaz. Do maticové rovnice f vzhledem k repérim R a R’ dosadime na
levou stranu transformac¢ni rovnice pfechodu od repéru R’ k repéru R’ a
na pravou stranu transformacni rovnice prechodu od repéru R k repéru R.
Dostaneme
MX)+N=AKX)+L)+B.
Protoze je matice M reguldrni, dostaneme odtud tapravou
(X')= M *AK(X)+ M *(AL+ B - N),

coz je maticovy zapis soufadnicového vyjadieni f vzhledem k repériim R
a R’. Porovnanim s ptivodnim zapisem potom dostaneme tvrzeni véty. [J

Protoze souradnicové vyjadireni afinniho zobrazeni je zavislé na zvole-
nych afinnich repérech, zajima nas, zda neni mozné zvolit afinni repéry tak,
aby mélo afinni zobrazeni nejjednodussi mozné rovnice. Dostavame vétu.
Véta 2.2.3. Necht f: A, — A;, je afinni zobrazeni hodnosti h. Potom
existuji takové afinni repéry R = (P;eq,...,e,) v A, a R = (Q;d1,...,dy)
v A, Ze vzhledem k témto repérim md f souradnicové vyjadient

a:’lza:l, :c’h+1 =0,
(2.2.11)
:E;l =xyp, ., =0.

Dikaz. Afinni repér R = (P;ey,...,e,) v A, zvolime libovolné tak, aby
vektory ej, 7 = h+1,...,n, lezely v Ker(yps). To znamena ze vektory
wr(ei), i =1,...,h, jsou linedrné nezavislé a tvoii bazi v Imp; C Z(A),)).
Afinni repér R' = (Q;dy,...,d,,) v A, volime néasledujicim zptsobem.
Q= f(P),di=y¢(e;),i=1,...,h,dj, j =h+1,...,m, volime libovolné
tak aby (di,...,d,,) byla baze Z(A],). V takto zvolenych repérech mé f
uvedené rovnice (2.2.11). O

Poznamka 2.2.4. Afinni repéry ztotoznuji afinni prostor A,, s R™ a afinni
prostor A/, s R™. Potom z pfedchozi Véty 2.2.3 a Poznamky 2.2.2 vyplyva,
ze soufadnicové vyjadreni injektivniho afinniho zobrazeni f : A, — A/ .
h(f) = n < m, je ve vhodné zvolenych soutadnicich vlastné kanonické
vlozeni R™ do R™, kdy uspofaddanou n-tici [x1;... ; z,] doplnime na m-tici
redlnych ¢isel nulami, tj. [z1;... ;2,] — [z1;... ;20;0;...50].

Podobné pro surjektivni afinni zobrazeni, kdy h(f) = m < n, je ve
vhodnych souradnicich toto zobrazeni vyjadfeno jako kanonickd projekce
R™ na R™, kdy z uspofadané n-tice [z1;. .. ; x,] vezmeme pouze prvnich m
¢lenti a ostatni vynechdme, tj. [Z1;... ;Zm; Tmt1;- -3 Tn] — [T15. .. 5 Tm).

&
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Véta 2.2.4. Necht na afinnim prostoru A, je ddn repér R, na afinnim
prostoru Ay, je ddn repér R’ a na afinnim prostoru A"}, je ddn reper R".
Necht f : A, — Al je afinni zobrazeni, které md vzhledem k repérim
R a R’ maticové vyjdadieni (X') = A(X) + B. Necht g : A}, — A}, je
afinni zobrazend, které md vzhledem k repérim R’ a R maticové vyjadrent
(X"") = C(X') + D. Pak afinni zobrazeni g o f : A, — A',, md vzhledem k
repérim R a R maticové vyjadient

(X") = CA(X)+CB+D. (2.2.12)

Diikaz. Staci dosadit z maticového vyjadieni f do maticového vyjadieni
g- O

Poznamka 2.2.5. Matice sloZeného zobrazeni g o f je tedy soucin ma-
tic ptivodnich zobrazeni v pfislusném poradi. Protoze B je matice tvoiena
soufadnicemi obrazu pocatku repéru R v zobrazeni f, je matice C B+ D ob-
razem pocatku repéru R v zobrazeni go f, a to je v souladu s geometrickym
vyznamem téchto koeficientd popsanym v Poznamce 2.2.1. &

Uloha 2.2.1. Afinni zobrazeni f : Ay — Ajs je dédno obrazy tii bodi
Aq, Ag, A3z v obecné poloze. Urcete rovnice tohoto zobrazeni jestlize vzhle-
dem k néjakym afinnim repériv R v A2 a R v Az je A1 = [1;1] —
Al = [4,4,0], Ay = [-1;1] — A, = [2;8;0], A3 = [-1;—-1] — A} =
[—2;2;—2].

Reseni: Ozna¢me jako obvykle afinni soufadnice na As jako [r;y] a na
Ajs jako [2';y/; 2']. Potom rovnice afinniho zobrazeni f : Ay — A3 jsou dny

maticoveé
/
x a1 a2 b1
, x
Y| = a2 a2 < >+ bo
!
z asy as b3

Dosazenim soufadnic bodi A; na pravou stranu a soufadnic bodi A} na
levou stranu soutradnicovych rovnic dostaneme soustavu deviti nehomogen-
nich linedrnich rovnic pro devét koeficientt a;j, b;, i = 1,2,3, j = 1, 2. Tato
soustava se rozpadne na t¥i soustavy pro koeficienty jednotlivych radku a
tyto soustavy maji stejnou matici zhomogenizované soustavy. Daji se tedy
fesSit soucasné upravami matic. Dostaneme

1 11 4 4 0 1 00 1 —2 0
-1 11 2 8 0O]~10 1 0 2 3 1
-1 -1 1 —2 2 —2 0 01 1 3 -1
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Sloupce za ¢arou odpovidaji nezndmym prislusného fadku matic A a B a
souradnicové rovnice zobrazeni f je tvaru

x 1 2 . 1
y|l=1-2 3 ( > +1 3
2 0o 1/ \Y 1

Praktickd pozndmka: PTi Gpravé matice soustavy na schodovity tvar je
vyhodné prevést matici pfed Carou az na jednotkovou matici. Potom za
¢arou dostaneme pirimo vysledek. Ve sloupcich za ¢arou jsou koeficienty
prislusnych fadkt matic A a B. A

Uloha 2.2.2. Urcete maticovou rovnici afinniho zobrazeni f : A3 — As,
jestlize jsou v soufadnicich vzhledem k pevnému afinnimu repéru R =
(P;e1,eq,es) dany obrazy ¢r(vi), ¢f(va), ¢f(vs) vektortt vq,va, vs v ho-
momorfismu ¢; asociovaném s f a obraz f(R) = R’ bodu R : vi =
(1,1;0) = @p(vi) = (1;2;0), v2 = (=10;2) = ¢r(va) = (1;1;-4),
vy =(2;1;-1) — ¢s(v3) = (1;1;3), R=[0;-1;3] —» R =[2; -3; —1].

Reseni: 1. metoda: Jestlize je (X') = A(X) + B maticova rovnice afin-
niho zobrazeni f : A3 — Ag, kde (X) a (X)’ jsou sloupcové matice sourad-
nic bodu X a f(X) = X’ vzhledem k afinnimu repéru R, pak (u’) = A(u) je
maticova rovnice linearniho zobrazeni ¢ : Z(A3) — Z(As) asociovaného s
f. Uréime nejdiive matici A. Dosazenim soufadnic vektord v;, i = 1,2, 3, do
pravé strany a soufadnic vektorti ¢ ¢(v;) do levé strany soufadnicového vy-
jadfeni ¢y dostaneme soustavu deviti nehomogennich linedrnich rovnic pro
devét neznamych koeficientit matice A. Tato soustava je regularni (plyne z
nezavislosti vektor vi,vs,v3) a rozpadne se na tii soustavy po tfech ne-
znamych koeficientech jednotlivych radki. Protoze jsou matice zhomogeni-
zovanych soustav stejné, daji se tyto tii soustavy fesit soucasné upravami
matic. Dostaneme

11 0 1 2 0 1 00 1 -1 2
-1 0 2 1 1 —4]1~10 1 0 0 3 -2
21 -1 1 1 3 0 01 1 0 -1

Sloupce za ¢arou odpovidaji nezndmym pfislusného fadku matice A, tj.

1 0 1
A=1-1 3 0
2 -2 -1
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Matici B nyni dostaneme dosazenim soufadnic R a R’ do obecné rovnice
afinntho zobrazeni, tj. B = (R’) — A(R), coz v naSem piipadé dava

2 1 0 1 0 ~1
B=|-3|-(-1 3 o]|-1]=[ o
~1 2 -2 -1 3 0

Maticova rovnice afinniho zobrazeni je tedy

x 1 0 1 T -1
Jl=1-1 3 o]ly]+[ o
2! 2 -2 -1 Yy 0

II. metoda: Vime, Ze ve sloupcich matice A jsou soufadnice vektoru
)
©¢(e;). Zadani obrazii vektort v; se da interpretovat také vektorovymi
rovnicemi

pr(e1) + ¢rlez) =e1 + 2e,
—py(er) +¢r(es) =e1+ ey —4es,
2pp(e1) + @r(ex) —py(es) =e1 + e+ 3es,

odkud tpravami dostaneme
pr(er) =er — ez + 2es,

<pf(e2) = 362 — 263 y
pr(es)

€] —e3,

a tedy matice A je stejnéd jako pri I. metodé. Matice B se ur¢i naprosto
stejnym zptsobem jako v I. metodé.

ITI. metoda: Protoze jsou vektory v;, ¢ = 1,2, 3, linedrné nezavislé, jsou
body R, R+ vi, R+ va, R+ vs v obecné poloze. Protoze zndme jejich sou-
fadnicové vyjadieni i soutadnicova vyjadieni jejich obrazti, mizeme pouzit
metodu popsanou v feseni Ulohy 2.2.1. Vysledné rovnice budou totozné
jako v I. medodé. A

Uloha 2.2.3. Ztransformujte rovnice afinniho zobrazeni f z Cviceni 2.2.1
do novych repérit R = (P;e1,es) v Ay a R’ = (Q;d1,da,d3) v Az, kde ve
starych soufadnicich je P = [1;1], e; = (1;2), e2 = (—1;1), Q = [1;0;1],
di = (2;1;2), d2 = (0;1;1), d3 = (1;2;0).

Resend: Transformaéni rovnice pro soufadnice pii prechodu od afinniho
repéru R k repéru R v Ay (respektive od afinniho repéru R’ k repéru R’ v
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As3) jsou tvaru

x 1 -1\ [z 1 x 2 0 1 z 1
< > - <2 1) <_> + <1> ) reSpektiVe y/ = 1 1 2 g/ + 0
’ ’ 2 2 1 0/) \z 1

Dosazenim transformacnich rovnic v Az do levé strany a transformacnich
rovnic v Ay do pravé strany v rovnicich f dostaneme

2 01 T’ 1 1 2 1 —1\ /2 1 1
1 1 21|y |+0]=(-2 3 [(2 1) (>+<1>}+ 3],
2 10/ \# 1 01 Y -1
odkud uréime (X’) tim, Ze vynasobime obé strany maticové rovnice matici
1 2 -1 1 2 01
-1 -4 2 3 |, ktera je invezni matici k matici {1 1 2 |. Po roz-
5 1 2 =2 210
nasobeni a Upravé dostaneme maticovou rovnici f v novych repérech ve
tvaru . 0 3
T _
7l =L-2 o <f)+1 6. A
2] S\ 9 o9 2\ 4

2.3 Modul afinniho zobrazeni, grupa afinit

V této a nasledujicich ¢astech skript se budeme zabyvat afinnimi zobraze-
nimi n-rozmérného afinniho prostoru na sebe. V soufadnicich potom vy-
jadfujeme afinni zobrazeni pouze vzhledem k jednomu afinnimu repéru a
matice zobrazeni je ¢tvercova matice fadu n.

Véta 2.3.1. Necht md afinni zobrazeni v néjakém afinnim repéru souradni-
cové vyjadreni f(X) = A(X)+ B. Potom ¢islo |A| je nezdvislé na zvoleném
repery.

Diikaz. Mé&jme na A, dva repéry R a R’. Necht @ je matice pfechodu od
prvniho repéru k druhému, a necht (f(X)) = A(X) + B je soufadnicové
vyjadieni afinniho zobrazeni f vzhledem k repéru R a (f(X)) = C(X)+ D
je souradnicové vyjadieni f vzhledem k repéru R’. Potom podle Véty 2.2.2
je C = Q1AQ a odtud

1

C1=1Q71AQ| = Q71| - |A]- Q| = il Al -1QI = |A]. 0
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Definice 2.3.1. Cislo |A|, které je jednozna¢né piitazeno afinnimu zob-
razeni f, se nazyva modul afinniho zobrazeni a znac¢ime ho m(f).

Véta 2.3.2. Necht f,qg jsou dvé afinni zobrazeni na A,. Potom

m(fog)=m(go f)=m(f) -m(g).

Dikaz. Méjme v néjakém repéru zobrazeni f a g dana maticovymi rovni-
cemi (f(X)) = A(X) + B, (9(X)) = C(X) + D. Potom ((f o )(X)) =
ACX)+ D)+ B=AC(X)+ AD+ B am(fog) =|AC| = |A]-|C| =
m(f)-m(g). Podobné ((go f)(X)) = C(A(X)+B)+D =CA(X)+CB+D
am(go f)=|CAl=|C|-|A] = |A]-|C]=m(f) -m(g). O
Mezi afinnimi zobrazenimi A, na sebe hraji vyznamnou roli ta zobra-
zeni, jejichz modul je nenulovy, tj. jejichz matice v libovolném repéru je
regularni. Tyto afinni zobrazeni se nazyvaji requldrni afinni zobrazeni.

Definice 2.3.2. Vzajemné jednoznacné afinni zobrazeni n-rozmérného
afinniho prostoru 4,, na sebe se nazyva afinni transformace nebo afinita
prostoru A,.

Poznamka 2.3.1. Afinita prostoru 4, je regularni zobrazeni, protoze jeho
matice je regularni. To vyplyva z toho, Ze je-li afinni zobrazeni f bijekce
na A,, je jeho hodnost rovna n a odtud vzhledem k libovolnému repéru je
n = h(f) = h(A) < |A] £ 0. o

Véta 2.3.3. Vsechny afinity afinniho prostoru A, tvori grupu vzhledem k
operact skladdni zobrazeni.

Dikaz. Slozenim dvou afinit je opét afinita (to je dusledek toho, Ze slo-
zenim dvou bijekci je bijekce a slozenim dvou afinnich zobrazeni je afinni
zobrazeni - Véta 2.1.8) a identita je afinita. Staci tedy ukéazat, Zze pro li-
bovolnou afinitu je i f~! afinita. Uvazujme libovolné tfi rtizné kolinearni
body X', Y'",Z" € A, takové, ze A = (Z'; X', Y’). Ozna¢me X vzor bodu
X' v zobrazeni f (protoze f je bijekce, je X uréen jednozna¢né) a Y vzor
bodu Y’. Ozna¢me Z bod na pfimce XY takovy, ze A = (Z; X,Y). Potom
také A = (f(Z2); f(X), f(Y)) = (f(Z); X', Y"), atedy f(Z) = Z' a odtud je
f~1 afinita. O

Poznamka 2.3.2. Pii oznadeni z dikazu pfedchozi véty je pro afinitu f
asociované linearni zobrazeni urceno ¢ (XY) = X'V a ;1 (X'Y') = XY
Protoze ¢y je bijekce, je gOf_l = pp-1. O
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Definice 2.3.3. Grupu vSech afinnich transformaci n-rozmérného afin-
niho prostoru A,, nazyvame afinni grupou nebo grupou afinit prostoru A,
a znacime (A, o).

Véta 2.3.4. Necht afinita f : A, — A, md vzhledem k afinnimu repéru
R v A, soutadnicové vyjddrent

(X)) = A(X) + B,
pak f~1 md souradnicové vyjddient
. xh)=4a"1(x)-4"'B.

Diikaz. Protoze f je bijekce, je matice A regularni a z rovnic f vynasobenim
A~1 dostaneme tvrzeni véty. O

Veéta 2.3.5. Zobrazeni m, které priradi afinité f jeji modul, je grupovy
homomorfismus z (A,,0) do (R —{0},-).

Drikaz. Tato véta je dusledkem Véty 2.3.2. 0

Vyuzitim toho, Ze tiplnym vzorem libovolné podgrupy v (R — {0}, ) je
podgrupa v (2,,0), mizeme definovat nékteré vyznamné podgrupy grupy
afinit. Uvazujme v (R — {0},-) podgrupu kladnych realnych ¢isel (RT,-).
Odpovidajici podgrupa v grupé afinit je podgrupa vsSech afinit (zna¢ime
(A, T, 0)), jejichz modul je kladny, tj. m(f) > 0. Takovéto afinity budeme
nazyvat primé afinity. Naopak afinity, jejichZ modul je zaporny, budeme
nazyvat neprimé afinity. Snadno se vidi, Ze slozenim dvou nepfimych afinit
je pfimé afinita a tedy nepfimé afinity grupu netvofi. Geometricky vy-
znam primé a nepfimé afinity je néasledujici. Uvazujme afinni repér R =
(Pset1,...,e,) v Ay. Potom (f(P);pf(e1), - ,¢r(en)) je také afinni repér
v A, a matice A afinniho zobrazeni f vzhledem k repéru (P;eq,...,e,) je
matici pfechodu od prvniho repéru k druhému. Pokud je |A| > 0, tj. f je
primé afinita, jsou oba repéry souhlasné orientované, a tedy prima afinita
zachovéava orientaci prostoru. Pokud je naopak |A| < 0, tj. f je nepfima
afinita, jsou oba repéry opacné orientované, a tedy nepfimé afinita méni
orientaci prostoru.

Uvazujme v (R — {0}, ) kone¢nou podgrupu ({1; —1},-). Odpovidajici
podgrupa v grupé afinit je podgrupa vsech afinit (znacime (&,,0)), jejichz
modul je roven 1 nebo (—1), tj. m(f) = £1. Takovéto afinity budeme na-
zyvat ekviafinni zobrazeni A,. Geometricky vyznam ekviafinnich zobrazeni
si ukdzeme pozdéji v Casti 7.
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Uloha 2.3.1. Necht A, B,C,D jsou &tyfi body v obecné poloze v As.

Afinita f : A3 — Ajz je déna obrazy A— C, B—~ D, 6 C— B, D— A.
— —— —

Urcete rovnice f vzhledem afinnimu repéru R = (A; AB, AC, AD). Zjistéte,

zda je f pfimé nebo nepiima afinita. Urcete rovnice f~1.

Reseni: V daném afinnim repéru je A = [0;0;0], B = [1;0;0], C =
[0;1;0], D = [0;0; 1] Soufadnicové rovnice f muzeme urcit nékterou z
metod poumtych v Uloze 2.2. 1 nebo 2.2.2. Pouzueme II. metodu Ulohy
2.2.2. MameAB»—>CD (0;—1;1), AC +— CB = (1;—1;0), AD — CA =

(0; —1;0). Odtud dostavame prlmo rovnice f ve tvaru
x’ 0 1 0 x 0
y]=1-1 -1 1| |y]|+[1
2! 1 0 0 z 0
Protoze je |A| = —1, je modul afinity zdporné ¢islo a f je nepfimé

afinita, ktera je navic ekviafinnim zobrazenim.

Inverzni afinitu mizeme urcit dvojim zpusobem.

a) Ze zadani je jasné, Ze f~! je uréeno obrazy A+ D, B+ C, C s
A, D — B. Potom postupujeme stejné, jako pri urCovani rovnic f, tj.
— — — — — —
AB+— DC = (0;1;-1), AC— CA = (0;0;—-1), AD — DB = (1;0; 1), a
dostaneme soufadnicové vyjadieni f~! ve tvaru

x 0 0 1 x 0
Jl=( 1 o o]ly|+]o0
2 -1 -1 -1 z 1

b) Soufadnicové vyjadieni f~! mizeme také dostat z rovnic f vynéso-
benim matici inverzni k matici A. A

2.4 Samodruzné prvky afinniho zobrazeni

V této casti skript budeme studovat samodruzné Gtvary afinniho zobrazeni
f:+ A— A. Definujme nejdfive samodruzné utvary pro libovolné zobrazeni.

Definice 2.4.1. Necht M je neprédzdnd mnozina a f : M — M je zob-
razeni. Prvek X € M nazyvame samodruznym prvkem (pevnym prvkem)
zobrazeni f, jestlize f(X) = X.

Neprézdné podmnozina U C M se nazyva silné samodruznd podmno-
zina zobrazeni f, je-li f(X) = X pro vSechna X € U.

Neprézdné podmnozina U C M se nazyva slabé samodruzna podmno-
zina zobrazeni f, je-li f(U) C U a U neni silné samodruzna. Jinymi slovy
f(X) € U pro vSechna X € U a existuje Y € U takovy, ze f(Y) # Y.
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Poznamka 2.4.1. Silné samodruznd podmnozina néjakého zobrazeni je
tedy samodruzna prvek po prvku, kdezto slabé samodruzna podmnozina je
samodruzné jen jako celek, jeji jednotlivé prvky nemusi byt samodruzné.

Aplikujme nyni pfedchozi Definici 2.4.1 na afinni zobrazeni f : A, —
A,. V tomto ptipadé hovoiime o samodruznych (pevnych) bodech afinniho
zobrazeni f.

Véta 2.4.1. Pokud md afinni zobrazeni samodruzné body, je mnozina sa-
modruznych bodi afinnim podprostorem v A,,.

Diikaz. Necht ma f alespon jeden samodruzny bod, napf. A. Pokud nemé f
jiz dalsi samodruzné body, je mnozina samodruznych bodt 0-dimenzionalni
podprostor tvoreny jedinym bodem A.

Necht méa f dalsi samodruzny bod B # A. Potom kazdy bod pfimky
p(AB) je samodruzny. Opravdu, pro X € p(AB), A # X # B, je z AX =
ABX pro néjaké 0 # A # 1 podle Véty 2.1.1 F(A)F(X) = Af(B)f(X) <
AF(X) = ABS(X). Odtud je f(X) € p(AB) a (f(X); A, B) = (X; A, B),
coz je mozné pouze pro f(X) = X. Pokud jiz neexistuje samodruzny bod
nelezici na pfimce p(AB), je mnozina samodruznych bodt pravé piimka
p(AB), tj. podprostor dimenze jedna.

Pokud existuje samodruzny bod C|, ktery nelezi na piimce p(AB), je
podle predchozi kostrukce libovolny bod pfimek uréenych bodem C a li-
bovolnym bodem piimky p(AB) také samodruzny. Tyto body tvofi rovinu
p(ABC') samodruznych bodu. Pokud jiz neexistuje samodruzny bod nelezici
v roviné p(ABC), je mnozina samodruznych bodt pravé rovina p(ABC),
tj. podprostor dimenze dva.

Vyse popsanym zptisobem tak dojdeme po konec¢ném poctu kroki, ze
mnozina samodruznych bodu afinniho zobrazeni f je podprostor dimenze
k<n. O

Popisme nyni vypocet samodruznych bodt v souradnicovém vyjadieni
afinniho zobrazeni vzhledek k libovolnému repéru R v A,,. Predpokladajme,
Ze ma f soutadnicové vyjadieni (X') = A(X)+ B. Potom pro samodruzny
bod X je (X') = (X) a dostaneme

(A— E,)(X)+ B = (0), (2.4.1)

kde E, je jednotkovd matice fadu n a (0) je sloupcovd matice tvorena
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nulami. Po rozepsani dostaneme tuto soustavu ve tvaru

(a11 — Dx1 +ajpze + -+ apxn + b1 = 0,
ag1x1 + (aga — D)axg + -+ agpxy +b2 = 0

(2.4.2)
11 + ap2xa + -+ (app — D + b, = 0.

Je zfejmé, Ze mnozina feSeni soustavy (2.4.2) je opravdu podprostor v
A, coz je v souladu s Vétou 2.4.1.

Véta 2.4.2. Pokud md afinni zobrazeni f alespon jeden samodruzny bod,
pak existuje takovy afinni repér R v A, Ze f md vzhledem k tomuto repéru
soutadnicové vyjadrent

(F(X)) = A(X). (243
Dikaz. Je-li R = (P;eq,...,e,) afinni repér a pocétek je samodruzny bod
f, tj. f(P) = P, pak tvrzeni plyne z P = [0;...;0]. O

Definice 2.4.2. Necht f je afinni zobrazeni prostoru .4, do sebe a ¢y
je jeho asociované linearni zobrazeni. Viastnim smérem, respektive vlast-
nim vektorem, respektive vlastnim c¢islem, afinniho zobrazeni f rozumime
vlastni smér, respektive vlastni vektor, respektive vlastni ¢islo, asociova-
ného linedrniho zobrazeni ;.

Pfipomenme, jak je definovan vlastni smér, vlastni vektor a vlastni ¢islo
linedrniho zobrazeni ¢y : Z(A,) — Z(Ay). Viastni smer linearniho zobra-
zeni ¢y je jednodimenzionalni podprostor L(u), ktery je invariantni vzhle-
dem k ¢y, tj. ¢¢(L(u)) C L(u). Nenulovy vektor u, ktery generuje vlastni
smér, se nazyva vlastni vektor linedrniho zobrazeni ¢y a musi pro néj platit
@¢(u) = Au. Realné ¢islo A z predchoziho vyjadfeni se nazyva vlastni c¢islo
linedrniho zobrazeni ¢ piislusné vlastnimu vektoru u.

Poznamka 2.4.2. 7Z geometrického vyznamu vlastniho sméru vyplyva, ze
pfimka, jejiz zaméfeni je vlastnim smérem, se zobrazi bud do bodu (pro
nulové vlastni ¢islo) nebo se zobrazi na pfimku rovnobéznou. &

Vyjadfeme nyni podminky pro vlastni sméry v libovonych soutadnicich.
Necht vzhledem k libovolnému repéru v A,, ma ¢ soufadnicové vyjadieni
(u’) = A(u). Podminka ¢ f(u) = Au pro vlastni vektor je nyni tvaru A(u) =
A(u), coz upravime na tvar

(A — AE,)(u) = (o), (2.4.4)
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kde E, je jednotkovd matice fadu n a o je nulovy vektor. (2.4.4) jsou
maticovym zapisem soustavy homogennich linearnich rovnic

(a11 — )\)ul + ajoug + - +apu, = 0,
ag1uy + (ag2 — Nug + -+ + agpu, = 0,

_ (2.4.5)
an1uy + apgus + -+ (app — Nu, = 0.

Protoze podle predpokladu musi byt vlastni vektor nenulovy, musi mit
soustava (2.4.5) nenulové feseni a tedy determinant matice soustavu (A —
AE,,) musi byt nulovy.

Véta 2.4.3. Hodnota determinantu |A — \E,| je nezdvisla na zvoleném
afinnim repéru v A,,.

Diikaz. Je-li R’ jiny repér v A, a Q je matice pfechodu od repéru R k re-
péru R’, je podle Véty 2.2.2 matice ¢ s vzhledem k repéru R’ tvaru Q1AQ.
Potom [Q71AQ — AE,| = |Q7'AQ — QTIAE,Q| = Q1 (A - A\E,)Q| =
Q7Y (A= XEp)| - 1Q = 17 - [(A = AER)| - Q] = [(A = AE,)]. O

Definice 2.4.3. Necht f je afinni zobrazeni prostoru .A,, do sebe a ¢y
je jeho asociované linearni zobrazeni. Necht mé f vzhledem k néjakém
afinnimu repéru soufadnicové rocnice (X') = A(X) + B. Rovnice

|A— AE,| =0 (2.4.6)

se nazyva charakteristickd rovnice afinniho zobrazeni f.

Poznamka 2.4.3. Charakteristickd rovnice (2.4.6) afinniho zobrazeni je
tedy totozna s charakteristickou rovnici asociovaného linedrniho zobrazeni
py. 4 Véty 2.4.3 vyplyva, Ze charakteristickd rovnice je nezavisla na po-
uzitych soufadnicich a je to tedy opravdu rovnice pfifazena jednoznacné
danému afinnimu zobrazeni. O

Poznamka 2.4.4. RozepisSme charakteristickou rovnici (2.4.6) afinniho
zobrazeni podrobnéji. Dostaneme

(a11 — A) a2 "o a1n

asy agy — A) - a2y
) ( ) =0 (2.4.7)

Gnl an2 T (ann - )‘)
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a odtud je okamzité vidét, Ze charakteristickd rovnice je polynomialni rov-
nice stupné n. Vlastni ¢isla afinniho zobrazeni jsou potom reilné kotreny
charakteristické rovnice. Z nezévislosti charakteristické rovnice na afinnim
repéru, vzhledem ke kterému vyjadiujeme rovnice afinniho zobrazeni, vy-
plyva, ze také vlastni ¢isla jsou na zvoleném repéru nezavisla.
Poznamenéjme jesté, Za ma-li charakteristickd rovnice afinniho zobra-
zeni f dvojici komplexné sdruzenych kotfenti, odpovida jim dvoudimenzio-
néalni podprostor invariantni vzhledem k ¢, a tedy roviny, které maji tento
podprostor jako zaméfeni se zobrazi na rovnobézné roviny. &

Pro libovolny nenulovy kofen charakteristické rovnice (2.4.7) dosta-
neme, ze homogenni soustava (2.4.5) ma nenulové Feseni a kazdy nenulovy
vektor, ktery je FeSenim soustavy (2.4.5), je vlastnim vektorem pfislusnym
k tomuto kofenu.

Poznamka 2.4.5. Pro nulovy kofen charakteristické rovnice (2.4.6) afin-
niho zobrazeni plati, Ze mu odpovidajici vektory se zobrazi na nulovy vek-
tor. Je tedy obecné feseni soustavy (2.4.5) pro A = 0 jadrem ¢;. Protoze
prosté linearni zobrazeni ma trivialni jadro, dostavame tak, Ze f je prosté
(je to afinita) pravé tehdy, kdyz nula neni vlastnim ¢islem f. O

Pozdéji, pii klasifikacich afinit, budeme potfebovat nasledujici vétu.

Véta 2.4.4. Jestlize jednicka nent vlastnim cislem f : A, — A,, pak md
f prave jeden samodruznyg bod.

Diikaz. Provedeme v libovolném repéru. Jestlize jednicka neni kofenem cha-
rakteristické rovnice, je matice (A — E,,) regularni a nehomogenni soustava
(2.4.2) mé pravé jedno Feseni. O

Véta 2.4.5. Viastni vektory prislusné ruznym vlastnim cislum jsou line-
arné€ nezavisle.

Drikaz. Necht Aq1,... g jsou navzajem riznd vlastni éisla linedrniho zobra-
zeni @y a (uy,...,u) jsou jim odpovidajici vlastni vektory. Z posloupnosti
(ui,...,u) vybereme libovolnou maximalni posloupnost nezavislych vek-
tort, necht je to naptiklad prvnich r vektort (uy,...,u,), 1 <r < k. Nyni
pokracujeme sporem. Predpoladejme, ze r < k. Potom

r

ur+1:E ¢ -, ci €R,
i1
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atedy A1 Upp1 =Y iy Arg1 - G - ;. Na drubé strané

Argl - Upyp1 = (-Pf ur+1 = @Ff ZC’L uz Zcz SOf uz Zcz Ai -

Porovnénim dostaneme

ZNH Ci - ul—zci')\i'ui

=1
tj.
'
Zci . ()‘T-‘rl _)\i) -u; = 0.
i=1
Z linearni nezavislosti (ui,...,u,) plyne ¢;-(App1—X;) = 0,0 =1,--- | r,
a podle predpokladu (Ar41 — A;) # 0 musi byt ¢; = 0 pro vSechna i =
1,--- ,r. Potom ale u,y; = 0 a to je ve sporu s definici vlastniho vektoru,
ktery musi byt nenulovy. Tedy r = k a vektory (uy,...,ux) jsou linedrné
nezavislé. O

Véta 2.4.6. Necht md afinni zobrazeni f : A, — A, n riznjch (redl-
nych) vlastnich ¢isel A1, ..., \,. Potom vzhledem k afinnimu repéru, kde za
zakladni soutadné vektory vezmeme vlastni vektory f, md f soutadnicové
rovnice

:L"l = \x1 erl,

.CU;L = Anxn +bn7

tj. matice afinniho zobrazeni je diagondlni. Md-li navic f alespor jeden
samodruzny bod, volbou pocdtku afinnitho repéru do samodruzného bodu
dostaneme b; =0, i =1,...,n.

Dikaz. Je-li v afinnim repéru R = (P;ey,...,e,) vektor e; vlastni vektor f
prislusny vlastnimu ¢islu \;, jsou v i-tém sloupci matice zobrazeni sourad-
nice vektoru ¢g(e;) = (0;---;0; A;;0;--- ;0), kde \; je na i-tém misté. [

Uloha 2.4.1. Uréete viechny samodruzné body a vlastni sméry afinniho
zobrazeni na As, které je dano vzhledem k néjakému repéru rovnicemi

x 3 -2 6 T -2

y | = 1 0 3 y|+ -1
2 -1 1 -2 z 1
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Reseni: Zobrazeni ma rovinu samodruznych bodt p : z —y+3z+1 = 0.
Charakteristicka rovnice je —A\3 + A2 + XA — 1 = 0. Kofeny jsou A2=1a

A3 = —1. Kofeni A2 = 1 odpovidd dvoudimenziondlni prostor vlastnich
vektort k (—3;0;1) +1(1;1;0) a kofeni A3 = —1 odpovida jednodimenzio-
nalni prostor vlastnich vektort m (—2; —1;1). A

2.5 Posunuti, stejnolehlost, homotetie

Na stfedni skole jsme studovali posunuti a stejnolehlost v euklidovskych
prostorech. Tato zobrazeni se ale daji definovat jiz v afinnich prostorech
libovolné dimenze. Za¢neme s posunutim.

Definice 2.5.1. Necht u € Z(A,) je vektor. Zobrazeni, které piiradi
kazdému bodu X € A, bod X’ € A,, takovy, Ze

X' =X+u (2.5.1)

se nazyva posunuti (translace) afinniho prostoru A, o vektor u a znac¢ime
ho t,.

Véta 2.5.1. Posunuti o nulovy vektor je identita, posunuti o nenulovy

vektor je afinita A, kterd nemd Zddny samodruzny bod a vSechny smeéry

jsou vlastni smeéry.

Dikaz. Nechf u = o. Potom t,(X) = X +0= X, a tedy t, =id 4,
Necht u # o. Protoze t,,(X) = X +u, je podle axiomi afinniho prostoru

([HoJa]) ty bijekce A,. Necht XY, Z € A, jsou t¥i body takové, ze XZ =

)\Y_Z), A € R. Potom

ta(Xta(Z) = (Z+u) — (X +u) = XZ =\YZ
ANZ=Y) = M(Z+1) = (Y +u))
= Mu(Y)tu(Z),

a podle Véty 2.1.1 je t, afinni zobrazeni.

Dale, pro samodruzny bod plati X = X + u, a z vlastnosti afinnich
prostort to je mozné pouze pro u = o, kdy je kazdy bod samodruzny. Pro
u # o nemize byt zadny bod samodruzny.

Pro asociované linearni zobrazeni ¢y, plati

01 (XY) = tu(X)ta(Y)
:(Y+u)—(X+u):)ﬁ},
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tj. o1, =1idz4,), kterd ma vSechny sméry samodruzné. O
Vyjadfeme nyni posunuti o vektor u v libovolném afinnim repéru. Necht
u = (uq;...;uy) je soufadnicové vyjadreni vektoru u. X = [z1;... ;2,] je

libovolny bod a X’ = X +u. Potom v soufadnicich tomu odpovidd maticovy
Zapis
(X') = Bn(X) + (0), (2.5.2)
kde E, je jednotkova matice fadu n. Rozepsanim jednotlivych souradnic
dostaneme
tu: ) =x1 +u,
(2.5.3)

/
Ty = Tpn + Up -

Posunuti je tedy afinita s jednotkovou matici jako matici zobrazeni v libo-
volném soufadnicovém vyjadieni.

Definice 2.5.2. Necht S € A, je bod a 0 # k € R. Zobrazeni, které
prifadi kazdému bodu X € A, bod X’ € A,, takovy, Ze

.
SX' = kSX (2.5.4)

se nazyva stejnolehlost afinniho prostoru A, a zna¢ime ho s(S, k). Bod S
se nazyva stred stejnolehlosti a ¢islo k koeficient stejnolehlosti. Pro k # 1
hovotime o vlastni stejnolehlosti.

Poznamka 2.5.1. Na stfedni $kole byla stejnolehlost definovana jako zob-
razeni v euklidovské roving, které bylo ddno bodem S (stfedem stejno-
lehlosti) a redlnym ¢islem x # 0 (koeficientem stejnolehlosti). Kazdy bod
X # S se zobrazil do bodu X’ takového, Ze plati:

1. polopfimky SX a SX’ jsou totozné pro x > 0 a opacné pro k < 0;

2. |SX'| = |k| - |SX], tj. |r| = ZX]

[SX] -
Snadno se vidi, Ze tato definice se dé& rozsifit na euklidovsky prostor
libovolné dimenze a Ze urcuje totéz zobrazeni jako Definice 2.5.2. &

Véta 2.5.2. Stejnolehlost s koeficientem k = 1 je identita, stejnolehlost
s koeficientem k # 1 je afinita A, kterd md jediny samodruzng bod S a
vSechny sméry jsou vlastni smeéry.

Diikaz. Necht k=1, potom s(5,1)(X) = X, a tedy s(S,1) =id4,,-

Necht x # 1, oznacujme v tomto dikaze kratce s(S, k) = s.

s je bijekce. Opravdu mame s(X) = s(Y) © kX + (1 — k)S = kY +
(1-r)SerX =rY < KXY —0 o X = Y, tj. s je injektivni. Podobné,
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je-li X' € A,,, pak existuje pravé jeden bod X € A, takovy, ze s(X) = X’
a to bod X = %X’ — I_T”S, coz znamena, ze s je surjektivni.
— —
Necht X,Y, Z € A, jsou tfi body takové, ze XZ = \Y Z. Potom

s(X)s(Z) = (kZ + (1 - K)S) — (kX + (1 — K)S) = kX Z
= KAYZ = M(8Z + (1 — K)S) — (KY + (1 — k)S)
= As(Y)s(Z),

a podle Véty 2.1.1 je s afinni zobrazeni.

Pro samodruzné body plati X = kX +(1—-k)S & (1-k)X = (1-k)S &
(1—/<;)X—S> =0 k=1VX = §. Tedy pro k = 1 je kazdy bod samodruzny
(stejnolehlost je identita) a pro k # 1 je samodruzny jediny bod S.

— — —_— — —

Pro libovolny vektor XY je ps(XY) = s(X)s(Y) = kXY, tj. u= XY
je vlastni vektor pfislusny vlastnimu c¢islu . Protoze u byl libovolny vektor,
jsou vSechny sméry vlastni sméry s prislusné vlastnimu éislu k. O

Vyjadreni (2.5.4) se da psat jako X' = kX + (1 — k)S a v soufadnicich
v libovolném afinnim repéru tomu odpovidd maticovy zapis

(X') = KEo(X) + (1 — )(S5), (2.5.5)
coz pro S = [s1;. .. ; Sp] rozepiSeme

s(S,k): ) =kx1+ (1 —K)s1,
(2.5.6)

xl, = Kkxn + (1 — K)sp,

a tedy stejnolehlost s koeficientem k je afinita s matici xFE,, v libovolném
soutadnicovém vyjadieni.

Poznamka 2.5.2. Protoze vzhledem k libovolnému afinnimu repéru je
matice stejnolehlosti, respektive posunuti, rovna xFE,, respektive E,, je
modul stejnolehlosti roven k™, respektive je modul posunuti roven 1.
Posunuti je tedy vidy pfima afinita. Je-li dimenze afinniho prostoru
suda, je k™ > 0 a kazda vlastni stejnolehlost je pfim4 afinita. Je-li dimenze
prostoru lichd, jsou stejnolehlosti s kladnym koeficieltem primé afinity a
stejnolehlosti se zapornym koeficientem nepiimé afinity. &

Poznéurr&;t> 2.5.3. Je-li koeficient stejnolehlosti roven —1, je X’ = —X +
25,t.j. SX' = —)Té’ a dostavame symetrii podle bodu (stredovou symetrii)
S jako specidlni pfipad vlastni stejnolehlosti. Bod S se nazyva stredem
symetrie. &
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7 Vét 2.5.1 a 2.5.2 vyplyva, Ze stejnolehlosti a posunuti maji spolecnou
vlastnost — v8echny sméry prostoru 4,, jsou vlastni sméry téchto zobrazeni.
Studujme obecné vSechna afinni zobrazeni na A,,, kterd maji tuto vlastnost.

Definice 2.5.3. Afinita afinniho prostoru A,, pro kterou je libovolny
smér vlastnim smérem, se nazyva homotetie afinniho prostoru A,.

Véta 2.5.3. Je-li f homotetie afinniho prostoru A, pak je f bud posunut,
nebo stejnolehlost.

Diikaz. Necht f je afinni zobrazeni na A, které ma vSechny sméry vlastni,
tj. pro kazdy vektor u € Z(A,) existuje A(u) takové, ze plati pr(u) =
A(u)u, kde A je funkce u. Necht (ey,...,e,) je libovolnd baze Z(A,). Po-
tom ¢y(e;) = \jej, i =1...,n, a odtud

prler + - +e,) = \ep + -+ \ep

a soucasné
<pf(e1+-~~—|—en) =k(eg+---+ep).

Tedy k = Ay = --- = A\,. Odtud ¢¢(u) = ku pro vSechna u € Z(A,) a
vSechny sméry jsou vlastni sméry f prislusné jedinému vlastnimu ¢islu k.

a) Necht nyni £ = 0. Potom ¢¢(u) = o je nulové zobrazeni. Uvazujme
libovolny bod B € A,,, potom f(B+u) = f(B), tj. cely prostor se zobrazuje
do jediného bodu f(B). Toto zobrazeni ovSem neni homotetii, protoZe neni
afinitou.

b) Necht k # 0. Potom ¢f(u) = ku a kazdy smér je vlastnim smérem
pfislusnym vlastni hodnoté k, tj. f je homotetie. Potom f(B+u) = f(B)+
kﬁ, kde X = B + u. Pro £ = 1 je toto zobrazeni posunutim o vektor

—

Bf(B) a pro k # 1 jde o vlastni stejnolehlost s koeficientem k a stiedem
S =B+ {(f(B) - B). O

Véta 2.5.4. Homotetie afinniho prostoru A, tvori podgrupu v grupé afinit.

Diikaz. 7 Definice 2.5.3 je zfejmé, Ze slozenim dvou homotetii je opét homo-
tetie a Ze identita je homotetie. Musime pouze ukazat, Ze je-li f homotetie,
je i f~! homotetie. V diikaze Véty 2.5.3 jsme dokézali, Zze pro homotetii f
existuje nenulové ¢islo k takové, Ze pr(u) = ku, Vu € Z(A,). Protoze je ¢
izomosfizmus, je u = (p7) " (pr(u)) = (¢s) Hku) = k(py)~L(u), a tedy
(¢r)"H(u) = 1u a z identity (¢s)~' = ¢;-1 dostaneme, Ze kazdy smér je
vlastnim smérem f~! pro vlastni hodnotu %, a tedy f~! je homotetie. [
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Definice 2.5.4. Podgrupa v grupé afinit prostoru A,, kterou jsme defi-
novali v pfedchozi Vété 2.5.4 se nazyva grupa homotetii afinniho prostoru
A, a oznacujeme ji ($,,0).

Podle Véty 2.5.4 je slozenim dvou homotetii op€t homotetie. Probereme
si jednotlivé moznosti, které mohou nastat.

Necht jsou obé homotetie posunutim, tj. ¢ty a ty. Potom
(tvoty)(X) =ty(X +tu)= (X +u)+v=X+ (u+V)=tn(X),

a tedy sloZzenim dvou posunuti o vektory u, respektive v, je posunuti o
vektor u+v. Operace skladani posunuti je tedy vnitini operaci na mnoziné
vSech posunuti, a protoze identita je také posunuti a t_, je opacné posu-
nuti k ¢y, je mnozina vSech posunuti grupa, ktera je navic komutativni (to
vyplyva z toho, Ze ty oty = t(yiv) = t(v4u) = tuoty). Grupu viech posunuti
znacime (%, 0) a tato grupa je izomorfni s grupou (Z(A,), +). V nékterych
pristupech ke stfedoskolské latce byl izomorfizmus téchto grup vyuzivan k
definici pojmu volného vektoru, ktery byl definovan jako prislusné posunuti.

Necht je nyni jedna homotetie posunuti t,, u # o, a druhd vlastni
stejnolehlost s(S, k). Potom

(tuos(S,r))(X) =tu(kX +(1—k)S) = (kX + (1 —k)S) +u,

coz je vlastni stejnolehlost s koeficientem x a stfedem .S + ﬁu (pozname-
nejme, ze stfed se uréi jako samodruzny bod). Protoze (kX + (1 — k)S) +
u=~rX+u)+1-r)(S+u) =s(S+ur)otyX) je tyos(S,k) =
s(S +u, k) oty takze skladani posunuti a vlastni stejnolehlosti nekomutuje,
protoze s(S,k) Z s(S + u, k).

Podobné dostaneme, ze s(S, k) oty je vlastni stejnolehlost s koeficientem
Kk a stiedem S + ;7.

Koneéné méjme dvé stejnolehlosti s(S, k) a s(R, \). Potom

(s(R, A) 0 5(S, 5))(X) = s(R, A) (kX + (1 = £)S)
=AkX+(1-r)S)+(1-NR
= MX+A1-k)S)+ (1 —-NR
=AX+AS—R)—AS+R.
Odtud okamii‘i vyplyva, ze pro Ak = 1 je sloZzené zobrazeni posunutim o

vektor (1 — A\)SR. Je-li navic S = R, je slozené zobrazeni identita, a tedy
(s(S, k)~ = s(8S, %) Pro Ak # 1 je slozené zobrazeni opét stejnolehlost
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s koeficientem Ax a stiedem ﬁ(x(s — R) — AxS + R). Pokud bychom
slozili stejnolehlosti v opa¢ném poradi, dostaneme

(s(S,k) o s(R,A))X)=AX +K(R—S)— AR+ S

tj. skladani stejnolehlosti neni komutativni. Slozenim dvou stejnolehlosti
tedy neni obecné stejnolehlost ale homotetie, a samotné stejnolehlosti tedy
netvori grupu.

Véta 2.5.5. Necht t je posunuti a h je homotetie, pak h™'otoh je posunuti.

Diikaz. Na zakladé Vét 2.5.1 a 2.5.3 je posunuti takova homotetie, ktera
nemé samodruzny bod. Diikaz nyni provedeme sporem. Nechf homotetie
h~!otoh m4 samodruzny bod P, tj. (h~totoh)(P) = P. Potom h(P) = (to
h)(P), a tedy t méa samodruzny bod h(P) a to je ve sporu s pfedpokladem,
7e t je posunuti. Tedy h~! ot o h nema samodruzné body a jedna se o
posunuti. ]

Disledek 2.5.1. Mnozina vSech posunuti a symetrii podle vsech moznych
stredd tvofri podgrupu v grupé homotetii. Je-li ¢ posunuti a s stredova
symetrie, je s™1 ot o s je posunuti.

Diikaz. Stfedova symetrie je stejnolehlost s koeficientem —1. Podle pred-
chozich avah je sloZenim stfedové symetrie s posunutim opét stfedova sy-
metrie a slozenim dvou stfedovych symetrii se stejnymi stfedy je identita
a slozenim dvou stfedovych symetrii s riznymi stredy je posunuti. O

Poznamka 2.5.4. Pripoménme, Ze podgrupa ¥ grupy $ se nazyva nor-
madlni podgrupa, je-li pro kazdé t € T akazdé h € $ prvek h=lotoh € T. Je
tedy grupa posunuti normalni podgrupou v grupé homotetii i v podgrupé
posunuti a stfedovych symetrii. O

Poznamka 2.5.5. Shrneme-li vysledky Casti 3 a Vét 2.5.4 a 2.5.5 dosta-
vame nasledujici graf podgrup grupy vSech afinit prostoru .4,,, kde Sipka
znéazornuje inkluzi. Situaci musime navic rozlisit pro lichou a sudou dimenzi.

Sudéa dimenze n = 2k:
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(An,0)
/
(An ™, 0) (€y,0)
T~
($3n,0) (€5.0)
\ /
(Tp + S.s.,0)
|
(%n,0)
|
(Id, o)
Liché& dimenze n = 2k + 1:
(A, 0)
(2,7, 0) (€5, 0) ($3n,0)
(9.}, 0) (&1, 0) (Tp+S.s.,0)
~ 1~
|
(Id, o)

Pripomenme si kritéria, jak ze soufadnicového vyjadreni afinity f po-
znat, do které podgrupy patii dana afinita. Pfedevsim pro matici A afinity
plati |A| # 0. Potom f € 2A," pravé tehdy, kdyz |A| > 0, f € &, pravé
tehdy, kdyz |A| = +1 a f € §,, pravé tehdy, kdyz A = KE,,, k # 0. Potom
fee =¢,nA," pravé tehdy, kdyz |[A| =1, f € T, = H, N € pravé
tehdy, kdyz A = E,, je-li navic matice B nulova, jedna se o identitu.

Uloha 2.5.1. Necht je déna stejnolehlost s se stiedem S = [1;2;1] a
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koeficientem k = —2 a posunuti ¢ o vektor u = (—1;1;1). Ukazte:
a) Ze zobrazeni s~ je stejnolehlost, naleznéte jeji stied a koeficient ;
b) Ze zobrazeni s ot je stejnolehlost, naleznéte jeji stied a koeficient ;
c) Ze zobrazeni t o s je stejnolehlost, naleznéte jeji stfed a koeficient ;
d) Ze zobrazeni s~ otos je posunuti, naleznéte vektor pifslusny tomuto
posunuti .
Reseni: Ulohu vyfesime v soufadnicich. Uréime nejdiive soufadnicova
vyjadfeni s a t. Podle (2.5.3) a (2.5.6) je

s: o=-2x+3, t: ¥=x-1,
y'=-2y+6, y=y+1
Z=-22z+3, Z=z+1.

a) Z rovnic s uré¢ime snadno rovnice inverzniho zobrazeni

—1. _ 1 3
sT o oal =g+,
Y =—3y+3,
__1 3
Z, = —52 -+ 9
tj. s7! je stejnolehlost s koeficientem A\ = —% a stfedem S = [1;2;1].

b) Dosazenim z rovnic ¢ do rovnic s dostaneme

sot: x'=-2x+5,

Yy =-2y+4,
Yy =—-22+1,
tj. s ot je stejnolehlost s koeficientem A = —2 a stfedem S = [%, %; %]
c¢) Dosazenim z rovnic s do rovnic ¢ dostaneme
tos: 2/ =-2x+2,
Yy =-2y+T7,
Y =—-22+4,
tj. t o s je stejnolehlost s koeficientem A = —2 a stfedem S = [%, %; %]

d) Dosazenim z rovnic t o s do rovnic s~ dostaneme

slotos: x’:x—i—%,

tj. s~ ot os je posunuti o vektor u = (%, —%; —%) YAN
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2.6 Zakladni afinni zobrazeni

V této Casti se budeme zabyvat témi afinnimi zobrazenimi prostoru A,
na sebe, které budou mit za mnozinu samodruznych bod® nejméné nadro-
vinu. Tato afinni zobrazeni hraji velice vyznamnou roli, protoze ” generuji”
vSechna afinni zobrazeni na A,,.

Definice 2.6.1. Afinni zobrazeni afinniho prostoru A,, do sebe, které ma
za mnozinu samodruznych bodd nejméné nadrovinu, se nazyva zdkladni
afinni zobrazeni v prostoru A,. Afinita afinniho prostoru A, kterd mé za
mnozinu samodruznych bodt pravé nadrovinu, se nazyva zdkladni afinita
prostoru A,.

Je-li n = 2, nazyva se zékladni afinita osovou afinitou a pfimka samod-
ruznych bodi se nazyva osou afinity.

Véta 2.6.1. Zdkladni afinni zobrazent je urceno nadrovinou samodruznych
bodii a obrazem jednoho bodu, ktery v této nadroviné neleZi.

Diikaz. Podle Véty 2.1.9 je afinni zobrazeni urceno obrazem (n+1) bodt v
obecné poloze. Zvolime-li prvnich n bod® v nadroviné samodruznych bodi,
tj. jsou samodruzné, staci pro urceni afinniho zobrazeni znat obraz jediného
bodu, ktery v této nadroviné nelezi. O

Priklady zékladnich afinnich zobrazeni zndme z konstrukéni geometrie
v 3-rozmérném prostoru, jde se pouziva rovnobézna projekce prostoru do
roviny. Projekce se daji zobecnit na libovolnou dimenzi.

Definice 2.6.2. Necht p je nadrovina v A, ao # s € Z(A,) je libovolny
vektor, ktery nepatii do zaméfeni p. Zobrazeni, které kazdému bodu X €
A, ptitadi bod p N {X;L(s)} se nazyva rovnobéZnou projekci prostoru
A, ve sméru L(s) do nadroviny p, znac¢ime r(s, p). Smér L(s) se nazyva
smerem projekce.

Véta 2.6.2. Rovnobéznd projekce prostoru do nadroviny p je afinni zobra-
zeni hodnosti (n — 1), které md za mnoZino samodruznych bodi nadrovinu

pP-

Dikaz. Uvazujme rovnobéznou projekei r(s, p). Necht jsou dany t¥i koli-
nearni ruzné body A, B, C lezici na pfimce p. Pokud p || s, je {4;L(s)} =
{B;L(s)} = {C;L(s)} a obrazem vSech tii bodu je jediny bod. Pokud
p |[I's, jsou primky {4; L(s)}, {B; L(s)}, {C; L(s)} navzéjem rtzné a rovno-
bézné. Potom obrazy bodu A, B, C jsou tfi rizné kolinearni body v p lezici
na piimce ¢, kterou dostaneme jako prunik p s rovinou {A4; Z(p) + L(s)}
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(opravdu, podle Véty 6.5 skript [HoJa], je tento prinik pfimka). Zachovani
déliciho poméru vyplyva z Véty 8.4 skript [HoJa] (viz také Uloha 2.1.1), a
tedy (s, p) je afinni zobrazeni.

Z definice je zfejmé, ze pro X € p je r(s,p)(X) = X a r(s,p)(An) = p,
tj. h(r(s,p)) =n— 1. O

Véta 2.6.3. Necht p je nadrovina v A,. Afinni zobrazeni, pro které je p
silné samodruznd, je bud identita, nebo rovnobéind projekce do mnadroviny
p nebo zdkladni afinita.

Diikaz. Necht je nadrovina p silné samodruzné v afinnim zobrazeni f. Podle
Véty 2.6.1 je afinni zobrazeni urceno nadrovinou p a obrazem jediného bodu
B ¢ p.

Mohou nastat nasledujici moznosti:

1. f(B) = B, potom f =id.

2. f(B) € p. Ukazeme, Ze v tomto pfipadé je f rovnobéznou projekci
A, na p ve sméru vektoru Bf(B), tj. musime ukazat, Ze pro kazdé X # B,
X &p,je f(X) € pa Xf(X)||Bf(B). Situaci rozdélime na dva pfipady.

a) b)
Obr. 2.6.1

a) Neni-li pfimka BX rovnobéZna s p, ozna¢me Y prusecik piimky
BX s nadrovinou p (viz Obr. 2.6.1 a)). Bod Y je potom samodruzny bod
zobrazeni f, atedy f(Y) =Y. Potom obraz bodu X lezi na piimce f(B)Y a
(f(X); F(B), /(Y)) = (X; B,Y). Tedy f(X) € p a primky X f(X), Bf(B)
jsou rovnobézné.

b) Je-li pfimka BX rovnobézna s nadrovinou p (viz Obr. 2.6.1 b)),
mizeme zvolit v nadroviné p bod Z tak, aby Bf(B)ZX byl rovnobéznik,
tedy X — B = Z — f(B). Pak, protoze Z a f(B) jsou samodruzné body f, je
F(X)— £(B) = Z— £(B), ti. f(X) = Z. Potom f(X) € pa f(X)— f(B) =
X — B, tj. opét piimky X f(X), Bf(B) jsou rovnobézné.

V obou piipadech je tedy f(X) rovnobéznou projekci bodu X do nadro-
viny p ve sméru Bf(B).

3. Pokud f(B) ¢ p a f(B) # B, je f zakladni afinita. O
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Vsimnéme si nyni blize zakladnich afinit. Pfedpokladejme, ze zakladni
afinita ma nadrovinu samodruznych bodu p a zobrazi bod B ¢ pna f(B) ¢
p, B # f(B). Necht nejdfive piimka B f(B) neni rovnobézna s p, tj. piimka
Bf(B) ma s nadrovinou p spoleény bod By, ktery je samodruznym bodem
afinity f. Uvazujme bod X # B a sestrojme jeho obraz. Situaci rozdélime
na dvé moznosti. Necht nejdfive pfimka BX neni rovnobéina s p (viz Obr.
2.6.2 a)), pak prusecik Y piimky BX s p je samodruznym bodem zobrazeni
f. Protoze X je bodem ptimky BY', je f(X) bodem pfimky f(B)Y a plati
(X;B,Y) = (f(X); f(B),Y). Odtud X f(X)||Bf(B). Dostaneme tedy ob-
raz f(X) bodu X jako prusecik pfimky f(B)Y a rovnobézky s piimkou
Bf(B) vedenou bodem X. Je-li pfimka BX rovnobézna s p, je f(X) ten
bod, kterym se doplni body X, B, f(B) na rovnobéznik (viz Obr. 2.6.2 b)).

a) b)
Obr. 2.6.2
V piipadé, Ze je piimka B f(B) rov-
nobézna s nadrovinou p, postupujeme
pii konstrukci obraz bodd X naprosto
stejnym zpiisobem, jako v pfedchozim
pfipadé (na Obr. 2.6.3 je tato situace
zobrazena jen pro bod X takovy, za

pfimka BX neni rovnobézna s p). Obr. 2.6.3

Definice 2.6.3. Zakladni afinita f s nadrovinou samodruznych bodu p
—_—
takovd, ze Bf(B) € Z(p), B & p, se nazyva elace.

Poznamka 2.6.1. Z definice elace je ziejmé, Ze ziZeni elace na nadrovinu,
ktera je rovnobézna s nadrovinou samodruznych bodi, je posunuti v této
nadroviné. &

Véta 2.6.4. Necht [ je zdkladni afinita, kterd neni elace a je ddna nadro-
vinou samodruznych bodi p a obrazem bodu B ¢ p. Pro kazdy bod X ¢ p
oznacme Xo prusecik primky X f(X) s nadrovinou p. Pak délici pomér
(Xo; X, f(X)) je konstantni, nezdvisly na volbé X .
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Diikaz. Pro zékladni afinitu, kterd neni elaci, jsou body B, f(B) a By tfi
rizné kolinearni body. V pripadé, ze X # B je takovy bod, ze primka
BX neni rovnobéind z p (viz Obr. 2.6.2 a)), je piimka X f(X) obra-
zem piimky Bf(B) ve stejnolehlosti se stfedem v bodé Y, ktery je pri-
seCikem primky BX a nadroviny p. V této stejnolehlosti se zobrazi bod
B na X, f(B) na f(X) a By na Xj. Protoze stejnolehlost je afinita, je
(Xo; X, f(X)) = (Bo; B, f(B)). Je-li piimka BX rovnobézna s p, dosta-
neme BX| f(B)f(X)||BoXo a podle Véty 8.4 skript [HoJa] je libovolna
primka protina v trojici bod, jejichz délici pomeér je konstantni. Aplikujeme-
li tuto vétu na primky Bf(B) a X f(X), dostaneme opét rovnost délicich
pomért (Xo; X, f(X)) = (Bo; B, f(B)). [

Definice 2.6.4. Necht je f zékladni afinita, kterd neni elaci a je ur-
¢ena nadrovinou samodruznych bodfi p a obrazem bodu B ¢ p. Cislo
(Bo; B, f(B)) se nazyva chakteristika zakladni afinity.

Smér urceny nenulovym vektorem Bf(B) se nazyva smeérem zakladni

afinity afinity.
Elace potom nazyvame zdkladni afinity bez charakteristiky.

Poznamka 2.6.2. Zakladni afinita, kterd neni elaci, je urena smérem a
charakteristikou. O

Poznamka 2.6.3. Z vlastnosti déliciho poméru tii bodu vyplyvéa, Ze pro
zakladni afinitu se zapornou charakteristikou jsou body X a f(X), X ¢
p, oddélovany nadrovinou p, tj. lezi v ruznych poloprostorech urcenych
nadrovinou p. Pro zdkladni afinity s kladnou charakteristikou lezi body X
a f(X) ve stejném poloprostoru. O

Definice 2.6.5. Zobrazeni f prostoru na sebe, které neni identitou a
sloZeno samo se sebou dava identitu, se nazyva involutorni zobrazeni nebo
involuce.

Dvojice bodt, které si v involuci vyméni misto, se nazyva involutorni
dvojice bodii.

Poznamka 2.6.4. Piikladem afinity, kterd je involutorni je stfedova sy-
metrie. %

Véta 2.6.5. Zdakladni afinita je involutorni zobrazent prdvé tehdy, kdyz jeji
charakteristika je rovna minus jedne.
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Dikaz. Elace nemtze byt involutorni, protoze v nadrovinach rovnobéznych
s nadrovinou samodruznych bodu se jedna o posunuti (viz Poznamka 2.6.1).
Predpokladejme, Ze involuce f je zdkladni afinita s charakteristikou k a
X, X' je involutorni dvojice f. Potom k = (Xo; X, X') a k = (Xo; X', X).
Z vlastnosti délictho poméru (viz [HoJa]) je k = 1/k, a tedy k = —1 (pfi-
pomenme, ze délici pomér tii bodi je ¢islo rizné od 0 a 1). O

Poznamka 2.6.5. Pro libovolnou invo-

lutorni dvojici bodt X, X’ involutorni za-

kladni afinity f s nadrovinou samodruz-

nych bodu p plati, ze Xy je stfedem tsecky

XX’ (viz Obr. 2.6.4). Takovéto zdkladni

afinity se proto nazyvaji symetrie prostoru Obr. 2.6.4

A, podle nadroviny p ve sméru zakladni

afinity. Pokud je prostor, ve kterém je symetrie definovana, euklidovsky,
pouziva se nazev sikmd nebo kosd symetrie podle nadroviny. &

Véta 2.6.6. Ke kazZdému afinnimu zobrazeni [ afinniho prostoru A, do
sebe existuje nejvyse (n + 1) zakladnich afinnich zobrazeni takovych, Ze f
je jejich sloZenim. Mezi témito zdkladnimi afinnimi zobrazenimi je nejvyse
(h(f) + 1) zdkladnich afinit a prdvé (n — h(f)) rovnobéznych projekci do
nadrovin.

Dikaz. Necht h(f) < n je hodnost afinniho zobrazeni f : A, — A,.
Zvolme v A,, (n+ 1) bodu Py, Py, ..., P, v obecné poloze tak, ze prvnich
(h(f) +1) bodt f(Fy), f(P1),---,f(Pu)) je v obecné poloze.

Pokud Py # f(Fo), zvolme libovolnou nadrovinu p; takovou, ze Py ¢ p1,
f(Py) ¢ p1. Pak existuje podle Véty 2.6.3 jedina zékladni afinita fi, kterd
mé p1 za nadrovinu samodruznych bodu a zobrazuje Py na f(Fp). Oznac¢me
fi(P) = P, i =1,2,...,n. Pokud Py = f(P) tento krok vynechdme (jako
f1 bereme identitu).

Pokud Py; # f(Py), zvolme libovolnou nadrovinu ps takovou, ze f(FPp) €
p2, P11 & p2, f(P1) ¢ ps. Pak existuje podle Véty 2.6.3 jedina zakladni
afinita fo, kterda ma ps za nadrovinu samodruznych bodd a zobrazuje Pp;
na f(Pp). Ozna¢me fo(P;) = Py, i = 2,3,...,n. Pokud P;; = f(P1) tento
krok vynechame (jako fo bereme identitu).

Dale pokrac¢ujeme analogicky az do (h(f)+1)-niho kroku, tj. pro pokud
jsou body Py,s) n(f), f(Ph(s)) rizné, zvolime libovolnou nadrovinu pj(s)41
takovou, ze f(Pj) € pu(r)+1, J = 0,1, h(f) = 1, Pucpyncr) & Prif)+1s
f(Pury & pn(p)+1- Pak existuje podle Véty 2.6.3 jedina zékladni afinita
Jn()+1, kterd méa pp(p)41 za nadrovinu samodruznych bodu a zobrazuje
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Ph(f),h(f) na f(Ph(f)) Oznacme fh(f)+1(Pz‘) = Ph(f)+1,i7 1= h(f) + 1, ey, N
Pokud Py(s)n(r) = f(Pa(y)) tento krok vynechdme (jako fj,(s)11 bereme
identitu).

Timto zpisobem jsme dostali nejvyse (h(f) + 1) zékladnich afinit, je-
jichz sloZenim je afinita, kterd zobrazuje body Fy, Pi, ..., Py postupné na
body f(Fo), f(P1), --., f(Pu)) a zbyvajici body Py(f)11,-- -, P zobrazi
postupné na body Pup)11n(f)+15 -+ Pr(f)+1,n- Pro dalsi tvahu je pod-
statné, ze body f(F), f(P1), -y f(Puip)s Prpysrnn)+1s - Prp)eim
jsou v obecné poloze, tj. zadny z bodd Py)yy1,n(f)+1s -+ -5 Ph(f)+1,n DE-
lezi v h(f)-dimenzionalnim podprostoru uréeném body f(FP), f(P1), ...,
f(Pn(y))- Naopak, v tomto podprostoru lezi vsechny body f(Pp(f)+1)s - - -
f(P,) (to vyplyva z hodnosti zobrazeni).

Uvazujme nyni libovolnou nadrovinu py )2, ktera obsahuje body f (FPo),
-++s J(Pn(y)) aneobsahuje bod Py py1,n(f)+1- Protoze f(Py(r)+1) € Ph(f)+2;
existuje podle Véty 2.6.3 jedind projekce f, )42 prostoru A, do nadroviny
Pu(f)+2 takovd, Ze fu( )12 (Pu(p)+1n(f)+1) = f(Ph(p)+1). Oznacme fi(p)12(F)
= Ph(f)+2,7l’ 1= h(f) + 2, Y 8 Pritom bOdy Ph(f)+2,i7 1= h(f) + 2, N
nemohou lezet v podprostoru uréeném body f(Fo), f(P1), ..., f(Pus)) (to
by bylo ve sporu s tim, Ze projekce do nadroviny ma hodnost n — 1).

Dale uvazujme nadrovinu pyr)+3, ktera neobsahuje bod Pp(r)12,a()+2-
Protoze f(Pp(f)+2) € Pu(f)+3, existuje podle Véty 2.6.3 jedina projekce
fn(f)+3 prostoru A, do nadroviny pjp)43 takovd, ze fi,(p)13(Ph(f)+2,n(5)+2) =
J(Pr(f)+2)- Oznaéme fr,5)13(5) = P43, @ = h(f) +3,...,n. Piitom
opét ze stejnych divodi jako v prfedchozim kroku nemohou body Py (r)43,,
i = h(f) 4+ 3,...,n lezet v podprostoru uréeném body f(F), f(F1),...,
F(Prp))-

Postupné tak dostaneme pravé (n — h(f)) projekci do nadrovin, které
spolu s predtim sestrojenymi zékladnimi afinitami vyhovuji tvrzeni nasi
véty. O

Dusledek 2.6.1. Necht f je afinita na A,, pak existuje nejvyse (n + 1)
zékladnich afinit takovych, ze f je jejich slozenim.

Diikaz. Tvrzeni je pfimym disledkem piedchozi Véty 2.6.6. O

Poznamka 2.6.6. Postup popsany ve Vété 2.6.6 je dobré zachytit do pie-
hledné tabulky, kde jako P/ zna¢ime f(F;).
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fl f2 f3 fn fn-‘rl
/ / / /.
PO E— PO E— PO E— ce h— PO E— PO’
P — P — Pl’ —_— s — P1’ — P{;
/ A
Py — Poag — P — -0 — B, — Py
P, — Pn,l — Pn,2 —_— I Pn,n — P,

Vsimnéme si, zZe rozklad afinnich zobrazeni na zakladni afinni zobrazeni
neni jednozna¢ny. V podstatni mife zavisi na zvolenych bodech, a také v
jednotlivych krocich je mozno volit rizné nadroviny zakladnich afinit. Do-
konce i pocet zakladnich afinit v rozkladu neni jednoznacny. Pro prakticky
vypocet je dobré si uvédomit, ze napriklad volbou samodruznych bodt zob-
razeni mezi vybrané body, si mtzeme usettit tolik kroki v rozkladu, kolik
samodruznych bodu v obecné poloze mizeme zvolit. &

Uvazujme nyni na A, afinni repér R = (P;e1,...,e,) a vyjadieme
rovnice zakladnich afinnich zobrazeni vzhledem k tomuto repéru.

Véta 2.6.7. Necht je dana nadrovina p = ajx1 + -+ + apxy, +a = 0
a nenulovy vektor s = (s1;...;8n), s &€ Z(p). Pak rovnobéind projekce
prostoru A, na nadrovinu p ve sméru urceném vektorem s ma souradnicove
vyjadrent

T = nsi (arx1+ - +apxy+a), i=1,...,n. (2.6.1)
Zj:l a;sj
Dikaz. Rovnobézné projekce r(s, p) zobrazi bod X = [z1;...;x,] na bod

f(X) = [2};...;2)] takovy, ze f(X) € pa X f(X) = As. Je tedy

Ti—xi=Xs;, i=1,...,n, (2.6.2)

a1z + -+ apx, +a=0. (2.6.3)
Dosazenim (2.6.2) do (2.6.3) dostaneme
—(a1z1+ -+ apzy +a) = Aa1s1 + -+ apsy) -

Protoze s ¢ Z(p), je 3_j_; ajs; # 0 a mame

a1T1 + -+ apTp +a

> io1a48]

odkud, dosazenim do (2.6.2), dostaneme (2.6.1). O

A= (2.6.4)
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Véta 2.6.8. Necht je ddna nadrovina p = a1z + -+ + apxn +a = 0 a
body B = [by;...;by], B' = [b;...;b)] takové, Ze B ¢ Z(p). Pak zdkladni
afinni zobrazent pro které je p silné samodruznd a zobrazuje bod B na bod
B’, md soutadnicové vyjddrent

v =z + N(arw1 + - +aprp +a), i=1,....n, (2.6.5)
kde .
Z?:1 ajbj+a’

Diikaz. Predpokladejme, Ze pro zobrazeni f se souradnicovymi rovnicemi

\i = (2.6.6)

n

/ .
x; = E aijr;i+b;, i=1,...,n, (2.6.7)
Jj=1
je nadrovina p silné samodruznd. Potom musi existovat ¢isla A\;, ¢ =1...,n,

takova, Ze
n
ai1zy + -+ (a5 — D + -+ + apen + b = /\Z(Z ajrj+a). (2.6.8)
j=1

Pomoci (2.6.7) upravime (2.6.8) na
n
T — ;= )\,(Z a;jrj+a).
j=1

Protoze B ¢ Z(p), je (>_7_; ajbj + a) # 0 a dosazenim soufadnic bodt B

za z; a bodu B’ za z; mame
/
b — b;
n )
Zj:l ajbj +a

coz dokazuje tvrzeni véty. O
Predchozi Gvahy shrime do néasledujici véty.

i =

Véta 2.6.9. Necht je ddana nadrovina p = ayx1 + -+ + apx, +a = 0. Pak
zdkladni afinni zobrazend, pro kter€ je p silné samodruznd, md soutadnicové
vyjadrent

x;:xl+)\z(a1w1++anxn+a)7 Z:l,,ﬂ, (269)

Pritom:
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1. Je-li Ay =--- = X\, =0, jednd se i identitu na A,.

2. Je-li Y 1" a;\i = —1, jednd se o rovnobéznou projekci A, do nadro-
viny p ve sméru vektoru s = (A1;...;An).

3. Je-li alesponi jeden koeficient A\; nenulovy a Y i a;\; # —1, jednd se
o zdkladni afinitu, kterd je

(a) elaci pro Y ;" ai\i =0,

(b) zdkladni afinitou s charakteristikou

1

k= ————
Yliny @ik +1

pro Y i aiNi # 0. Navic, pro Y i a;\i = —2 se jednd o sy-
metrii A, podle nadroviny p ve sméru urceném vektorem s =

(Ass o5 An).

Diikaz. Podle Véty 2.6.9 mé zakladni afinni zobrazeni f, pro které je p silné
samodruznd, souradnicové vyjadreni (2.6.9).

1. f je identitou pravé tehdy, kdyz z} = w;, tj. pravé tehdy, kdyz \; = 0,
i=1,...,n, v rovnicich (2.6.9).

2. Je-li f rovnobéZnou projekci A, do nadroviny p ve sméru L(s), ma
podle Véty 2.6.7 f soufadnicové vyjadfeni (2.6.9), kde

Si

>i1aj8;

Odtud dostaneme okamzité » . ; a;A; = —1.
Naopak, je-li Y ;" | a;A; = —1 ve vyjadieni (2.6.6), dostaneme

)\i:_ i:1...,n.

n
a1$/1 + .- _}_anm% +a= (alxl + .. +anxn +a>(1 +ZazA’L)
i=1

=0,

tj. f(X) € p pro kazdé X € A,,. Podle Véty 2.6.3 se jedné o rovnobéznou
projekci A,, do p. Porovnéni (2.6.1) a (2.6.9) dostaneme, Ze smér projekce
je uréen pravé vektorem s = (A1;...;\n).

3. Podle Véty 2.6.3 zakladni afinni zobrazeni, které vyhovuje podmin-
kam nasi véty a neni ani identita, ani projekce do nadroviny, je zakladni
afinita. Je-li tedy alespon jeden koeficien \; nenulovy a Y i | a;A; # —1,
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je zobrazeni (2.6.9) zakladni afinita. Potom z Véty 2.6.8 pro néjaky bod
B = [b1;...;b,] ¢ p plati

b — b,

N = ——— .
! Yo aibi+a

N

a) Zobrazenti je elaci pravé tehdy, kdyz vektor Bf(B) = (b —b1;...;b),—

by) lezi v zaméfeni nadroviny p, tj. pravé tehdy, kdyz > ;" ; a;(b; — b;) =0,
coz je ekvivalentni Y ;" | a;A; = 0.

—
b) Neni-li f elaci, je Bf(B) ¢ Z(p) a musi existovat bod By, ktery je
—
prunikem p a pfimky Bf(B). Mame tedy By = B + tBf(B) a z podminky

By€epjet=—————. Potom
0 Pl 2?21 ai)\i
— 1 B —
BBy = —f(B)BO,

n
2z @idi +1
coz znamena, ze charakteristika f je

1

k= (B0 B, J(B)) = s 57

Podle Véty 2.6.5 je f involutorni praveé tehdy, je-li £ = —1, tj. prave tehdy,
je—li Z?:l ai)\i = -2. O

Uloha 2.6.1. Uréete rovnici rovnobézné projekce afinniho prostoru .As do
roviny p =2z + y — z + 2 = 0 ve sméru uréeném vektorem s = (0; 1;0).

Reseni: 1. metoda: Vyuzijeme soufadnicového vyjadieni z Véty 2.6.7.
Pak dostaneme primo rovnice projekce ve tvaru

/

= x
y = —2r +z —-2.
2 = z

II. metoda: V roviné p vybereme tfi body v obecné poloze, napiiklad
A = [1;0;4], B = [0;1,;],C = [0;0;2]. Ur¢ime projekci poc¢atku afinniho
repéru do roviny p, tj. prunik p a pfimky X = P + ts. Dostaneme f(P) =
[0; —2; 0]. Potom né&kterou z metod popsanych v Uloze 2.2.1 nebo 2.2.2
uréime rovnice projekce. A

Uloha 2.6.2. Uréete rovnice zakladni afinity f v As, pro kterou je rovina
p = x+y— 2z = 0 rovinou samodruznych boda a bod B = [1;0;2] se
zobrazuje na B’ = [2;0;1]. Je afinita f elaci ?
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o —_—

Reseni: Vektor BB’ = (1;0; —1) nepatii do zaméfeni roviny p, a tedy
afinita f neni elace.

Rovnice afinity: I. metoda: Podle Véty 2.6.8 ma zakladni afinita rovnice

=+ Ma+y—2)
Y=yt hr+y-—2)
Y =z4+ XNz +y—2)

Dosazenim soufadnic bodtt B a B’ uréime \; = —1, Ay = 0, A3 = 1, a tedy
dostaneme rovnice zakladni afinity ve tvaru

/

r = -y +z;
y = Y
2= +y.

II. metoda: Zvolime v p tii body v obecné poloze, napt. A = [0;0;0],
C = [1;0;1], D = [0;1;1]. Jsou to body samodruzné, tedy f(A) = A,
f(C) = C, f(D) = D. Ctvrtym bodem pro uréeni afinity je bod B. Po-
tom nékterou z metod popsanych v Uloze 2.2.1 nebo 2.2.2 uréime rovnice
zékladni afinity. A

Uloha 2.6.3. V afinni roviné As s repérem (P;e;,e3) je dana afinita f
rovnicemi

¥ =2r—-y+1,
Y =x+y+3.

Rozlozte f na osové afinity.

Regeni: Zvolme v Ay tii body v obecné poloze, a to napi. A = [0;0],
B = [1;0], C = [0;1]; jejich obrazy v afinité f jsou body A’ = [1;3],
B’ = [3;4], C' = [0;4]. Pii hled4ni zakladnich afinit budeme postupovat
obdobné jako v dikazu Véty 2.6.6. Prii praktickém hledani osovyjch afinit
milzeme postupovat dvojim zptsobem.

1. zpusob : Jednotlivé osové afinity volime tak, aby jejich osy mély jed-
noduché rovnice. Osovou afinitu fi zvolime tak, aby bod A zobrazila do
bodu A’. Osu 07 miizeme volit libovolné, jen nesmi prochazet body A a A’.
Zvolme tedy za osu prfimku o rovnici o; = y = 1. Uzitim Véty 2.6.8 snadno
uréime rovnice fi ve tvaru

¥=z—y+1;
Yy =—2y+3.
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Obrazy bodit B a C' v afinité f; jsou By = [2;3],Cy = C = [0;1].

Osovou afinitu fy budeme volit tak, aby fo(A") = A" a fo(B1) = B'.
Tedy osa 0y musi prochizet bodem A’ a nesmi prochézet body B; a B’.
Zvolme za 09 primku o rovnici oo = x = 1. Opét uzitim Véty 2.6.8 snadno
uréime rovnice fy ve tvaru

=2 —1;
Yy =x+y—1.
Z téchto rovnic vypoéteme fa(C) = Cy = [—1,0].
Pro afinitu f3 musi platit f3(A") = A, f3(B') = B, f3(C2) = C'. Piimka
A’'B’ je pfimkou samodruznych bodi f3, tedy osou o3, jejiz rovnice je o3 =
x — 2y +5 = 0. Rovnice f3 jsou potom:

= ?x _ ly + § .
4 2 4’
Y =z—-y+5.
Vysledny rozklad mtizeme shrnout do tabulky
bil f2 I3
0;00 — [13] — [3] — [L3];
(10 — [%3] — (%4 — [34];
0;1] — [0;1] — [-10] — [0;4],

odkud je vidét, Ze slozenim f3 o fy o f1 dostaneme ptvodni afinitu f.

2. zpusob : Osy jednotlivych zakladnich afinit volime tak, abychom ne-
museli uréovat obrazy By, Cy,Cs bodi B a(C.Osao; = BC =xz+y—1=0.
Potom ur¢ime rovnice f; zobrazujici A na A’ ve tvaru

/

T = -y +1;
y = —x +1.

Zakladni afinitu fo volime s osou 0o = A'C = 2z — y + 1 = 0 tak, aby
zobrazila B na B’. Dostaneme

o3, 2.2
Tt T 3Y T30
8, 1 .
y=3r73¥T3-

Koneéné afinitu f3 volime s osou o3 = A'B’ = x — 2y + 5 = 0 tak, aby
zobrazila C' na C’. Dostaneme
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Vysledny rozklad mtizeme opét shrnout do tabulky

fi fo f3
0;0] — [1;3] — [L;3] — [L3];
;0] — [0 — [34 — [3;4];
0;1] — [0;1] — [0;1] — [0;4]. A

) )

2.7 Klasifikace afinit v roviné

Na zavér této kapitoly budeme klasifikovat (tfidit) vSechny afinity v roviné
podle poctu samodruznych bodt a vlastnich smért. Pripomenme, Ze je-li
afinni zobrazeni zaddno v soufadnicich maticemi A a B jsou samodruzné
body feSenim nehomogenni soustavy rovnic

(a1 —1)x+ a2y +b1 =0,
a1+ (a2 — 1)y + b2 =0,

t.j. zobrazeni budto nem4 zaddny samodruzny bod, nebo mé pravé jeden sa-
modruzny bod, pfimku samodruznych bodt a kone¢né muze byt kazdy bod
roviny samodruzny. V pfipadé, ze mé zobrazeni alespon jeden samodruzny
bod, mtzeme ho zvolit jako pocéatek afinniho repéru a (b1;b2) = (0;0). V
tabulce vSech afinit v roviné tedy mame ¢tyri fadky podle poctu samod-
ruznych bodt.

Daéle je charakteristickd rovnice afinity v roviné kvadratickd rovnice.
Nema-li charakteristickd rovnice realny kofen, nemé afinita zadny vlastni
smér. Ma-li charakteristické rovnice dva realné rizné koreny, ma afinita
podle Véty 2.4.5 dva linearné neyavislé vlastni sméry. Ma-li charakteristicka
rovnice dvojnasobny reilny kofen, mohou nastat dva pripady - prostor
vlastnich vektort ma dimenzi jedna nebo dva (kazdy smér je vlastni). Mame
tedy v tabulce 4 sloupce s moznymi poc¢ty vlastnich sméra.

Pripomernime jesté Vétu 2.4.4, ktera ika, Ze neni-li kofrenem charakteris-
tické rovnice 1, ma zobrazeni pravé jeden samodruzny bod. Negaci tohoto
vyroku tak dostaneme, ze pokud je 1 vlastni hodnotou zobrazeni, nema
budto zobrazeni zadny samodruzny bod nebo mé nejméné pfimku samod-
ruznych bodi.

Nyni si muze zachytit jednotlivé moznosti. Je zfejmé, Ze jsou-li vSechny
body samodruzné, musi se jednat o identitu, kterd ma i vSechny sméry
vlastni a v poslednim Fadku tabulky je jedind moznost.

Jestlize nemé charakteristickd rovnice zadny redlny kofen, ma podle
Véty 2.4.4 pravé jeden samodruzny bod a matice zobrazeni je dana realnou
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a imaginarni slozkou komplexniho kotene, viz Céast 1.3. Je tady v 1. sloupci
tabulky jedind mozZnost.

Pokud ma charakteristicka rovnice dva realné ruzné koreny, délime situ-
aci jesté na pripad, kdy je jeden z nich roven jedné nebo jsou oba rtizné od
jedné. Ve druhém piipadé mame pravé jeden samodruzny bod a rovnice zob-
razeni ve 2. fadku 3. sloupci je ddna Vétou 2.4.6. V prvnim piipadé méme
budto pfimku samodruznych bodu (osova afinita - jeden vlastni smér je
smér osy odpovidajici jednicce jako vlastni hodnoté a druhy vlastni smér je
smér osové afinity) nebo neni zadny bod samodruzny (osova afinita sloZzena
s posunutim ve sméru osy). V obou pfipadech dostavame rovnice zobrazeni
z Véty 2.4.6.

Konecné necht mé charakteristickd rovnice dvojnasobny koten. Je-li na-
vic tento kofen rizny od jedné, ma afinita pravé jeden samodruzny bod a
doplitujeme tabulku ve druhém fadku. Vlastni sméry potom tvoii budto
podprostor dimenze jedna (druhy sloupec) nebo dva (posledni sloupec). V
prvnim pfipadé mé matice zobrazeni horni trojihelnikovy tvar s vlastni
hodnotou na diagondle a s nenulovym koeficientem nad diagonalou (viz
Cast 1.3), ve druhém piipadé je matice diagonalni s vlastni hodnotou na
diagonéle a jedna se o stejnolehlost.

Koneéné posledni moznost je, ze jednicka je dvojnasobnym kofenem
charakteristické rovnice. Opét, pokud mé prostor vlastnich vektorti dimenzi
jedna, muze mit zobrazeni pfimku samodruznych bodi (jedna se o elaci,
smér osy je jediny vlastni smér) nebo nemd zadny samodruzny smér (elace
slozena s posunutim o nenulovy vektor ve sméru osy). Matice zobrazeni
je opét horni trojihelnikova matice s jednickou na diagonale a nenulovym
koeficientem nad diagonéalou. Pokud mé prostor vlastnich vektort dimenzi
dva, mize nastat pouze situace, kdy zobrazeni nemé zadny samodruzny
bod a jedna se o posunuti.

Vysledna tabulka tedy vypada takto:
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Zadny vlastni

Jeden vlastni

Dva nezavislé

Kazdy smér

smeér smeér sméry vlastni

Zadny ¥ =x+ay =z +b =z +b

samod- | — Y= y+b vy = Xy v = y+bo

ruzny a#0,b#0 0 # A (b1;b2) # (0;0)

bod Posunuta elace | b # 0 Posunuti
Posunuté o. a.

Jeden ¥=azx+pPBy |2=Mx+by |2 =\=x =Nz

samod- |y =—-fBax+ay |y = Ay Y= Xy v = My

ruzny 8 #0 0#£XM #0 0#£XM #0 0#£M #1

bod b#£0 0# X #1 Stejnolehlost
AL # A2

Piimka ¥ =z+ay ¥ =ux

samod- | — Y=y Y= Xy

ruznych a#0 0# X #1

bodti Elace Osovéa afinita

Vsechny =z

body — — _ v = vy

samod- Identita

ruzné




