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Pozndmka. Priklady oznacené ,1* na cviceni délat nebudeme, protoze jsou moc dlouhé, popft.
slozité (jako takové, nebo pro psani na tabuli). V seznamu je nechdvam pro zdjemce. U zkousky
se typové objevit mohou spiSe ve zjednodusené formé, nebo néjaka jejich ¢ast. Jestlize vysledek
pifkladu (zejména je-li v zaddni pouze v zdvorce navrzeno, co si lze navic procvicit), je mozné
ovérit napr. pomoci Wolframu Alpha

http://www.wolframalpha.com/,
kratky navod formou ukézek je napt. zde:
http://user.mendelu.cz/marik/wiki/doku.php?id=wolfram_alpha,
nebo pomoci Mathematical Assistant on Web
http://user.mendelu.cz/marik /maw.

V ptipadé pfeklepu, nedostatecné formulovaného zadani, nebo jakékoli chyby mi prosim napiste.
Poznamky k teorii maji jen ilohu ‘pripominek’ a nekladou si za cil byt ani zcela korektni, ani
uplné.

1 Vektory

5
e Skaldrnf veli¢ina je plné ur¢end jedinym ¢iselnym udajem, vektory jsou urceny vice ¢iselnymi !

hodnotami. |

Piiklad 1. Rozhodnéte, kterd z nasledujicich velicin je skaldrni a kterd vektorovd.

a) hmotnost, c) sila,

b) rychlost, d) poloha v prostoru.
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e Niasobeni vektoru skalarem znamend vynésobit kazdou jeho slozku.
e Vektory sc¢itame po slozkéach.

Velikost vektoru |v] = |(v1,v2)| = \/v? + v3.

Skaldrni souc¢in vektoru (vysledkem je ¢islo - skaldr):

u-0= (ul,ug) . (1}1,’[}2) = U1V1 + U2V2.

Vektorovy soucin vektoru (vysledkem je vektor):
7k
U X U= (ur,uz,u3) X (v1,v2,v3) = |ug  uz us|,
(%1 Vg Us

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
- |
kde 7= (1,0,0),7= (0,1,0),k = (0,0,1) a determinant pocitdme napt. pomoci Sarrusova '
pravidla. !
Piiklad 2. Jsou ddany body A = [1,2],B = [3,1],C = [2,—1] a oznac¢me ¥ vektor z bodu A do
bodu B a W vektor z bodu A do bodu C Urcete a zakreslete:

a) p(A, B), e) 20,

b) 177 f) _%177

C) \17|’ g) v,
d) 7+, h) 36 — 2.

Piiklad 3. Jsou ddany vektory @ = (1,2,3),7 = (—1,0,2) a @ = (5,—4,2). Urcete:

a) @+7, e) i x ¥,

b) 4, f) (@ )0 x ),
¢) 20 — 37 + 1, 9) lul,

d) @7, h) | x 7.

2 Opakovani - derivace a integral funkce jedné proménné

e Derivuje se kombinaci vzorct.

| |
| |
| |
! e Vypocitat druhou derivaci znamend zderivovat funkci jednou a vysledek derivovat znovu. !
! z . ~ . 7 . ~ 7 ~ !
| (Vyssi derivace podobné.) Mezivysledky je mozné vhodné upravovat. |
! !
| |
| |
| |

e Urcit derivaci v bodé x = a znamend nejprve funkci zderivovat a poté do derivace dosadit
za x hodnotu a.
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a) 5x* — 22 + 422 — 5z + 8, g) M\E’)(‘/‘FH’
b) ?633 h) x33x7
¢) V2 + 3z, i) ;1219:1’
- 2 . nsinz
d) 3zvV7 — 222, j) msinz
6) %a 3
(1422)% k) \/2x + cos3(2z — 5),
f) /71':_727 1) xe ™,

Priklad 5. Vypoctéte derivaci funkce a rozhodnéte, pro jaké hodnoty redlnijch parametri a,b,c
md vypocet smysl.

a) ax® +br +c, b) et

ab

e Funkci dvou proménnych o(z,y) je mozné zapsat jako soucin dvou funkei jedné proménné,
tedy p(z,y) = f(x)g(y) pravé tehdy kdyz je determinant

o YLl _
1
Oy Py

Piiklad 6. Ovwérte, Ze je mozné danou funkci dvou proménnigch zapsat jako soucin dvou funkci
jedné proménné. Pokud ano, proved’te.

a) p(z,y) = y*sinz, c) p(x,y) = a3e”t2y,
b) ¢(z,y) =sin(2z — y), d) o(z,y) =2 —y>.

e Integrdl je antiderivace.

e Zakladni postupy:

2. metoda per partes;

! !
! !
! !
| |
1 :
l 1. uprava a pouziti vzorcu; |
! !
‘ :
| 3. substituéni metoda. 1
1 :
! e Pro vypocet urcitého integrdlu vyuzivdme Newton-Leibnizovy formule — uréime primitivni !
} funkci (neurcity integral), dosadime do ni postupné horni a dolni mez a ziskané hodnoty !
! odecteme. !

Piiklad 7. Vypoctéte neurcity integral

a) [2x3 —5x? — 3z — 2du, h) [ sin®x cosxdu,
b) [ 312 de, i) [ sin®z cos® z du,
c) [e 3% dx, j) [z —5)sinzde,
td) [sin®zdz, k) [(2—z)coszdz,
te) [cos?zdu, ) [(z*+3z)Inzdz,
f) [ov/1+ 22 da, m) [ z%e”dx,

9) fﬁd% n) [xarctgzdz.
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Piiklad 8. Vypoctéte urcity integrdl

a) [°,32% — br +Tdz, 4) J7 (e +3)e" da,
T . o
b) fo z + sinx dzx, e) f1 Nﬁdx,

c) f§(2—x)cosxdx, f) fo m

Piiklad 9. Najdéte vsechny hodnoty parametru a € R takové, aby platila rovnost
a) [ 3z +1de =4, ¢) [} e de =1,

b) fol e dr =e—1, d) fjjl 2z —3adx = 5.

3 Priklady

| e Plati stejna pravidla jako pro derivaci funkce jedné proménné.

|

!

! e Vsechny proménné mimo té podle které derivujeme povazujeme za konstanty.

Piiklad 10. Vypoctéte parcidlni derivace proniho tddu (druhého 7ddu, d. v bodé [—1,2],...) funkce

a) %y +3xy — 4w + 5y — T, q) ‘/fzinlm,
b) %a h) xyz,
c) v, i) xyzsin(zy) cos z,
d) sin ¥ cos £, j) (sinz)®v,
e) 2e7%7 k) 2z +¢P,
f) ygf}mv 1) v,
Piiklad 11. Vypoctéte

0 § (i),
b) 4 (a®),
% (%mvz) , kde m € Ryv = v(t),

d) silu F = Ot’ kde hybnost p = mv,m € R,v = v(t) a vime, Ze a = % = %.
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o Gradient

e Gradient funkce f(z,y, 2)

_(Of Of of
Vf(aaya)

e Gradient je kolmy k vrstevnicim a sméfuje k vyssim funkénim hodnotam.

0 0 o
df:Vf.(dgc,dy,dz):Fidijaiidy_kaiJ;dz'

Funkce f je kmenové funkce daného diferencidlu.

e Zname-li pouze diferencial, kmenovou funkci lze vypoéitat uzitim Schwarzovy véty (nezélezi |
na pofadi proménnych podle kterych derivujeme, jen na tom, kolikrat derivujeme podle,
|

!
!
|
|
|
|
|
|
!
!
!
!
|
|
|
l
|
! e Totaln{ diferencidl funkce f(x,y, 2)
!
!
!
|
|
|
|
|
|
!
!
!
l
1 které) a integrovanim. |

Piiklad 12. Urcete gradient a totdlni diferencidl (v bodé ... ) funkce

a) f(z,y,2) = 2y + a2 +y’2, b) g(z,y) = V22 + .

Piiklad 13. Rozhodnéte, zda je dany viyraz totdlnim diferencidlem néjaké funkce. Pokud ano,
urcete ji. (A zapiste gradient vysledné funkce.)

a) 2z dx + 2y dy, ¢) (2% —y?)dz + (/Y — 2zy) dy.
1
b) 2x73 e dx + 2Va? e dy,
Piiklad 14. Je ddna sloZend funkce f(x,y) = 2% + 232, kde z(u,v) = v —u a y(u,v) = (u +v)2.
Pomoci vzorce % =Vf- 9 (kde x = u,v) urcete
d
a) gt
d
b) L,
¢) funkci f prepiste na “jednoduchou” funkci proménnigch u,v, uréete obé parcidlnid derivace
proniho Tadu a porovnejte s visledky z predchozich bodu prikladu.
e Tecnu i norméalu hledame ve tvaru y = ax + b, kde a,b € R.

e TeCna ¢ a normdla n funkce f(x) v (te¢ném) bodé [zg, f(x0)] = [0, Yo] maji rovnice

ty=yo+ f'(z0)(x — x0),

! !
! !
! !
! !
| 1 |
! !
! !
! !
! !

n:y:yoff,(xo)(xf:co).

e K linedrni aproximaci vyuzivdme te¢nu (misto pocitdn{ hodnoty funkce v bodé a uréime
teénu v blizkém bodé z¢ a bod a dosadime do rovnice tecny).

Priklad 15. Urcete rouvnici teény funkce f v bodé xq.
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a) flz) =%, xo=-2, b) f(z) =2z +sinx, zp=rm.

Priklad 16. Urcete rovnici normdly funkce f v bodé xg.

a) f(x)=2%+Inz, x9=1, b) fla)=Y1—2, x0=09.
Piiklad 17. Pomoci linedrni aproxzimace uréete priblizné:
a) 2.03%, b) cos59°.
P o T T T e e e e e e oo 1

e Tecnou rovinu hleddme ve tvaru z = az + by + ¢, kde a,b,c € R.

e Tetnd rovina t funkce f(x,y) v (te¢ném) bodé [zo, yo, f(z0, yo)] = [To, Yo, 20] m& rovnici

t:z=2z20+ fr(®0,y0)(x — x0) + £, (0, 90) (Y — vo)-

e K linearni aproximaci vyuzivame te¢nou rovinu podobné jako te¢nu u funkce jedné proménné.
e u

Piiklad 18. Urcete rovnici teéné roviny funkce f v bodé [zo, yol.

(l) f(xvy) =x3+3wy2—xy—|—m, [370790] = [170]»
b) f(xvy) = ln(x + 2:9), [‘TanO] = [2’ ”'

Piiklad 19. Pomoci linedrni aproximace urcete priblizné:

a) v/0.98%2 4 2.053, b) e0-04°—=0.01

| e Vistevnice je kiivka spojujici body se stejnou funkéni hodnotou. w
L

Piiklad 20. Zakreslete vrstevnice funkce f s spoctéte a zakreslete gradient této funkce v danijch
bodech.

a’) f(x,y) =Yy—-a, [070]7 [_27 1}7 [173] b) f(:my) =a2? +y2, [070]7 [07 1}7 [1’ 1]‘

Priklad 21. Uréete vektor kolmy k vrstevnici funkce f(x,y) = 3zy + 2x2\/§ v bodé [1,4].

e Rovnice f(z,y) = 0 urcuje implicitné pravé jednu funkci y = g(z) prédvé tehdy kdyz
fy(xo,90) # 0. ‘

r--—-—-— - -~~-=~-~~>"~>F*>">"~>""~"~"*"""*">"">"~>""~>"~*"*"" "7 - -~ - " - °"°"°"7"T°" "7~~~ -"~"=—"" """ °-" """« """ °-"-"=-"°-"°-—-°-°-°7-7 a
!
!

e Derivace funkce dané implicitné f(x,y) =0 je rovna —f;/f,.

!
|
|
l
e Te¢nu v bodé [zg,yo] funkce dané implicitné f(z,y(z)) = 0 pocitdme jako tecnu v roviné |
z = 0 k vrstevnici ve vysce nula pro funkci f(z,y), tj. 1

!

!

|

|

f2(@o,90) (@ — w0) + £ (20, y0)(y — yo) = 0.

Piiklad 22. Ovérte, Ze rovnice x + 2x%y — 5xy® = 0 zaddvd v okoli bodu [2,1] implicitné funkci
y = g(x). Pokud ano, urcete jeji derivaci v tomto bodé a najdéte k ni v tomto bodé tecnu.

Piiklad 23. Najdéte tecnu ke grafu funkce dané v okold bodu [—1,2] implicitné rovnici

Sf—nyZO.
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Podobné pro funkci F:R3 - R3,

e Divergence udava ziidlovitost vektorového pole. (Je-li rovna nule, je pole neziidlové.)

Rotace vektorové funkce F(:r,y, z) = (f(z,y,2),9(z,y,2), h(z,y,2))

rotF(z,y,2) =V x F = (hl, — gL, f. — hl,, d\ — f}).

Rotace uddva lokalni miru rotace v daném bodé. (Je-li nulovd, je pole nevirové.)

Laplaceuv operator (skaldrni) funkece f(x,y, z)
Af =div(Vf) = (V-V)f = V3f.
Piiklad 24. Urcete divergenci funkce F.

a) F(a,y) = (@ +ay -3, 2y +52—y) ) Fla,y,2) =
= (cosy+sin z, cos z +sin z, cos x +sin y).

Priklad 25. Urcete pro jakou hodnotu parametru p € R je vektorové pole
F(z,y,2) = (P’ + yz — 3z,p" 2z, (p + 2)(2 — 7))
nezridlové.

Piiklad 26. Urcete rotaci funkce F.

a) F(z,y,2) = b) Fw,y,2) =
= (2y +yz, 22 + 2y, 20 + 3y — wY2) = (cosy+sin z, cos z + sin z, cos x + sin y).

Priklad 27. Urcete pro jaké hodnoty parametri a,b,c € R je vektorové pole
F(z,y,2) = (42° + az — 2ay, (3 — b)z — 45>, 2 + (2 + ¢)z)
nevirove.

Priklad 28. Je ddna funkce f(z,y,z) = xz* — In(y®z) + L. Aplikujte na ni Laplaceiv operdtor.
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e Kiivkovy integrdl prvniho druhu [ F(z,y)ds = obsah svislé plochy mezi funkci F(z,y) a
kiivkou C' (v roviné zy).

e Kiivkovy integral prvniho druhu nezavisi na orientaci kiivky.

Je-li kiivka C' uzavfend, piseme

.7{0 F(z,y)ds.

Ma-li kiivka C' parametrické vyjadreni

_Jz=9(1),
C_{yzb(t), te o, pl,

i pak
| B
| /C Fla,y)ds = / Flo(t), (6)) v/ (8) + 02 (7) dt.

e Je-li 7(z,y) linedrn{ hustota v bodé [z, y], pak

’ funkce F \ integral z funkce F ‘
1 délka krivky C
7(z,y) hmotnost kiivky C (m)
y7(z,y) linedrni moment vzhl. k ose = (U,)
x7(z,Y) linedrni moment vzhl. k ose y (Uy)
y?7(x,y) | moment setrvacnosti vzhl. k ose = (J,)
227(z,y) | moment setrvaénosti vzhl. k ose y (J,)

e Soufadnice tezisté [zr, yr]:

1
=y

Piiklad 29. Vypocitejte krivkovy integrdl pruniho druhu funkce F(x,y) = po tsecce |AB,

kde A = [0, -2, B = [4,0].

[0,1],[0,0],[1,0] a jehoZ linedrni hustota je T(x,y) = 1.

Priklad 31. Vypocitejte krivkovy integrdl pruniho druhu funkce F(z,y) = xy po éturtiné kruznice
nachdzejici se v prunim kvadrantu, magici polomér 2 a stred v pocdtku.

setrvacnosti draténé konstrukce, sklddajici se z cturtiny kruznice nachdzejici se v pronim kvadrantu,
magici polomeér 1 a stred v poédtku, jejiz koncové body jsou useckami spojeny s poédtkem a linedrni
hustota je konstantni a rovna jedné.

Piiklad 33. Vypocitejte hmotnost jednoho zavitu Sroubovice

r = 3cost,
C =y = 3sint,
z = 4t,
jejiz hustota v bodé [z, y] je mzﬁz'

Piiklad 34. Urcéete hmotnost paraboly y = x° pro x € [—\/5,2\/3], jejiz hustota je rovna
vzddlenosti daného bodu od osy y.
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Wl

Piiklad 35. Je ddna ¢turtina asteroidy x

setrvacnosti vici ose x, vite-li, Ze T(x,y) = —=

]

3/2|zy

e Kiivkovy integral druhého druhu:

/ﬁ(x,y)df:/ P(z,y)dz + Q(x,y) dy.
C C

Na téleso pusobi sfla F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) = P(z,y)7+ Q(z,y)] a to

podél kiivky C' dané polohovym vektorem 7 (préce vykonand silou F).
e Kiivkovy integral druhého druhu zavisi na orientaci kiivky.

e Ma-li kiivka C' parametrické vyjadieni

_ Jr=(),
C‘{yzww, te B,

pak

. 8
/C Flz,y)dF = / [P«o(zf),w(t»so’(t)+Q<w<t>,w<t>>w’<t> dr.

e Je-li kiivka C' uzaviend, piSeme

= préce vykonand silou F' pii premisténi télesa po uzaviené kiivce C
= cirkulace vektorového pole po kiivce C.

e Tok vektorového pole kiivkou C' (pouzijeme normalovou slozku):
| Q@ e+ Py

o Plati:

Integral nezavisi na integracni cesté.

)

+ y% =23 y prunim kvadrantu. Urcete jeji moment
a parametrické vyjadrent této asteroidy je

se pohybuje

Lze zavést potencidln{ energii. (Existuje kmenové funkce = — potencidl.)

)

Integral po kazdé uzaviené kiivce = 0.

)

Rotace vektorového pole = 0.

Integral zdvisi jen na pocatecnim a koncovém bodé a je roven ¢(B) — p(A4),
pocéatecni bod, B je koncovy bod a ¢ je kmenova funkce.

1 j{ F(z,y)dF
| o}

Priklad 36. Vypocitejte kiwkovy integrdl druhého druhu [, (x* — 2zy)dz + (2zy + y*) dy, kde

krivka C' je parabola y = x2 z bodu [0,0] do bodu [1,1].

Priklad 37. Vypocitejte krivkovy integrdl druhého druhu |, c F (z,y)dr, kde
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a) F(z,y) = (2® + y2,0) a kfivka C je parabola y = x2 z bodu [—1,1] do bodu [2,4],

x =acost,y =asint,z = bt,a,b € R.

Priklad 38. Necht krivka C je osa I. a III. kvadrantu od bodu [1,1] do bodu [2,2]. Vypocitejte

/ ydr +ydy
c w?+y?
Priklad 39. Vypocitejte krivkovy integrdl druhého druhu funkce F(x,y) = (3z%y,2% + 1), kde
krivka C je
a) isecka [0,0] — [1,1],
b) parabola y = x>, [0,0] — [1,1],

¢) lomend édra [0,0] — [1,0] — [1,1].
Zavist tento integrdl na integracni cesté? Pokud ne, urcete kmenovou funkci vektorového pole F.

e Dvojny integral pres mnozinu M

// [z, y)dedy
M
prevedeme na dvojnasoby integral

/j <[,6 f(z,y) dy) dz, mnebo /ab (/Cd flx,y) da:) dy,

kde meze vnitiniho integralu mohou byt vyrazy obsahujici vnéjsi proménnou.

e Vnéjsi meze ziskéme jako éisla odkud kam mnozina M sahd (nekoneény pruh — je-li vnéjsi,
proménnd x, tak svisly; pokud y, tak vodorovny). Vnitini meze pak musi mnozinu z to-
hoto pruhu piesné “vykrojit”. Neni-li mozné mez zapsat jako jediny vyraz, nekoneény pruh
rozdélime na nekolik uzsich pruht tak, aby to na kazdém z nich mozné bylo.

e Integrujeme pak postupne zevniti. Integrujeme-li pfes x, chovame se k y jako ke konstanté
a naopak.

r=rcosp, y=rsinp, drxdy=rdrde,

kde r je vzdélenost bodu od pocdtku (polomér) a ¢ je odklon pruvodi¢e bodu od kladné

!
!
!
|
|
|
|
!
e Polarni soufadnice: |
!
!
|
|
|
|
poloosy z. (Tedy 22 + y* = r?.) |

Piiklad 40. V roviné je dina mnoZina ohranicend krivkami

r=1, y=2z y=3z.
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(a) Zndzornéte tuto mnoZinu na obrdzku.
(b) Napiste obé moznosti poradi integrace funkce f(x,y) pres tuto mnoZinu.

(¢) Pomoct dvojndsobného integrdlu urcete plochu této mnoZiny.

4 [ty dzay

na integrdl dvojndsobny (obé moznosti potadi integrace), je-li mnoZina A ohranicena

Piiklad 41. Prevedte dvojny integrdl

y=z, y=r-3, y=2, y=4

Piiklad 42. Vypoctéte integral

//x—i—ydxdy, kde A = {[z,y] € R?: y > 2°,y < 2}.
A

Piiklad 43. Vypoctéte integral

//4x3+3y2+2x—y+12dxdy,
A

kde mnozina A je obdélnik, jehoZ strany jsou rovnobézné se souradnymi osami a dva z jeho vrcholi
maji souradnice [0,1] a [3,2].

Piiklad 44. Urcete plochu mnoziny A ohranicené krivkami 5z —y —1=0 a 22 —y +3 = 0.

l / f(, ) dz dy,

kde mnoZina A je trojuhelnik s vrcholy o souradnicich [1,1],[3,1] a [3,5] a funkce f(x,y) je

a) £, b) %.

Piiklad 45. Vypoctéte integral

Piiklad 46 (1). Zamérnte meze a vypoctéte integrdl

™ ™

2 2

/ / y?sinz? dx | dy.

0 Y

// 2?2y dz dy,
A

kde mnoZina A je zndzornéna na ndsledujicim obrdzku.

Piiklad 47 (1). Vypoctéte integrdl
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ix

Piiklad 48. Vypoctéte dvojny integrdl

//a:2—|—y2dxdy, kde A= {[z,y] e R* : 2® +9* < 4,y >,y > —x}.
A

_ S )4 f(xy)dedy
) H — .
b—a Sa

e Uvazujme [[, F(x,y)dady. Je-li o(z,y) plosnd hustota v bodé [z,y] a p(x,y) vzdilenost
bodu [z, y] od osy otdceni o, pak

’ funkce F' ‘ integral z funkce F' ‘
1 Obsah mnoziny A (5)
o(x,y) hmotnost mnoziny A (m)
)
zo(z,y) linedrni moment vzhl. k ose y (U,)
y2o(z,y) moment setrvacnosti vzhl. k ose z (J,)
220 (z,y) moment setrvacnosti vzhl. k ose y (Jy)
p*(z,y)o(z,y) moment setrvacnosti vzhl. k ose o (J,)
Y2 kvadraticky moment prufezu vzhl. k ose x (1)
z? kvadraticky moment prufezu vzhl. k ose y (1)
P2 (z,y) kvadraticky moment prufezu vzhl. k ose o (I,)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
|
| yo(z,y) linedrn{ moment vzhl. k ose = (U,
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
' e Soufadnice tezisté prufezu [z, yr| (o(x,y) = 1):
|
|
|
|
|
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. ﬁ(z,y) = P(z,y)7+ Q(z,y)7 hladkd v oblasti obsahujici mnozinu  a jeji hranici 9Q (pfi
obfhani po hranici je mnozina vlevo), pak (Greenova véta):

1. Cirkulace po hranici 9 je (viz tretf slozku rot F)

P(z,y)da + Q(x,y) dy = / /Q QL(z,y) — P(x,y) dz dy.

o0

2. Tok prez hranici 99 je (viz div F)

Q) da + P(a, ) dy = / /Q Pl(z,y) + Q' () da dy.

Piiklad 49. Vypoctéte plochu mnozZiny
A={z,y] eR*:2® + 9> > 1,2 +9* <9,y < x,y > 0}.

Priklad 50. Je ddna mnoZina

A={[r,y) eR*:0< 2 < 1,22 <y <3z}
Priklad 51. Urcete kvadraticky moment prifezu mnoZiny

A={[z,y] eR*:2? +9* <4,y <0,y > 2}
vzhledem k ose prochdzejici kolmo pocdtkem.
Priklad 52. Urcete moment setrvacnosti mnoziny

A:{[x,y}6R2:0§x§1,2x§y§3x},
jejiz hustota je v kazdém bodé ddna souctem jeho soutadnic, vzhledem

a) k ose x, b) kosey.
Piiklad 53. Je ddno vektorové pole
F(z,y) = (z — 29)7+ (5 + 4ay)7,

a kladné orientovand uzaviend krivka C, sloZend z lomené édry spojugici body [0,0], [1,1] a [—1,1]
a édsti grafu funkce y = 2% pro x € [—1,0]. Pomoci Greenovy véty vypoctéte

a) cirkulaci vektorového pole F po krivee C, b) tok vektorového pole F krivkou C.

Piiklad 54. Je ddno vektorové pole

F(a,y) = (@ +y)T+ (3% — 5)]
a kladné orientovand uzaviend kiivka C, sloZend z lomené éary spojugict body [2,4],[0,4] a [-1,1]
a édsti grafu funkce y = 2% pro x € [—1,2]. Pomoci Greenovy véty vypoctéte

a) cirkulaci vektorového pole F po krivce C, b) tok vektorového pole F krivkou C.

Piiklad 55. Pomoci Greenovy véty vypocitejte cirkulaci vektorového pole

—

— zg —
F(x,y) = (e" =Ty)7 + (? + wyz) 7

po kiivce C, kterou je kladné orientovand hranice cturtkruhu se stiedem v pocdatku a polomérem 2,
spliugicim y > |z|.
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AM-DI Cviceni

Piiklad 56. Pomoci Greenovy véty vypocitejte tok vektorového pole

F(z,y) = (zy® — 2siny)7+ (% + Sy) 7

krivkou C, kterou je kladné orientovand hranice ctvrtkruhu se stredem v pocdtku a polomérem 2,
spliiugicim y > |z|.

Piiklad 57. Urcete stiedni hodnotu funkce f(x,y) = 22 + 2zy na mnoziné
A={lz,y] eR?:y <5 -2y >1}.
Priiklad 58. Vyreste diferencidlni rovnici

a) y —sinz =5, b) y’:y];y, c) Tl =e""y.

Piiklad 59. Vyreste pocdteénd ilohu

a) z+y =2, y(2)=5,

—_

b) 1+e)L +er =0, y(0)=1,
c) y'sinwsiny = cosxcosy, y(§)=0.

Piiklad 60. Vyreste diferencidlni rovnici
a) Y +3y =w, c) y —3a%y = (v +2)e”,
b) v —ytgx —sinz =0, d) y’e’”2 +29cye’”2 = cos .

Priklad 61. Vyreste diferencidlni rovnici

a) y' +y —2y=0,
b) v + 4y + 4y =0,
c) vy’ — 4y + 29y = 0.

Piiklad 62. Vyreste diferencidlni rovnici

a) y'" =3y + 2y = 22,

b) y' —y =1

c) y" +9y = 1822 — 3z — 5.
Priklad 63. Vyreste diferencidlni rovnici

y" =8y +16y = P(x),

kde

a) P(x) =32, b) P(z) =12z — 3, ¢) P(z) = —2® 42z + 5.
Priklad 64. V 13 hodin 28 minut byla v hotelovém pokoji, vytopeném na 18,3 °C' nalezena mrt-

vola, jejiz teplota byla 26,6 °C'. O t7i hodiny pozdéji je jeji teplota 21,1°C. Urcete ¢as umrti za
predpokladu teploty Zivého téla 37 °C'.
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Priklad 65. Do vodni nddrie o objemu V = 1000 litru, kterd v pocdtecénim case tg = 0 minut
obsahuje Qo = 0 grama soli, pritékd rychlosti v = 20 litri za minutu roztok s koncentraci soli
¢ = 50 grami na litr. Roztok se s vodou promichd a vyslednd smés z nddrze vytékd opét rychlosti
v. Najdéte vzotec pro vypocet mnoZstvi a koncentrace soli v nadrzi v libovolném casovém okamZiku
od pocdteéniho éasu.

Pozndmka. Piiklady na sestavovéni diferencidlnich rovnic popisujicich jistou situaci (jev) jsou
k dispozici na strankdch doc. Maiika, predmét Vyssi matematika (kombi), diferencidlni rovnice,
priklad 2. Pimy odkaz je zde:

http://user.mendelu.cz/marik /wiki/doku.php?id=vyssi_matematika_zapocet#diferencialni_rovnice
Zapisky z predndsky, kde byly tyto piiklady feseny jsou zde (strana 7 a d4l):

http://user.mendelu.cz/marik /wiki/inzmat /prednasky /vyssi_matematika_2013_02_14.pdf

hasil@mendelu.cz 15


http://user.mendelu.cz/marik/wiki/doku.php?id=vyssi_matematika_zapocet#diferencialni_rovnice
http://user.mendelu.cz/marik/wiki/inzmat/prednasky/vyssi_matematika_2013_02_14.pdf

AM-DI

Cviceni

4 Vysledky nékterych priklada

Priklad 1:

a) skaldrni,

b) vektorova,

Priklad 2:

Piiklad 3:

a) (0,2,5),
b) (4,8,12),
¢) (10,0,2),

(
d) 5,

)
)
)
)
Priklad 4:

a) 2023 — 622 + 8z — 5,

b) _%7

3
°) Vats®
622
d) 3v7 — 222 — Nisrek

e) 12z ,
(1422)2’

f 1

) (1+x2)%’

Priklad 5:

a) 2ax+b, abceR,

Priklad 6:

a’) ano, cp(az,y) - (y2) ’ (sinx),
b) ne,

c) vektorov,

d) vektorova.

@

(4-7 _572)3

-

(—12,15, —6),
V14,

o

=
NN N

h) 223*(3+zIn3

g

)

.\ (2241) cosz—2x sinx
1) (@®+1)2 >

) (z%—3x) cotg z—(22—3) Insinx
J (22—31)? ;

k) 1—3sin(2z—5) cos?(2x—>5)
\/2z+cos3 (22—-5)

=

et

b

b) &=, a,b,ceR,a#0.

abx

c) ano, p(z,y) = (2% e®) - (e*¥),

d) ne.

hasil@mendelu.cz
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Priklad 7:

a

=

o

d

)
I8

—

o

h

Priklad 8

a) 168,

)
)
) —
)
) & sin2e e
)
)
)

w\cn
Wl
8
|
[\
5]
+
o

21f—&—c,

o 51n21 +c,

é( + )2 +ec,
—/3 —x2+c

§1n3 x

+c,

b) 2+ %,

c) 1—|—£—i

Priklad 9

d) f =
!
Y
) fr=
f) fr=
g) fr=
!
' =

Priklad 11:

y? o
= o v = oo

127

2xy+3y—4,f;:x2+3x+5,

= yvf/ 7*%

-1 prr _
yr¥= ", f, = x¥Inz,

LcosZcos L + % sin £ sin ¥,
1

=—%cosZcos? — 2sinEsin ¥,

Y Y z z Y

5 -3z 3 3z
_ ;3% —

—ae 2y>fy_y726 2y7

7‘/172

\/»(z +1)cosz—2x sinx

(I2+1)2 I
sinx
29241

podle volby substituce

.4 .6 .8
sin- T sSin- T Sln xT

s + s +c1,
nebo €5 — €L + ¢, kde ¢; = ¢z —

3sinz — (3 — 5) cosz + ¢,
(2 —z)sinz — coszx + c,
e”(2? — 22+ 2) + ¢,

x2+1 x
= arctgr — 5 +c

=

[SJ[eY
|
[N}

fr=yz, [y = x2, fL = wy,

f1 = yzcos z[sin(xy) + xy cos(zy)],
fy = wzcos z[sin(wy) + wy cos(zy)],
fL = zysin(zy)(cos z — zsin z),

i =y(sinx)®¥ (Insinx 4+ x cotg ) ,

= z(sinx)*¥ Insin z,

7! 1 r_ 3y

fr=yrav
f,’/ =¥ zy* 'nu,
fl=a2¥y*Inzlny.

1
24
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a) 4mr?, c) mua,
b) 3a?, d) F =ma.
Priklad 12

a) Vf = 2zy+z2° +3y°z,2 +¢°),df = 2zy + 2z) dz + (2* + 3y*2) dy + (v + ¢°) dz,

_ z 3y2 _ oz L
b) Vi= (\/w2+y3’ 2\/w2+y3> A= (Vm) do <2 “”2“’3) w

Priklad 13

a) ano, f(x,y) = 2"+ 3> +c,
b) ano, f(z,y) = 27 e 4,

c) ano, f(x,y) = % —ay® + 2y Y +c
Piiklad 14

a) %:2u—2v—(u+v)4+4(v—u)(u+v)3,

b) 3—u:21)—2u—|—(u—i—v)4—I—ZJE(U—u)(u—&—u)?’7

c) stejné jako a), b).

Piiklad 15

a) y = 1lx + 25, b) z —y+7m=0.
Priklad 16

a) y =432, b) y =12z — 110.
Priklad 17

a) 34.4, b) 0.5151.
Priklad 18:

a) dr—y—z—2=0, b) z+2y —4z+4(ln4 —1) = 0.
Priklad 19:

928 99

a’) 300° b) 100"

Priklad 20:
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Pifklad 21: (20,7/2).

Priklad 22: ano; dr — 22y + 14 = 0.

2.
11
Priklad 23: y = 2.

Priklad 24:

a) div F(z,y) = 2z +y + 2zy — 1, b) div F(z,y,z) = 0.

vz . =14
Priklad 25: p = 12‘/5.
Priklad 26:
a) rot F(z,y,2) = b) rot F(z,y,z) = F(x,y,2).
=B-2z2—-22,y—2+4+yz,y—z — 2),

Priklad 27: a = 0,b = 3,c = —2.

Priklad 28: Af(z,y,2) = % + y% F2r 4+ &+ j%
Piiklad 29: v/51n2.

Piiklad 30: [@ ﬁ}

Priklad 31: 4.

Piiklad 32: T = {4%# 4%7] L Jy =g

Piiklad 33: 2(27m)2 (¢ € [0, 27]).

Piiklad 34: 2, (7(z,y) = |z|).

Piiklad 35: 38, (t € [0, 3]).

21

Piiklad 36: 22.
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Priklad 37:
Priklad 38:
Priklad 39:

Priklad 40:

Priklad 41:

Priklad 42:

LS

CL) 207

S0, b)) —6m )13,

d) —a?m (t € [0,27]).
In2.

a,b,c)2. Nezavisi, p(x,y) = 23y +y + c.
fO 2 (2,y dydx_fof fxy)dxdy+f2f f(z,y) dz dy, plocha 3.
ey dady = [ 7 fla,y)dyda+ [} [, f

%.

Priklad 43: =52

Priklad 44:
Priklad 45:
Piiklad 46:
Priiklad 47:
Priklad 48:
Priklad 49:
Priklad 50:
Piiklad 51:
Piiklad 52:
Priklad 53:
Priklad 54:
Priklad 55:
Piiklad 56:
Piiklad 57:
Priklad 58:
Piiklad 59:

Priklad 60: a

Priklad 61:

Priklad 62:

Priklad 63:

Priklad 64:

)y? = (x —2)e® +c.
V2

2sinz’

a)y =5x —cosx +c¢, by=e*

by =

_z 1 —3x _ _c cosx
)y_§_§+ce ’ b)y_cosa:_T7

c)y = (§+2$+0)6I3, d)yy = (sinz +c)e " .

a)yZQx_g‘F?), c)cosy =

_2
T+e®

2z

a)y = c1e* fcge” 2

b)y =C1 e 2 +cor e “t, c)y =c ez
a)y =16 fege” +5 4+ 354 1
by = c1 e +core™® —2% — 6,
; 2
c)y = ¢y cos(3x) + cpsin(3x) + 22° — § — 1.

a)y = c1 e*® oz et 42,
y =c1 e’ +eorel® +3z +

c)y = c1 e*® +cowet® —

167
E"'w"‘ﬁs'

Rovnice y' = —k(y — 18, 3), ¢as timrt{ cca 11:13.

cos(5x) + cg €27

xy dydx+f5f f ,y)dydx

sin(5x).
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Piiklad 65: Rovnice Q' = 1000 — £,
mnozstvi Q(t) = 50000(1 — e~ %),

0
koncentrace ¢(t) = 50(1 — e_%).
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