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Ústav matematiky a statistiky
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Úvod

Publikace Problémy z matematické analýzy vznikla z potřeby rozv́ıjet nadané
studenty se zájmem o předměty matematické analýzy (např. M1100–M4100 nebo
M1100F–M3100F na PřF MU či MB142 a MB152 na FI MU). Tento text zahr-
nuje řadu rozmanitých oblast́ı, na které při klasické hodinové dotaci nezbývá čas
(máme na mysli netriviálńı rozvinut́ı zařazených témat). V reakci na to vznikla
tato kniha, která přináš́ı vedle jednoduchých úloh také problémy obt́ıžněǰśı,
popř. zahrnuj́ıćı rozsáhleǰśı teorii než tu, která se v základńıch kurzech matema-
tické analýzy standardně vyučuje. Pro lepš́ı orientaci je publikace rozdělena do
10 odd́ıl̊u (tématicky př́ıbuzných kapitol) a celkem 50 kapitol. Řešeńı problémů
zadaných v jednotlivých odd́ılech (resp. návody k jejich řešeńı) je možné nalézt
v použité literatuře. Konkrétně se stač́ı omezit na zdroje přǐrazené ńıže.

• I. SPOJITOST – [2, 7, 12]

• II. DIFERENCIÁLNÍ POČET – [7, 8, 12, 19]

• III. INTEGRÁLNÍ POČET – [10, 12, 14, 15, 19]

• IV. ŘADY – [5, 6, 8, 21]

• V. FUNKCE S KONEČNOU VARIACÍ – [3, 8, 10, 11]

• VI. ABSOLUTNĚ SPOJITÉ FUNKCE – [8, 10, 20]

• VII. DALŠÍ TŘÍDY FUNKCÍ – [2, 12, 16]

• VIII. KONVEXNÍ ANALÝZA – [4, 13]

• IX. TRANSCENDENCE VÝZNAMNÝCH ČÍSEL – [17]

• X. DALŠÍ TÉMATA – [7, 8, 12]



U čtenáře se předpokládá znalost alespoň jednoho kurzu matematické analýzy
(např. MB142 nebo MB152); k plnému porozuměńı (k řešeńı náročněǰśıch prob-
lémů ve většině část́ı) je však třeba znalost látky v rozsahu všech předmět̊u
M1100–M4100. Zájemci zde naleznou partie rozšǐruj́ıćı běžně prob́ıranou látku.
Tato kniha nemá za ćıl zahrnout řešeńı předkládaných problémů – s výjimkou
jistých d̊ukaz̊u, které jsou (autory považované za) zaj́ımavé (resp. návodné pro
řešeńı daľśıch problémů) nebo které jsou obvykle považovány za př́ılǐs náročné
pro studenty. V každé kapitole na nutnou teoretickou pasáž (částečně prohlu-
buj́ıćı základńı látku) navazuj́ı úlohy lehč́ıho a posléze těžš́ıho rázu. Výjimkou
pak nejsou problémy propojuj́ıćı v́ıce r̊uzných kapitol i odd́ıl̊u.

Každý čtenář, který naváže na základńı kurzy matematické analýzy touto
knihou a zvládne jej́ı problematiku, dosáhne nadstandardńı úrovně znalost́ı, č́ımž
splńı přáńı autor̊u.

Tato publikace vznikla v rámci projektu MUNI/FR/0893/2019 Fondu roz-
voje Masarykovy univerzity.

V Brně dne 22. 12. 2020 Autoři
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10 SYMETRICKÁ A DRUHÁ SCHWARZOVA DERIVACE 41
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37.1 Funkce prvńı Baireovy tř́ıdy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

37.2 Baireova klasifikace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

38 MONOTONNÍ FUNKCE 175
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40 TEORIE ODDĚLOVÁNÍ MNOŽIN 187
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I. SPOJITOST





Kapitola 1

POLOSPOJITÉ FUNKCE

Tuto kapitolu věnujeme jedné z d̊uležitých vlastnost́ı reálných funkćı, a to tzv.
polospojitosti. Rozlǐsujeme jednak funkce polospojité v bodě a dále polospojité
na množině. Oba dva pojmy nyńı zavedeme a budeme s nimi dále pracovat. Dle
očekáváńı se nejedná o vlastnosti tak silné, jako je př́ımo spojitost funkce.

Definice 1 Necht’ funkce f je definovaná na intervalu (a, b) ⊂ R a necht’ c ∈
(a, b). Pokud je splněno

(∀ε > 0) (∃ δ > 0) (∀x ∈ (c− δ, c+ δ)) (f(c)− ε < f(x)) ,

pak funkci f označujeme jako polospojitou zdola v bodě c.

Analogicky zavád́ıme:

Definice 2 Necht’ funkce f je definovaná na intervalu (a, b) ⊂ R a necht’ c ∈
(a, b). Pokud je

(∀ε > 0)(∃ δ > 0)(∀x ∈ (c− δ, c+ δ))(f(c) + ε > f(x)),

pak funkci f nazýváme polospojitou shora v bodě c.

Poznámka 1 Zřejmě funkce f , která je zdola i shora polospojitá v c, je v tomto
bodě spojitá (a pochopitelně naopak).

Poznámka 2 Funkce f je očividně zdola polospojitá v c, právě když je funk-
ce −f shora polospojitá v c.

Problém 1 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı. Funkce f je zdola polospojitá v bodě c
právě tehdy, když

lim inf
x→c

f(x) ≥ f(c),

3



4 KAPITOLA 1. POLOSPOJITÉ FUNKCE

resp. shora polospojitá v bodě c právě tehdy, když

lim sup
x→c

f(x) ≤ f(c).

Definice 3 Je-li funkce f polospojitá zdola v každém bodě intervalu (a, b), pak
ji nazýváme polospojitou zdola na intervalu (a, b).

Zcela analogicky:

Definice 4 Je-li funkce f polospojitá shora v každém bodě intervalu (a, b), pak
ji nazýváme polospojitou shora na intervalu (a, b).

Následuj́ıćı problémy jsou spojené s polospojitost́ı funkce v bodě, resp. na
intervalu.

Problém 2 Formulujte definici funkce polospojité zdola v bodě c zleva, resp.
zprava.

Problém 3 Vyšetřete polospojitost součtu, součinu a kompozice dvou funkćı.

Definice 5 Funkci χ definovanou na R tak, že

χ(x) =

{
0 pro x ∈ RrQ;

1 pro x ∈ Q,

nazýváme Dirichletovou funkćı.

Definice 6 Funkci ζ definovanou na R tak, že

ζ(x) =

{
0 pro x ∈ {0} ∪ (RrQ) ;
1
q pro x = p

q ∈ Z, kde p ∈ Z r {0} a q ∈ N jsou nesoudělná,

nazýváme Riemannovou funkćı.

Problém 4 Uvažujte Dirichletovu funkci χ a Riemannovu funkci ζ. Prostudujte
polospojitost těchto dvou funkćı.

Definice 7 Necht’ N ⊆ R. Funkci χN definovanou na R tak, že

χN (x) =

{
0 pro x ∈ N ;

1 pro x /∈ N,

nazýváme charakteristickou funkćı množiny N .
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Problém 5 Za jaké podmı́nky je charakteristická funkce množiny N ⊆ R polo-
spojitá zdola, resp. shora?

Problém 6 Za jaké podmı́nky je funkce, která nabývá konečně mnoha hodnot,
polospojitá?

Problém 7 Uved’te př́ıklad funkce f polospojité zdola na R, která má množinu
bod̊u nespojitosti hustou v R; jinak řečeno, uváž́ıte-li všechny otevřené intervaly,
v každém z nich je obsažen aspoň jeden bod nespojitosti funkce f .

Definice 8 Pro reálnou funkci f definovanou na okoĺı bodu z ∈ R nazýváme
oscilaćı funkce f v bodě z výraz

oscf (z) = inf
δ>0

sup
t1,t2∈(z−δ,z+δ)

|f (t1)− f (t2)| . (1.1)

Dále (také pro reálnou funkci f definovanou v okoĺı bodu z ∈ R) klademe

lim sup
x→z

f(x) = inf
δ>0

sup
t∈(z−δ,z+δ)

f(t),

resp.
lim inf
x→z

f(x) = − lim sup
x→z

(−f(x)).

Problém 8 Uvažujte libovolnou funkci f , která je ohraničená na R. Dokažte,
že pak oscf , lim sup f a lim inf f jsou polospojité funkce na R.

Problém 9 Pro funkci f definovanou na intervalu (a, b) dokažte ekvivalenci
těchto podmı́nek:

(i) f je zdola polospojitá na (a, b);

(ii) množina
f−1((c,∞)) = {z ∈ (a, b); f(z) > c}

je otevřená pro každé c ∈ R;

(iii) množina
f−1((−∞, c]) = {z ∈ (a, b); f(z) ≤ c}

je uzavřená pro každé c ∈ R.

Vyslovte odpov́ıdaj́ıćı tvrzeńı pro funkce spojité.

Problém 10 S použit́ım tvrzeńı z Problému 9 dokažte, že pokud jsou funkce fn,
n ∈ N na intervalu (a, b) spojité, fn(x) ≤ fn+1(x) pro x ∈ (a, b), n ∈ N a fn → f
pro n→∞ na (a, b), potom funkce f je zdola polospojitá na (a, b).
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Opačná implikace v tvrzeńı obsaženém v Problému 10 neplat́ı obecně. Je
potřeba doplnit jistý předpoklad – viz následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 1 Necht’ je funkce f na intervalu (a, b) zdola polospojitá a zdola ohraničená.
Pak existuje neklesaj́ıćı posloupnost funkćı {fn} spojitých na (a, b) takových, že
fn → f pro n→∞ na (a, b).

Problém 11 Dokažte Větu 1. Nápověda: Vezměte

fn(x) = inf
z∈(a,b)

f(z) + n|z − x|, x ∈ (a, b), n ∈ N.

Problém 12 Zvažte nutnost předpokladu ohraničenosti zdola funkce f ve Vě-
tě 1. Jak by znělo toto tvrzeńı pro funkci polospojitou shora?

Věta 2 Necht’ funkce f je na intervalu (a, b) polospojitá zdola. Pak je funkce f
zdola ohraničená na každém intervalu [c, d] ⊂ (a, b).

Problém 13 Dokažte Větu 2. Nápověda: M̊užete použ́ıt d̊ukaz sporem a Bolza-
novu–Weierstrassovu větu o existenci hromadného bodu ohraničené posloupnosti,
popř. lze vyj́ıt z d̊ukazu obdobné věty pro spojité funkce.

Problém 14 Vyslovte odpov́ıdaj́ıćı větu k Větě 2 pro funkci f polospojitou shora
na intervalu (a, b).

Věta 3 Necht’ g a h jsou ohraničené funkce na (a, b). Necht’ g je shora polo-
spojitá a necht’ h je zdola polospojitá. Je-li g(x) ≤ h(x), x ∈ (a, b), pak existuje
spojitá funkce f na (a, b), pro kterou plat́ı

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x), x ∈ (a, b).

Problém 15 Dokažte Větu 3.

Problém 16 Dokažte, že polospojité funkce maj́ı hustou množinu bod̊u spoji-
tosti. (Viz také Problém 252.)



Kapitola 2

SILNÁ A SLABÁ
SPOJITOST

Vedle základńı vlastnosti funkce, jako je spojitost v bodě, resp. na množině,
můžeme obdobně zkoumat daľśı druhy spojitosti. V této kapitole si všimneme
pojmů silná a slabá spojitost (poté bude následovat aproximativńı spojitost a
symetrická spojitost).

2.1 Silná spojitost

Definice 9 O funkci f , která je definovaná na nějakém okoĺı bodu x0 ∈ R,
řekneme, že je silně spojitá v bodě x0, je-li splněno:

(∃δ > 0)(∀ε > 0)(∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ))(|f(x)− f(x0)| < ε).

Definice 10 Necht’ funkce f je definovaná na otevřeném intervalu I ⊂ R.
Řekneme, že f je silně spojitá na I, jestlǐze je silně spojitá v každém bodě
tohoto intervalu.

Problém 17 Obdobným zp̊usobem jako v Definici 9 lze zavést silnou spojitost
zleva a silnou spojitost zprava. Definujte tyto pojmy explicitně.

Poznámka 3 Podotkněme, že definice silně spojité funkce
”

vzešla“ z definice
udávaj́ıćı

”
klasickou“ spojitost, a to záměnou pořad́ı dvou kvantifikátor̊u. Význam

tohoto typu spojitosti je však zanedbatelný. Jedná se o skupinu funkćı, které od-
pov́ıdaj́ı funkćım konstantńım (viz ńı̌ze).

Problém 18 Dokažte, že funkce f je silně spojitá v bodě x0 právě tehdy, když
je v jistém okoĺı tohoto bodu konstantńı.

7
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Problém 19 Dokažte, že funkce f je silně spojitá na otevřeném intervalu I
právě tehdy, když je na I konstantńı.

Nyńı zobecńıme pojem silné spojitosti pro obecné metrické prostory.

Definice 11 Necht’ (M,%) a (N, σ) jsou metrické prostory. Necht’ zobrazeńı f :
M → N je dané. Řekneme, že f je silně spojité, pokud f(A) ⊆ f(A) pro
každou množinu A ⊆M , kde A je uzávěr množiny A.

Problém 20 Necht’ (M,%) a (N, σ) jsou metrické prostory. Ukažte, že každé
silně spojité zobrazeńı f : M → N je spojité.

Problém 21 Necht’ (M,%) a (N, σ) jsou metrické prostory. Dokažte, že jsou
ekvivalentńı následuj́ıćı výroky:

(i) zobrazeńı f : M → N je silně spojité;

(ii) plat́ı f(A) = f(A) pro každou množinu A ⊆M ;

(iii) množina f−1(A) je otevřená pro každou množinu A ⊆ N ;

(iv) množina f−1(A) je uzavřená pro každou množinu A ⊆ N ;

(v) množina f−1(A) je obojetná pro každou množinu A ⊆ N .

Věta 4 Necht’ (M,%) a (N, σ) jsou metrické prostory. Necht’ f : M → N je
silně spojité zobrazeńı a necht’ A ⊆ M je neprázdná souvislá množina. Pak je
množina f(A) jednoprvková.

Problém 22 Dokažte Větu 4.

Problém 23 Udejte př́ıklad zobrazeńı, které neńı silně spojité, ale zobrazuje
každou neprázdnou souvislou množinu na jednoprvkovou množinu.

2.2 Slabá spojitost

Nejprve doplňme, že množinou mı́ry nula budeme nadále rozumět množinu nu-
lové Lebesgueovy mı́ry (srovnej s Definićı 66).

Definice 12 O funkci f : R → R řekneme, že je slabě spojitá, je-li množina
bod̊u nespojitosti funkce f mı́ry nula.

Problém 24 Dokažte ekvivalentnost těchto podmı́nek:

(i) funkce f je slabě spojitá;
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(ii) pro otevřenou množinu P ⊂ R existuj́ı otevřená množina O a množina N
nulové mı́ry tak, že plat́ı

f−1(P ) = O ∪N ;

(iii) pro uzavřenou množinu Q ⊂ R existuj́ı uzavřená množina U a množina N
nulové mı́ry tak, že plat́ı

f−1(Q) = U rN.

Problém 25 Vyšetřete, zda je součet slabě spojitých funkćı též slabě spojitá
funkce.

Problém 26 Je součin slabě spojitých funkćı funkce slabě spojitá?

Problém 27 Zjistěte, zda je kompozice slabě spojitých funkćı také slabě spojitá
funkce.

Problém 28 Ukažte, že konvoluce (viz Kapitola 12) slabě spojitých funkćı ne-
muśı být funkce slabě spojitá.

Problém 29 Dokažte, že konvoluce spojité a slabě spojité funkce je funkce slabě
spojitá.

Věta 5 Necht’ g je slabě spojitá funkce a h je slabě spojitá funkce s vlastnost́ı,
že

µ(A) > 0⇒ µ(h(A)) > 0,

kde µ je Lebesgueova mı́ra. Potom je konvoluce g a h slabě spojitá funkce.

Problém 30 Dokažte Větu 5.
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Kapitola 3

APROXIMATIVNÍ
SPOJITOST

Předt́ım, než se pod́ıváme na daľśı typ spojitosti – tzv. aproximativńı spojitost,
je potřeba připomenout souvisej́ıćı užité pojmy.

Definice 13 Necht’ je množina L ⊆ R lebesgueovsky měřitelná a je daný bod
x0 ∈ R. Položme

D(L, x0) = lim
h→0+

µ (L ∩ [x0 − h, x0 + h])

2h
, (3.1)

kde µ je Lebesgueova mı́ra. Hustotu množiny L v bodě x0 definujeme jako
D(L, x0), jestlǐze limita (3.1) existuje. Bod x0 nazveme bodem hustoty mno-
žiny L, jestlǐze D(L, x0) = 1.

Poznámka 4 Očividně je 0 ≤ D(L, x0) ≤ 1.

Poznámka 5 Je-li x0 vnitřńım bodem množiny L, pak je bodem hustoty mno-
žiny L.

Poznámka 6 Jestlǐze je bod x0 bodem hustoty množiny L a O = R r L, pak
D(O, x0) = 0. V tomto př́ıpadě nazveme bod x0 bodem ř́ıdkosti množiny O.

Problém 31 Ukažte na př́ıkladu, že limita (3.1) nemuśı existovat.

Problém 32 Dokažte tvrzeńı: Pro lebesgueovsky měřitelnou množinu L ⊆ R je
bod x0 ∈ R bodem hustoty množiny L právě tehdy, když

lim
h→0

µ(L ∩ (x0, x0 + h))

h
= 1.

11
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Věta 6 (Lebesgueova věta o hustotě) Pro lebesgueovsky měřitelnou množi-
nu L ⊆ R jsou skoro všechny body z L body hustoty množiny L. Zejména, jestlǐze
je µ(L) > 0, pak existuje bod x0 z množiny L takový, že D(L, x0) = 1.

Problém 33 Dokažte Lebesgueovu větu o hustotě.

Problém 34 Uvažujme množinu N konečné mı́ry a definujme

γN : x 7→ µ(N ∩ (−∞, x]), x ∈ R.

Ukažte, že plat́ı:

(i) funkce γN je neklesaj́ıćı na R a absolutně spojitá (viz Definice 71) na
každém uzavřeném intervalu I ⊂ R;

(ii) pokud je µ(N) > 0, pak γN neńı konvexńı na R (viz Definice 91);

(iii) bod x0 ∈ R je bodem hustoty množiny N právě tehdy, když

γ′N (x0) = 1.

Definice 14 Necht’ je funkce f definovaná na jistém okoĺı bodu x0 ∈ R. Pak
ji nazýváme aproximativně spojitou v bodě x0, jestlǐze existuje množina
N ⊆ R taková, že D(N, x0) = 1 a

lim
x→x0,x∈N

f(x) = f(x0).

Definice 15 Funkce f je aproximativně spojitá na intervalu (a, b), jestlǐze
je aproximativně spojitá v každém bodě intervalu (a, b).

Věta 7 (Denjoyova věta) Je-li funkce f na intervalu [a, b] skoro všude konečná,
pak je f měřitelná právě tehdy, když je ve skoro všech bodech intervalu [a, b] apro-
ximativně spojitá.

Problém 35 Dokažte, že je-li funkce f spojitá v bodě x0, pak je v tomto bodě
také aproximativně spojitá.

Problém 36 Uvažujte funkci

f(x) := sin
1

x
, x 6= 0, f(0) := 0.

Dokažte, že funkce f neńı aproximativně spojitá v bodě 0.

Problém 37 Dokažte, že k funkci f z Problému 36 existuje funkce primitivńı,
přestože f neńı aproximativně spojitá.
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Problém 38 Uvažujte systém K všech měřitelných množin K ⊆ R takových, že
pro každý bod x ∈ K plat́ı, že je bodem hustoty množiny K. Uvažujte libovolnou
funkci f , která je konečná na R. Dokažte, že funkce f je aproximativně spojitá
právě tehdy, když pro každé c ∈ R je

{x ∈ R; f(x) > c} ∈ K, {x ∈ R; f(x) < c} ∈ K.

Problém 39 Uvažujte systém K měřitelných množin uvažovaný v Problému 38.
Vyšetřete uzavřenost na jednotlivé množinové operace tohoto systému.

Problém 40 Necht’ g, h jsou funkce aproximativně spojité na R a k ∈ R. Dokažte,
že funkce g + h, k · g a g · h jsou aproximativně spojité na R.

Problém 41 Uvažte stejnoměrně konvergentńı posloupnost aproximativně spo-
jitých funkćı na intervalu (a, b) a rozhodněte, jestli je jej́ı limita aproximativně
spojitá funkce.

Věta 8 Ke každé ohraničené aproximativně spojité funkci existuje funkce pri-
mitivńı.

Problém 42 Dokažte Větu 8 tak, že pro funkci ohraničenou a aproximativně
spojitou ukážete, že je rovna derivaci svého neurčitého Lebesgueova integrálu.
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Kapitola 4

SYMETRICKÁ SPOJITOST

Nyńı se pod́ıváme na daľśı významný typ spojitosti – tzv. symetrickou spojitost.
Samotný pojem představuje analytický problém, kdy jsou zavedeny nové definice
a následně se vyšetřuje, zda je možné standardńı vlastnosti přenést i na tyto
definice.

Definice 16 O funkci f , která je definovaná na okoĺı bodu x0 ∈ R, řekneme, že
je symetricky spojitá v bodě x0, pokud

lim
h→0

[f(x0 + h)− f(x0 − h)] = 0.

Je-li funkce f symetricky spojitá v každém bodě intervalu (a, b), pak řekneme, že
je symetricky spojitá na intervalu (a, b). Funkci f nazýváme symetricky
spojitou na uzavřeném intervalu [a, b], je-li symetricky spojitá na intervalu
(a, b), spojitá zleva v bodě b a spojitá zprava v bodě a.

Problém 43 Rozhodněte o platnosti následuj́ıćıch tvrzeńı. Př́ıpadnou neplat-
nost implikaćı ukažte na protipř́ıkladu.

(i) Je-li funkce f spojitá v bodě x0, pak je f symetricky spojitá v tomto bodě.

(ii) Je-li funkce f symetricky spojitá v bodě x0, pak je f spojitá v tomto bodě.

(iii) Jsou-li funkce g a h symetricky spojité v bodě x0 a α, β ∈ R, pak je lineárńı
kombinace αg + βh symetricky spojitá funkce v bodě x0.

(iv) Jsou-li funkce g a h symetricky spojité v bodě x0, pak je součin g · h syme-
tricky spojitá funkce v bodě x0.

(v) Jsou-li funkce g a h symetricky spojité v bodě x0, pak je max{g, h} symet-
ricky spojitá funkce v bodě x0.

15
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(vi) Je-li funkce g symetricky spojitá v bodě x0 a h symetricky spojitá v bodě
g(x0), pak je funkce h ◦ g symetricky spojitá funkce v bodě x0.

Problém 44 Rozhodněte o platnosti následuj́ıćıch tvrzeńı. Př́ıpadnou neplat-
nost implikaćı ukažte na protipř́ıkladu.

(i) Jsou-li fn spojité funkce v bodě x0 a fn(x0)→ f(x0) pro n→∞, pak je f
symetricky spojitá funkce v bodě x0.

(ii) Jsou-li funkce fn symetricky spojité na intervalu (a, b) pro n ∈ N a {fn}∞n=1

konverguje stejnoměrně k funkci f na intervalu (a, b), pak je funkce f sy-
metricky spojitá na intervalu (a, b).

(iii) Je-li funkce symetricky spojitá na uzavřeném intervalu [a, b], pak je tato
funkce ohraničená na [a, b].

(iv) Je-li funkce symetricky spojitá a ohraničená na uzavřeném intervalu [a, b],
pak tato funkce nabývá na [a, b] svého maxima.

(v) Je-li f symetricky spojitá funkce na intervalu (a, b), pak je funkce f dar-
bouxovská na intervalu (a, b) (viz Kapitola 36).

(vi) Je-li funkce f symetricky spojitá v 0 a je-li řešeńım funkcionálńı rovnice
F (x+ y) = F (x) + F (y) na R, potom je f lineárńı na R.

Věta 9 Necht’ J ⊂ R je otevřený interval a necht’ f je funkce symetricky spojitá
na J . Pak plat́ı, že existuje hustá podmnožina intervalu J taková, že funkce f je
spojitá v každém bodě této podmnožiny.

Problém 45 Dokažte Větu 9.

Věta 10 Necht’ J ⊂ R je otevřený interval a necht’ je na něm funkce f ohraničená
a symetricky spojitá. Pak oscilace funkce f zavedená v (1.1) je funkce symetricky
spojitá na intervalu J .

Problém 46 Dokažte Větu 10.

Věta 11 Necht’ J ⊂ R je otevřený interval a f je funkce symetricky spojitá
na J . Pak plat́ı, že funkce f je skoro všude spojitá na intervalu J .

Problém 47 Pomoćı Věty 10 dokažte Větu 11, která je ześıleńım Věty 9.

Poznámka 7 Z Věty 11 plyne, že každá symetricky spojitá funkce je měřitelná.
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Problém 48 Ukažte, že ohraničená symetricky spojitá funkce na [a, b] je rie-
mannovsky integrovatelná na [a, b].

Problém 49 Ukažte, že na R existuje symetricky spojitá funkce, pro kterou
plat́ı, že je nespojitá v nespočetně mnoha bodech.

Problém 50 Uved’te př́ıklad funkce h takové, že množina Csh, která je pro libo-
volnou funkci f zavedena jako

Csf := {x ∈ (a, b); f je symetricky spojitá v x},

neńı lebesgueovsky měřitelná.

Problém 51 Dokažte, že pro lebesgueovsky měřitelnou funkci f je množina Csf
lebesgueovsky měřitelná.



18 KAPITOLA 4. SYMETRICKÁ SPOJITOST



Kapitola 5

BODY NESPOJITOSTI
OBECNÝCH FUNKCÍ

Nejprve připomeňme známou definici.

Definice 17 Necht’ je dána funkce f .

(i) Necht’ funkce f neńı spojitá v bodě x0 a necht’ existuje vlastńı limita

lim
x→x0

f(x) = L,

tj. f(x0) 6= L. Potom se bod x0 nazývá bodem odstranitelné nespoji-
tosti funkce f .

(ii) Jestlǐze vlastńı limita limx→x0 f(x) neexistuje, potom se bod x0 nazývá bo-
dem neodstranitelné nespojitosti funkce f . V tomto př́ıpadě mohou
nastat dvě možnosti:

(a) Limita zleva
f
(
x−0
)

:= lim
x→x−0

f(x)

a limita zprava
f
(
x+0
)

:= lim
x→x+0

f(x)

existuj́ı a jsou vlastńı, ovšem nerovnaj́ı se. Pak nazýváme bod x0
bodem nespojitosti prvńıho druhu a hodnotu f

(
x+0
)
− f

(
x−0
)

nazýváme skokem funkce f v bodě x0.

(b) Pokud některá z jednostranných limit

lim
x→x−0

f(x), lim
x→x+0

f(x)
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neexistuje nebo je nevlastńı, potom nazýváme bod x0 bodem nespo-
jitosti druhého druhu.

Věta 12 Pro otevřený interval I ⊆ R a libovolnou funkci h : I → R je množina
bod̊u nespojitosti prvńıho druhu funkce h nejvýše spočetná.

Problém 52 Dokažte Větu 12.

Řešeńı. Nejprve zavedeme dále použ́ıvané množiny. Označme M množinu
všech bod̊u nespojitosti prvńıho druhu funkce h na intervalu I a

M+ :=

{
x0 ∈ I; lim

x→x0+
h(x) 6= h(x0)

}
,

M− :=

{
x0 ∈ I; lim

x→x0−
h(x) 6= h(x0)

}
,

M+
1 :=

{
x0 ∈ I; lim

x→x0+
h(x) > h(x0)

}
,

M+
2 :=

{
x0 ∈ I; lim

x→x0+
h(x) < h(x0)

}
.

Je zřejmé, že M = M+ ∪M− a M+ = M+
1 ∪M

+
2 . Dále uspořádejme do prosté

posloupnosti {qk}k∈N všechna racionálńı č́ısla, tj. Q = {qk; k ∈ N}. Necht’ q je
zobrazeńı, které každému x0 ∈M+

1 přǐrazuje racionálńı č́ıslo z intervalu(
h(x0), lim

x→x0+
h(x)

)
s nejmenš́ım indexem v posloupnosti {qk}k∈N. To znamená, že q(x0) = qj právě
tehdy, když

qj ∈
(
h(x0), lim

x→x0+
h(x)

)
a

{q1, q2, . . . , qj−1} ∩
(
h(x0), lim

x→x0+
h(x)

)
= ∅.

Položme
q−1(t) :=

{
x0 ∈M+

1 ; q(x0) = t
}
.

Zejména

M+
1 =

⋃
t∈Q

q−1(t). (5.1)

Chceme ukázat, že pro t ∈ Q je každá množina q−1(t) nejvýše spočetná, č́ımž
dokážeme (uvážeńım (5.1)) tvrzeńı věty pro množinu M+

1 .
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Zvolme t ∈ Q libovolně. Vezmeme-li do úvahy definici množiny M+
1 i zobra-

zeńı q, pro každé x0 ∈ q−1(t) existuje δ(x0) > 0 takové, že

h(y) > q (x0) = t, y ∈ (x0, x0 + δ(x0)) . (5.2)

Pokud existuj́ı body x1, x2 ∈ q−1(t) s vlastnost́ı, že

x1 < x2, q(x1) = q(x2) = t,

potom z (5.2) plyne

(x1, x1 + δ(x1)) ∩ (x2, x2 + δ(x2)) = ∅.

Pro x1 < x2 < x1 + δ(x1) se totiž snadno přesvědč́ıme o vyplývaj́ıćım sporu

t = q(x1) < h(x2) < q(x2) = t.

Proto je pro x0 ∈ q−1(t) systém interval̊u (x0, x0 + δ(x0)) disjunktńı. Odtud
máme, že množina q−1(t) je pro každé t ∈ Q nejvýše spočetná.

Zcela analogicky je možné dokázat, že je nejvýše spočetná i množina M+
2 ,

kterou můžeme zapsat jako

M+
2 =

{
x0 ∈ I; lim

x→x0+
−h(x) > −h(x0)

}
.

Jestliže pak množinu M− uváž́ıme jako sjednoceńı M−1 ∪M
−
2 , kde

M−1 :=

{
x0 ∈ I; lim

x→x0−
h(x) > h(x0)

}
,

M−2 :=

{
x0 ∈ I; lim

x→x0−
h(x) < h(x0)

}
,

lze podobně dokázat, že je taktéž nejvýše spočetná. Množina M je sjednoceńım
dvou nejvýše spočetných množin, a proto je nejvýše spočetná. �

Věta 13 Je-li A ⊂ R libovolná spočetná množina, potom existuje funkce f :
R→ R taková, že právě množina A je pro ni množinou bod̊u nespojitosti prvńıho
druhu.

Problém 53 Dokažte Větu 13.
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II. DIFERENCIÁLNÍ POČET





Kapitola 6

ZOBECNĚNÍ ZÁKLADNÍCH
VĚT DIFERENCIÁLNÍHO
POČTU

Definice 18 Bod z ∈ R je nulovým bodem funkce f násobnosti p ∈ N, pokud

f(z) = f ′(z) = · · · = f (p−1)(z) = 0

a f (p)(z) 6= 0.

Začneme zobecněńım Rolleovy věty.

Věta 14 Mějte funkci f spojitou na intervalu [a, b] takovou, že na (a, b) existuje
f (n) pro dané n ∈ N. Necht’ dále x1, x2, . . . , xj ∈ R splňuj́ıćı

a ≤ x1 < x2 < · · · < xj ≤ b

jsou nulové body funkce f s násobnostmi k1, k2, . . . , kj, pro které plat́ı

k1 + k2 + · · ·+ kj ≥ n+ 1.

Potom existuje bod ν ∈ (a, b) takový, že f (n)(ν) = 0.

Problém 54 Dokažte Větu 14.

Pokračujme zobecněńımi Lagrangeovy věty.

Věta 15 Mějte libovolnou spočetnou množinu S a funkci f , která je spojitá
na intervalu [a, b] a jej́ı jednostranná derivace f ′+ existuje (jako vlastńı nebo
nevlastńı) na množině U = [a, b) r S. Potom plat́ı

m (b− a) < f(b)− f(a) < M(b− a),
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kde
m := inf

x∈U
f ′+(x), M := sup

x∈U
f ′+(x),

s výjimkou situace, kdy je funkce f na [a, b] lineárńı.

Problém 55 Dokažte Větu 15.

Věta 16 Mějte konečnou množinu N a funkci f , která je spojitá na intervalu
[a, b] a taková, že existuje jej́ı derivace f ′ na množině (a, b) r N . Pak existuje
c ∈ (a, b) takové, že

|f(b)− f(a)| ≤ |f ′(c)| (b− a).

Problém 56 Dokažte Větu 16.

Dále připomeňme jedno užitečné tvrzeńı.

Věta 17 Je-li p polynom stupně n, který má pouze reálné kořeny, potom poly-
nom p(j) pro libovolné j ∈ {1, . . . , n − 1} má jen reálné kořeny. Nav́ıc, pokud
všechny kořeny polynomu p nálež́ı do intervalu [a, b], potom v tomto intervalu
jsou rovněž všechny kořeny polynomu p(j).

Problém 57 Dokažte, že všechny kořeny polynomu definovaného jako

p : x 7→ ∂n

∂xn
((
x2 − 1

)n)
lež́ı v intervalu [−1, 1]. Uvažte Větu 17.

Poznámka 8 Polynom p definovaný v Problému 57 je tzv. Legendre̊uv polynom
n-tého stupně (až na multiplikativńı konstantu).

Věta 18 Necht’ O je spočetná množina. Mějte funkci f spojitou na intervalu
[a, b] takovou, že f ′+ existuje (jako vlastńı či nevlastńı) na [a, b) r O. Potom
funkce f je neklesaj́ıćı na intervalu [a, b], pokud f ′+(x) ≥ 0 pro x ∈ [a, b) rO.

Problém 58 Dokažte, že plat́ı Věta 18.

Problém 59 Formulujte pro nerostoućı funkce analogické tvrzeńı k tvrzeńı uve-
denému ve Větě 18.

Nyńı doplňme Větu 18.

Věta 19 Necht’ plat́ı předpoklady uvedené ve Větě 18. Dále necht’ je na husté
podmnožině [a, b] splněno f ′+ > 0. Potom je funkce f na intervalu [a, b] rostoućı.
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Problém 60 Dokažte Větu 19.

Problém 61 Rozhodněte, zda je možné tvrzeńı Věty 19 obrátit.

Problém 62 Necht’ S je spočetná množina. Použijte Větu 19 k dokázáńı ne-
existence spojité funkce h na intervalu [0, 1] takové, že pro x ∈ [0, 1) r S plat́ı
h′+(x) = +∞.
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Kapitola 7

FUNKCE S DERIVACEMI
VŠECH ŘÁDŮ

Nejprve zavedeme tř́ıdu funkćı ϕ∞.

Definice 19 Necht’ x0 ∈ R a necht’ f je funkce, která je definovaná v okoĺı
tohoto bodu a má v x0 derivace všech řád̊u, což zapisujeme jako f ∈ ϕ∞(x0).
Je-li M otevřená množina, označujeme jako ϕ∞(M) množinu všech funkćı, které
maj́ı v každém jej́ım bodě derivace všech řád̊u.

Definice 20 Necht’ f ∈ ϕ∞(x0). Taylorova řada funkce f v bodě x0 je defi-
nována jako

T fx0(x) :=

∞∑
n=0

fn(x0)

n!
(x− x0)n.

Problém 63 Necht’ x0 ∈ R. Uved’te př́ıklad identicky nenulové funkce h takové,
že h ∈ ϕ∞(x0) a současně

T hx0(x) =
∞∑
n=0

0

n!
(x− x0)n = 0

pro x ∈ R.

Problém 64 Uvažujte funkci

h(x) =

∞∑
n=0

e−n cos
(
n2x

)
, x ∈ R.

Dokažte, že Taylorova řada T h0 funkce h v bodě x0 = 0 konverguje pouze v jednom
bodě.
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Problém 65 Najděte funkci h takovou, že h ∈ ϕ∞(x0) a

h /∈ ϕ∞(O(x0, δ)), δ > 0,

kde O(x0, δ) je okoĺı bodu x0 o poloměru δ.

Problém 66 Necht’ n ∈ N a ε > 0. Najděte funkci h takovou, že

h ∈ ϕ∞((−1, 1))

a

(i)
h(0) = h′(0) = · · · = h(n−1)(0) = 0, h(n)(0) = 1;

(ii) ∣∣∣h(k)(x)
∣∣∣ < ε, x ∈ (−1, 1), k ∈ {0, 1, . . . , n− 1};

(iii) ∣∣∣h(k)(0)
∣∣∣ > 0, k ≥ n+ 1, k ∈ N.

Problém 67 Uvažte libovolnou posloupnost {rn}n∈N reálných č́ısel. Dokažte, že
existuje funkce f ∈ ϕ∞(0) taková, že

f (n)(0) = rn, n ∈ N.

Problém 68 Uved’te př́ıklad funkce f ∈ ϕ∞(0) takové, že

T f0 (x) =

∞∑
n=0

(nn)n

n!
xn.

Viz také Problém 67.

Nyńı zavedeme vzdálenost prvk̊u z množiny ϕ∞([0, 1]).

Definice 21 Necht’ f, g ∈ ϕ∞([0, 1]), přičemž v krajńıch bodech jsou uvažovány
př́ıslušné jednostranné derivace. Necht’ dále

ρ(f, g) :=

∞∑
i=0

1

2i
· mi(f − g)

1 +mi(f − g)
,

kde
mi(h) = max

x∈[0,1]

∣∣∣h(i)(x)
∣∣∣ , i ∈ {0, 1, . . . }

pro každou funkci h ∈ ϕ∞([0, 1]).
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Problém 69 Ukažte, že je ϕ∞([0, 1]) úplný metrický prostor s metrikou ρ (viz
Definice 21).

Definice 22 Necht’ t > 0 a L > 0. Jako M(L, t) označujeme množinu všech
f ∈ ϕ∞([0, 1]), pro která existuje x0 ∈ [0, 1] s vlastnost́ı, že∣∣∣f (n)(x0)∣∣∣ ≤ L · tn, n ∈ {0, 1, . . . }.

Věta 20 Pro každé L > 0 a t > 0 je množina M(L, t) uzavřená v metrickém
prostoru (ϕ∞([0, 1]), ρ).

Problém 70 Dokažte Větu 20.

Věta 21 Pro každé L > 0 a t > 0 je množina ϕ∞([0, 1])rM(L, t) hustá v me-
trickém prostoru (ϕ∞([0, 1]), ρ).

Problém 71 Dokažte Větu 21.
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Kapitola 8

ANALYTICKÉ FUNKCE

Touto kapitolou navazujeme na Kapitolu 7. Zvláště budeme použ́ıvat tam zave-
dené symboly a uvažovat reálné funkce jedné reálné proměnné.

Definice 23 Funkci f nazýváme analytickou v bodě x0, pokud:

(i) f ∈ ϕ∞(x0);

(ii) existuje δ > 0 takové, že
T fx0(x) = f(x)

pro všechna x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

Systém všech funkćı, které jsou analytické v bodě x0, znač́ıme symbolem A(x0).
Dále pro otevřenou množinu M označujeme jako A(M) systém všech funkćı,
které jsou analytické v každém bodě této množiny M .

Je dobře známo, že
A(x0) ⊆ ϕ∞(x0).

Tato inkluze je ostrá, což je obsahem následuj́ıćıho problému.

Problém 72 Dokažte, že

ϕ∞(x0) rA(x0) 6= ∅.

Tj. uved’te př́ıklad odpov́ıdaj́ıćı funkce. (Viz Problém 81.)

Problém 73 Uvažujte funkci g zadanou mocninnou řadou a poloměrem kon-
vergence R > 0, tj.

g(x) =

∞∑
n=0

anx
n
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pro x ∈ (−R,R). Dokažte, že pak g ∈ A(0) a pro x ∈ (−R,R) plat́ı

T g0 (x) =

∞∑
n=0

anx
n,

a tedy g ≡ T g0 na intervalu (−R,R).

Věta 22 (Bernsteinova věta) Je-li funkce f nezáporná na intervalu I a pokud
jsou všechny jej́ı derivace také nezáporné na tomto intervalu, potom f ∈ A(I).

Problém 74 Dokažte Bernsteinovu větu. Nápověda: Využijte kupř. exponenciálńı
funkci f(x) = ex.

Problém 75 Ukažte, že pokud g ∈ ϕ∞(R), pak je množina

Ag := {x ∈ R; g je analytická funkce v bodě x}

otevřená.

Problém 76 Ukažte, že pokud g ∈ A((a, b)) a množina

B = {x ∈ (a, b); g(x) = 0}

má v intervalu (a, b) hromadný bod, potom g ≡ 0 na intervalu (a, b).

Nyńı se pod́ıváme na obt́ıžněǰśı část studované teorie.

Problém 77 Uvažujte t > 0 a funkci ft : R→ R, která je definována následuj́ıćım
vztahem

ft(x) :=

e
t2

x2−t2 , x ∈ (−t, t);
0, x /∈ (−t, t).

Dokažte:

(i) ft ∈ ϕ∞(R);

(ii) funkce ft je analytická ve všech bodech x ∈ R až na x = −t a x = t.

Problém 78 Uvažte prostou posloupnost všech racionálńıch č́ısel {an}n∈N. Dále
pro t > 0 uvažte množinu

N(t) :=

∞⋃
n=1

(
an − t2−n−1, an + t2−n−1

)
.

Ukažte, že množina N(t) je otevřená a hustá množina v R.
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Problém 79 Necht’ t > 0. Uvažujte funkci ft : R → R z Problému 77 a
množinu N(t) z Problému 78. Podle Problému 78 je

N(t) =
∞⋃
n=1

(βn − αn, βn + αn) ,

přičemž {αn}n∈N ⊂ (0,∞), {βn}n∈N ⊂ R a intervaly (βn − αn, βn + αn) jsou po
dvou disjunktńı. Dokažte nerovnost

Ln := sup
{∣∣∣f (i)αn(x)

∣∣∣ ; i ∈ {0, 1, . . . , n}, x ∈ R
}
<∞

pro n ∈ N.

Problém 80 Necht’ t > 0. Uvažujte značeńı z Problému 79 a funkci

gt(x) :=
∞∑
n=1

fαn (x− βn)

n2Ln
, x ∈ R.

Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) gt(x) > 0, právě když x ∈ N(t);

(ii) funkce gt neńı identicky nulová na žádném intervalu kladné délky;

(iii) gt ∈ ϕ∞(R);

(iv) Taylorova řada funkce gt se středem v bodě x0 /∈ N(t) je identicky nulová;

(v) gt ∈ A(x0), právě když x0 ∈ N(t).

Problém 81 Pro liché přirozené č́ıslo l > 1 položte

h(x) :=

∞∑
n=0

cos (lnx)

n!
, x ∈ R.

Ukažte, že funkce h nálež́ı do ϕ∞(R), ale neńı analytická v žádném bodě R.
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Kapitola 9

DINIHO DERIVACE

Definice 24 Necht’ funkce g je definovaná v okoĺı bodu x0. Klademe

D+g(x0) := lim sup
x→x+0

g(x)− g(x0)

x− x0
,

D+g(x0) := lim inf
x→x+0

g(x)− g(x0)

x− x0
,

D−g(x0) := lim sup
x→x−0

g(x)− g(x0)

x− x0
,

D−g(x0) := lim inf
x→x−0

g(x)− g(x0)

x− x0
.

Tyto hodnoty D+g(x0), D+g(x0), D
−g(x0) a D−g(x0) se nazývaj́ı Diniho de-

rivace funkce g v bodě x0.

Poznámka 9 Diniho derivace na intervalech se pak definuj́ı bod po bodu.

Definice 25 Necht’ funkce g je definovaná v okoĺı bodu x0. Klademe

Dg(x0) := lim inf
x→x0

g(x)− g(x0)

x− x0
a

Dg(x0) := lim sup
x→x0

g(x)− g(x0)

x− x0
.

Hovoř́ı se o dolńı a horńı derivaci funkce g v bodě x0.

Poznámka 10 Zřejmě derivace g′(x0) existuje, právě když Dg(x0) = Dg(x0).
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Poznámka 11 Obecně plat́ı

Dg(x0) = min{D+g(x0), D−g(x0)}, D g(x0) = max{D+g(x0), D
−g(x0)}.

Problém 82 Dokažte, že funkce g je spojitá v bodě x0 zprava, pokud jsou č́ısla
D+g(x0) a D+g(x0) konečná.

Před následuj́ıćım problémem připomeňme jednu základńı definici.

Definice 26 Funkci f : I → R nazýváme lipschitzovskou na intervalu I,
pokud existuje konstanta L > 0 taková, že pro všechna t1, t2 ∈ I je

|f(t2)− f(t1)| ≤ L |t2 − t1| .

Problém 83 Dokažte, že Diniho derivace D+g, D+g, D−g a D−g jsou ohraničené
funkce na intervalu I, pokud je funkce g lipschitzovská na I.

Problém 84 Uvažujte libovolnou funkci g : (a, b)→ R. Dokažte, že množina

{x ∈ (a, b); D−g(x) < D+g(x)}

je nejvýše spočetná.

Problém 85 Určete Diniho derivace pro Dirichletovu funkci (viz Definice 5).

Problém 86 Určete Diniho derivace pro Riemannovu funkci (viz Definice 6).

Věta 23 (Rolleova věta pro Diniho derivace) Uvažujte funkci g spojitou
na intervalu [a, b], pro kterou je g(a) = g(b) = 0.

(i) Jestlǐze neplat́ı, že na intervalu [a, b] je g ≤ 0, potom existuje nejméně
jeden bod ξ ∈ (a, b) takový, že pro Diniho derivace plat́ı

D−g(ξ) ≥ D−g(ξ) ≥ 0, D+g(ξ) ≤ D+g(ξ) ≤ 0.

Jestlǐze naopak plat́ı, že na intervalu [a, b] je g ≤ 0, potom

D+g(a) ≤ D+g(a) ≤ 0, D−g(b) ≥ D−g(b) ≥ 0.

(ii) Jestlǐze neplat́ı, že na intervalu [a, b] je g ≥ 0, potom existuje nejméně
jeden bod ξ ∈ (a, b) takový, že plat́ı

D−g(ξ) ≤ D−g(ξ) ≤ 0, D+g(ξ) ≥ D+g(ξ) ≥ 0.

Jestlǐze naopak plat́ı, že na intervalu [a, b] je g ≥ 0, potom

D+g(a) ≥ D+g(a) ≥ 0, D−g(b) ≤ D−g(b) ≤ 0.
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Problém 87 Dokažte obě části Rolleovy věty pro Diniho derivace.

Problém 88 Předložte př́ıklad, který ukazuje, že předpoklad spojitosti funkce g
ve Větě 23 je nezbytný.

Problém 89 Větu 23 použijte k d̊ukazu zobecněńı Lagrangeovy věty v následuj́ıćım
zněńı. Je-li funkce f spojitá na intervalu [a, b], pak existuje nejméně jeden bod
ξ ∈ (a, b) takový, že

D−f(ξ) ≥ f(b)− f(a)

b− a
≥ D+f(ξ)

nebo

D−f(ξ) ≤ f(b)− f(a)

b− a
≤ D+f(ξ).

Problém 90 Dokažte, že pokud je funkce h spojitá na intervalu [a, b] a na tomto
intervalu je D−h ≥ 0, potom je funkce h na intervalu [a, b] neklesaj́ıćı.

Na závěr kapitoly uved’me pro Diniho derivace jeden velmi silný výsledek.

Věta 24 (Denjoyova–Youngova–Saksova věta) Necht’ g je libovolná funkce
definovaná na intervalu I. Existuje množina X ⊂ I nulové mı́ry s vlastnost́ı, že
pro každé x0 ∈ I rX nastává právě jedna z možnost́ı:

(i) existuje vlastńı derivace g′(x0);

(ii)

D+g(x0) = D−g(x0) ∈ R, D−g(x0) =∞, D+g(x0) = −∞;

(iii)

D−g(x0) = D+g(x0) ∈ R, D+g(x0) =∞, D−g(x0) = −∞;

(iv)
D+g(x0) = D−g(x0) =∞, D+g(x0) = D−g(x0) = −∞.
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Kapitola 10

SYMETRICKÁ A DRUHÁ
SCHWARZOVA DERIVACE

10.1 Symetrická derivace

Definice 27 Pro funkci f definovanou na intervalu (a, b) zavád́ıme symetric-
kou derivaci v bodě x0 ∈ (a, b) jako

f (s)(x0) := lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h

za předpokladu, že limita vpravo existuje (jako vlastńı nebo nevlastńı).

Problém 91 Předložte d̊ukaz toho, že pro symetrickou derivaci a symetrickou
spojitost (viz Kapitola 4) neplat́ı Rolleova věta.

Lemma 1 Je-li funkce f spojitá na intervalu [t1, t2], pro nǐz na (t1, t2) existuje
f (s) a f(t1) > f(t2), pak existuje nespočetně mnoho takových bod̊u x ∈ (t1, t2),
že f s(x) ≥ 0.

Problém 92 Dokažte Lemma 1.

Věta 25 Mějte funkci f , která je spojitá na intervalu [a, b] a pro nǐz

f(a) = f(b) = 0.

Necht’ dále na (a, b) existuje symetrická derivace f (s). Pak existuj́ı též body c1 a
c2 z intervalu (a, b) takové, že plat́ı

f (s)(c1) ≤ 0 ≤ fs(c2).
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Problém 93 Pomoćı Lemmatu 1 dokažte Větu 25.

Problém 94 Využijte Větu 25 k odvozeńı verze Lagrangeovy věty pro symetric-
kou derivaci.

Problém 95 Mějte funkci h spojitou na intervalu (a, b), v němž má nezápornou
symetrickou derivaci h(s). Dokažte, že potom je funkce h na (a, b) neklesaj́ıćı.
Nezbytnost předpokladu spojitosti funkce h také dokažte.

Problém 96 Dokažte, že pro funkci h spojitou na intervalu (a, b), která má na
tomto intervalu symetrickou derivaci, plat́ı, že je na (a, b) lipschitzovská (viz
Definice 26) právě tehdy, když h(s) je omezená funkce na intervalu (a, b).

Problém 97 Udejte př́ıklad funkce f , pro kterou je f (s) ≡ 0 na intervalu (a, b),
ale která neńı na (a, b) konstantńı. Zamyslete se nad t́ım, zda-li pro funkci f
s těmito vlastnostmi existuje podinterval intervalu (a, b) takový, že f je na něm
konstantńı. Př́ıpadně zvažte, co zp̊usob́ı nav́ıc přidaný předpoklad spojitosti fun-
kce f .

Podkapitolu zakonč́ıme náročněǰśım tvrzeńım bez d̊ukazu.

Věta 26 Pokud f (s) existuje skoro všude na (a, b), pak f ′ také existuje skoro
všude na (a, b).

10.2 Druhá Schwarzova derivace

Definice 28 Pro funkci f definovanou na intervalu (a, b) zavád́ıme druhou
Schwarzovu derivaci v bodě x0 ∈ (a, b) jako limitu

lim
h→0

f(x0 + h)− 2f(x0) + f(x0 − h)

h2
,

pokud (jako vlastńı nebo nevlastńı) existuje. Druhá Schwarzova derivace funkce f
v bodě x0 se znač́ı f (′′)(x0).

Problém 98 Dokažte, že z existence druhé derivace f ′′(x0) plyne existence druhé
Schwarzovy derivace f (′′)(x0). Nav́ıc pak plat́ı rovnost

f ′′(x0) = f (′′)(x0).

Problém 99 Necht’ x0 ∈ R. Udejte př́ıklad funkce f : R → R s vlastnost́ı, že
f (′′)(x0) existuje, avšak f ′′(x0) neexistuje.
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Věta 27 (Schwarzova věta) Je-li funkce f spojitá na intervalu [a, b] a

f (′′)(x) = 0, x ∈ (a, b),

potom existuj́ı č́ısla α, β ∈ R taková, že f(x) = αx+ β pro x ∈ [a, b].

Problém 100 Dokažte Schwarzovu větu, tj. Větu 27.

Definice 29 Necht’ funkce f je definovaná na intervalu (a, b). Řekneme, že č́ıslo
S ∈ R je druhým Schwarzovým č́ıslem funkce f v bodě x0, pokud existuje
posloupnost {hn}n∈N ⊂ (0,∞) splňuj́ıćı limn→∞ hn = 0 taková, že

S = lim
n→∞

f(x0 + hn)− 2f(x0) + f(x0 − hn)

h2n
.

Problém 101 Dokažte, že množina všech druhých Schwarzových č́ısel dané fun-
kce v daném bodě je vždy uzavřená podmnožina R.

Problém 102 Udejte př́ıklad funkce f : R→ R takové, že má spojitou derivaci
na R, ale každé reálné č́ıslo je jej́ım druhým Schwarzovým č́ıslem v bodě x0 = 0.
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Kapitola 11

LAPLACEOVA ROVNICE A
HARMONICKÉ FUNKCE

V této kapitole budeme uvažovat funkce n proměnných. Nejprve vyslovme základńı
definice. Klademe

∆u(x) :=
n∑
j=1

∂2u(x)

∂x2j

pro u : U → R, kde x = (x1, . . . , xn) ∈ U a U ⊆ Rn je otevřená množina.

Definice 30 Laplaceova rovnice je

∆u = 0 na U, (11.1)

kde u : U ⊆ Rn → R je neznámá funkce. Laplaceova rovnice se doplňuje (při
ohraničenosti množiny U) Dirichletovou podmı́nkou, kdy pro g : ∂U → R se
uvažuje

u(x) = g(x), x ∈ ∂U.

Problém 103 Ve skalárńım př́ıpadě n = 1 popǐste všechna řešeńı (11.1).

Věta 28 Necht’ u ∈ C2(Rn) je řešeńım rovnice (11.1). Pro libovolnou orto-
gonálńı matici R = (rij)

n
i,j=1 funkce v ∈ C2(Rn) definovaná jako

v(x) = u(Rx), x ∈ Rn

je také řešeńım rovnice (11.1).

Problém 104 Dokažte Větu 28.
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Problém 105 Necht’ U ⊆ C je otevřená množina. Uvažujte holomorfńı funkci
komplexńı proměnné f : U → C. Při identifikaci C s R × R lze vyjádřit z ∈ C
jako z = x+ iy, tj.

f(z) = u(x, y) + iv(x, y),

kde u je reálná část, v imaginárńı část funkce f , přičemž u, v : U ⊆ R×R→ R.
Ukažte, že u a v na otevřené množině U vyhovuj́ı rovnici (11.1), tj.

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 =

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
na U.

Definice 31 Necht’ log označuje přirozený logaritmus a necht’ α označuje ob-
jem jednotkové koule v eukleidovském prostoru Rn. Funkce Φ: Rn r {0} → R
definovaná vztahem

Φ(x) :=

{
− 1

2π log |x|, n = 2;
1

n(n−2)α ·
1

|x|n−2 , n ≥ 3

se nazývá fundamentálńı řešeńı (11.1) na Rn r {0}, kde 0 = (0, . . . , 0).

Problém 106 Ověřte, že fundamentálńı řešeńı Φ je skutečně řešeńım Lapla-
ceovy rovnice (11.1) na Rn r {0}.

Definice 32 Každá funkce u ∈ C2(U) splňuj́ıćı Laplaceovu rovnici (11.1) se
nazývá harmonická na otevřené množině U ⊆ Rn.

Definice 33 Objemový pr̊uměr funkce f přes kouli B(x, r) je∫
B(x,r)

f(y) dy :=
1

αrn

∫
B(x,r)

f(y) dy

a plošný pr̊uměr funkce f přes sféru ∂B(x, r) je∫
∂B(x,r)

f(y) dS :=
1

nαrn−1

∫
∂B(x,r)

f(y) dS,

přičemž α je objem jednotkové koule a B(x, r) je otevřená koule se středem v bo-
dě x ∈ Rn a poloměrem r > 0 v eukleidovském prostoru Rn.

Věta 29 Je-li u harmonická funkce na otevřené množině U ⊆ Rn, pak plat́ı

u(x) =

∫
B(x,r)

u(y) dy =

∫
∂B(x,r)

u(y) dS

pro každou uzavřenou kouli B[x, r] ⊂ U se středem v bodě x ∈ Rn a polomě-
rem r > 0 v eukleidovském prostoru Rn.
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Problém 107 Dokažte Větu 29.

Věta 30 Necht’ U ⊆ Rn je otevřená množina. Pokud funkce u ∈ C2(U) splňuje
podmı́nku

u(x) =

∫
∂B(x,r)

u(y) dS

pro každou uzavřenou kouli B[x, r] ⊂ U se středem v bodě x ∈ Rn a polomě-
rem r > 0 v eukleidovském prostoru Rn, potom je funkce u harmonická na U .

Problém 108 Dokažte Větu 30.

Věta 31 (Princip maxima) Necht’ je množina U ⊂ Rn otevřená a ohraničená
a funkce u ∈ C2(U) ∩ C(U) je harmonická na U . Potom:

(i) plat́ı
max
x∈U

u(x) = max
x∈∂U

u(x);

(ii) je-li množina U nav́ıc souvislá, pak existence bodu x0 ∈ U s vlastnost́ı

u(x0) = max
x∈U

u(x)

implikuje konstantnost funkce u na U .

Problém 109 Dokažte Princip maxima.

Věta 32 Je-li otevřená a ohraničená množina U ⊂ Rn také souvislá a u ∈
C2(U) ∩ C(U) je řešeńım okrajového problému ∆u = 0 na U , u = g na ∂U ,
přičemž g ≥ 0, potom je u > 0 na U , pokud je funkce g kladná aspoň v jednom
bodě ∂U .

Problém 110 Pomoćı Principu maxima, tj. Věty 31, dokažte Větu 32.

Věta 33 Necht’ U ⊂ Rn je otevřená a ohraničená množina a g ∈ C(∂U). Potom
existuje nejvýše jedno řešeńı u ∈ C2(U) ∩ C(U) Dirichletova problému

∆u = 0 na U,

u = g na ∂U.

Problém 111 Pomoćı Principu maxima, tj. Věty 31, dokažte Větu 33.

Na závěr uvád́ıme daľśı charakteristické vlastnosti harmonických funkćı.
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Věta 34 (Liouvilleova věta) Každá harmonická a ohraničená funkce na Rn
je konstantńı.

Věta 35 Necht’ U ⊆ Rn je otevřená množina. Každá funkce, která je harmo-
nická na U , je také analytická na U (viz Definice 23).

Definice 34 Necht’ U ⊆ Rn je otevřená množina a V je otevřená množina
splňuj́ıćı V ⊂ V ⊂ U , přičemž V je kompaktńı množina. V tomto př́ıpadě se ř́ıká,
že množina V je kompaktně vnořena do U , což se zapisuje jako V ⊂⊂ U .

Věta 36 (Harnackova nerovnost) Necht’ U ⊆ Rn je libovolná otevřená mno-
žina a necht’ V ⊆ Rn je souvislá a otevřená množina, přičemž V ⊂⊂ U . Potom
existuje c > 0 závisej́ıćı pouze na V a U takové, že pro každou kladnou harmo-
nickou funkci u na U je

sup
x∈V

u(x) ≤ c · inf
x∈V

u(x),

tj.
1

c
u(y) ≤ u(x) ≤ c u(y), x, y ∈ V.

Problém 112 Dokažte Větu 36.



III. INTEGRÁLNÍ POČET





Kapitola 12

KONVOLUCE FUNKCÍ

Nejprve připomeneme základńı definice z teorie mı́ry a integrálu.

Definice 35 Pro měřitelnou množinu N ⊆ Rn a 1 ≤ p < ∞ označujeme sym-
bolem Lp(N) množinu všech (komplexńıch) měřitelných funkćı na N , pro které
konverguje Lebesgue̊uv integrál ∫

N

|f(x)|p dx.

V př́ıpadě, kdy N = R, pak zapisujeme jen Lp.

Definice 36 Pro f ∈ Lp(N) klademe

||f ||p :=

∫
N

|f(x)|p dx

1/p

.

Poznámka 12 O prostoru Lp(N) je známo, že je lineárńı. Nav́ıc je také známo,
že zobrazeńı f 7→ ||f ||p má následuj́ıćı vlastnosti:

(i)
f = 0 s.v., právě když ||f ||p = 0;

(ii)
||f + g||p ≤ ||f ||p + ||g||p, f, g ∈ Lp(N);

(iii)
||c · f ||p = |c| · ||f ||p, f ∈ Lp(N), c ∈ C.

To znamená, že prostor Lp(N) je normovaný, pokud ztotožńıme funkce, které se
lǐśı na množině mı́ry nula.
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Problém 113 V Poznámce 12 je uvedeno, že prostor Lp(N) je normovaný. Je
tento prostor Banach̊uv (tj. úplný)?

Problém 114 Uved’te dvě funkce z prostoru Lp(N), pro které jejich součin do
Lp(N) už nenálež́ı.

Problém 115 Necht’ g ∈ Lp(N) a h ∈ Lq(N), přičemž 1/p + 1/q = 1, p > 1.
Ukažte, že

(i)

g · h ∈ L1(N);

(ii)

||g · h||1 ≤ ||g||p · ||h||q.

Věta 37 Jestlǐze g, h ∈ L1, pak pro skoro všechna x ∈ R nálež́ı funkce

z 7→ g(x− z)h(z), z ∈ R

do prostoru L1.

Problém 116 Dokažte tvrzeńı Věty 37.

Definice 37 Necht’ g, h ∈ L1. Pro x ∈ R definujeme funkci g ⊗ h vztahem

(g ⊗ h)(x) :=

∫
R

g(x− z)h(z) dz,

pokud integrál vpravo konverguje. V bodech x ∈ R, kde ji takto nelze definovat,
ji dodefinováváme hodnotou 0. Tuto funkci g ⊗ h nazýváme konvolućı funkćı
g a h.

Problém 117 Necht’ g, h ∈ L1. Ukažte, že g ⊗ h ∈ L1 a že

||g ⊗ h||1 ≤ ||g||1 · ||h||1.

Problém 118 Pro všechna f, g, h ∈ L1, a, b ∈ C dokažte následuj́ıćı vlastnosti
konvoluce:

(i) f ⊗ g = g ⊗ f ;

(ii) f ⊗ (g ⊗ h) = (f ⊗ g)⊗ h;

(iii) (af + bg)⊗ h = a(f ⊗ h) + b(g ⊗ h).
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Problém 119 Zjistěte, zda existuje funkce f ∈ L1 s vlastnost́ı, že f ⊗g = g pro
všechna g ∈ L1.

Věta 38 Je-li funkce h ohraničená a měřitelná na R a funkce g ∈ L1, pak
konvoluce g ⊗ h je na R stejnoměrně spojitá a plat́ı

sup
x∈R
|(g ⊗ h)(x)| ≤ ||g||1 · sup

x∈R
|h(x)|.

Problém 120 Dokažte Větu 38.
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Kapitola 13

FOURIEROVA
TRANSFORMACE

V této kapitole budeme použ́ıvat značeńı z Kapitoly 12.

Definice 38 Pro funkci f ∈ L1 zavád́ıme funkci f̂ na R vztahem

f̂(z) :=
1√
2π

∫
R

f(x) e−ixz dx, z ∈ R.

Zobrazeńı f 7→ f̂ se nazývá Fourierova transformace.

Problém 121 Ukažte, že definice Fourierovy transformace je korektńı.

Problém 122 Uvážeńım identity

ea+ib = ea(cos b+ i sin b), a, b ∈ R

objasněte vztah mezi Fourierovými řadami a Fourierovou transformaćı.

Věta 39 (Riemannovo–Lebesgueovo lemma) Je-li f ∈ L1, pak je funkce f̂
stejnoměrně spojitá na R a plat́ı

lim
|z|→∞

∣∣∣f̂(z)
∣∣∣ = 0,

tj.

(∀ε > 0) (∃z0 > 0) (∀z; |z| > z0)
(∣∣∣f̂(z)

∣∣∣ < ε
)
.

Problém 123 Dokažte Riemannovo–Lebesgueovo lemma, tj. Větu 39.
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Poznámka 13 Necht’ C0 je systém všech spojitých funkćı h na R, pro které je

lim
|z|→∞

|h(z)| = 0.

Fourierova transformace, která funkci h přiřazuje funkci ĥ, je zobrazeńı prosto-
ru L1 do C0.

Problém 124 Uvažte zobrazeńı z Poznámky 13 a dokažte, že se jedná o zobra-
zeńı lineárńı a ohraničené, konkrétně dokažte nerovnost

sup
x∈R

∣∣∣ĥ(x)
∣∣∣ ≤ 1√

2π
· ||h||1

pro každé h ∈ L1.

Problém 125 Ukažte, že Fourierova transformace je injektivńı zobrazeńı pro-
storu L1 do C0.

Problém 126 Nalezněte podmı́nku, která je nutná a postačuj́ıćı k tomu, aby ĥ
byla lichá funkce.

Problém 127 Dokažte, že pokud g, h ∈ L1, potom

ĝ ⊗ h ≡ ĝ · ĥ

na R.

Problém 128 Dokažte, že pro g, h ∈ L1 je∫
R

ĝ(x)h(x) dx =

∫
R

g(x)ĥ(x) dx,

tj. dokažte tzv. základńı identitu pro Fourierovu transformaci.

Věta 40 Necht’ g ∈ L1 a necht’ funkce

h : x 7→ −ix g(x), x ∈ R

také nálež́ı do L1. Pak plat́ı (ĝ)′ = ĥ.

Problém 129 Dokažte Větu 40.

Věta 41 Pokud h ∈ L1 je absolutně spojitá (viz Definice 71) funkce na R a
h′ ∈ L1, pak

(̂h′)(x) = ix ĥ(x)

pro všechna x ∈ R.
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Problém 130 Dokažte Větu 41.

Problém 131 Necht’ je dána funkce

h : x 7→ e−
x2

2 , x ∈ R.

Ukažte, že pro tuto funkci je ĥ ≡ h na R.

Nyńı stručně zavedeme zobecněńı Fourierovy transformace pro funkce nabývaj́ıćı
komplexńıch hodnot definované na Rn.

Definice 39 Pro funkci f ∈ L1 (Rn) definujeme jej́ı Fourierovu transfor-
maci jako

f̂(y) =
1√

(2π)n

∫
Rn

e−ixyf(x) dx, y ∈ Rn,

kde xy je eukleidovský skalárńı součin vektor̊u x, y ∈ Rn. Inverzńı Fourierovou
transformaćı funkce f pak rozumı́me

f̌(y) =
1√

(2π)n

∫
Rn

eixyf(x) dx, y ∈ Rn.

Problém 132 Ukažte, že Definice 39 je korektńı.

Fourierovu transformaci je v aplikaćıch třeba definovat na celém prostoru
L2 (Rn), což je Hilbert̊uv prostor, jak je známo ze základńıch kurz̊u matematické
analýzy. Ovšem L2 (Rn) netvoř́ı podmnožinu L1 (Rn). Proto nejprve uved’me
následuj́ıćı větu.

Věta 42 (Plancherelova věta) Pokud f ∈ L1 (Rn)∩L2 (Rn), pak f̂ , f̌ ∈ L2 (Rn)
a ∥∥∥f̂∥∥∥

L2(Rn)
=
∥∥f̌∥∥L2(Rn) = ‖f‖L2(Rn).

Problém 133 Dokažte Plancherelovu větu.

Problém 134 Pomoćı Plancherelovy věty, tj. Věty 42, zaved’te Fourierovu tran-
sformaci a inverzńı Fourierovu transformaci na prostoru L2 (Rn).

Věta 43 Pro každé funkce g, h ∈ L2 (Rn) je∫
Rn

g(x) · h(x) dx =

∫
Rn

ĝ(x) · ĥ(x) dx.

Problém 135 Dokažte Větu 43.

Věta 44 Pro každou funkci f ∈ L2 (Rn) je f =
(
f̂
)
ˇv L2 (Rn).

Problém 136 Dokažte Větu 44.
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Kapitola 14

ZAVEDENÍ
HENSTOCKOVA–KURZ-
WEILOVA INTEGRÁLU

Nejprve připomeneme definici děleńı intervalu.

Definice 40 Necht’ a < b a [a, b] ⊂ R je uzavřený interval. Konečnou posloup-
nost bod̊u D = {x0, x1, . . . , xn} z intervalu [a, b] takovou, že

a = x0 < x1 < · · · < xn = b,

nazýváme děleńı D intervalu [a, b], přičemž normou děleńı D rozumı́me

max
i∈{0,1,...,n−1}

(xi+1 − xi) .

Jestlǐze doplńıme body νi, i ∈ {1, . . . , n}, pro které plat́ı xi−1 ≤ νi ≤ xi, potom
o množině

D = {(νi, [xi−1, xi]); i ∈ {1, . . . , n}}

ř́ıkáme, že jde o děleńı s význačnými body ν1, . . . , νn.

Definice 41 Pro [a, b] ⊂ R je libovolná funkce δ : [a, b] → (0,∞) nazývána
kalibrem na intervalu [a, b].

Definice 42 Pro kalibr δ : [a, b]→ (0,∞) na intervalu [a, b] definujeme δ-jem-
né děleńı intervalu [a, b] jako děleńı intervalu [a, b] s význačnými body

D = {(νi, [xi−1, xi]) ; i ∈ {1, . . . , n}} ,
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pro které

νi − δ (νi) < xi−1 ≤ νi ≤ xi < νi + δ (νi) , i ∈ {1, . . . , n}.

Symbolem A (δ, [a, b]) potom označujeme množinu všech δ-jemných děleńı inter-
valu [a, b].

Problém 137 Dokažte tzv. Cousinovo lemma, které ř́ıká, že pro každý kalibr
δ : [a, b] → (0,∞) je A (δ, [a, b]) 6= ∅, tedy pro každý kalibr existuje δ-jemné
děleńı.

Definice 43 Necht’ f : [a, b] → R a D = {(νi, [xi−1, xi]) ; i ∈ {1, . . . , n}} je
děleńı intervalu [a, b] s význačnými body. Zavád́ıme integrálńı součet př́ıslušný
děleńı D a funkci f následovně

σ (f ;D) :=

n∑
i=1

f (νi) (xi − xi−1) .

Definice 44 Pro funkci f : [a, b] → R definujeme jej́ı Henstock̊uv–Kurz-
weil̊uv integrál na intervalu [a, b] jako č́ıslo J ∈ R, pokud pro každé ε > 0
existuje kalibr δ : [a, b]→ (0,+∞) tak, že je pro každé δ-jemné děleńı D splněna
nerovnost

|σ(f ;D)− J | < ε. (14.1)

Tento integrál znač́ıme

(HK)

b∫
a

f(x) dx.

Jestlǐze existuje, pak o funkci f ř́ıkáme, že je integrovatelná v Henstockově–
Kurzweilově smyslu, což zapisujeme zkráceně jako HK integrovatelná. Sym-
bolem HK[a, b] znač́ıme množinu všech HK integrovatelných funkćı na interva-
lu [a, b].

Definice 45 Pro a < b dále definujeme:

(i)

(HK)

a∫
b

f(x) dx = −(HK)

b∫
a

f(x) dx;

(ii)

(HK)

a∫
a

f(x) dx = 0.
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Problém 138 Dokažte, že hodnotu Henstockova–Kurzweilova integrálu

J = (HK)

b∫
a

f(x) dx

určuje podmı́nka (14.1) v Definici 44 jednoznačně.

Problém 139 Uvažte funkci definovanou jako

g(x) :=

{
1√
x
, x > 0;

0, x = 0.

Určete Henstock̊uv–Kurzweil̊uv integrál této funkce na [0, 1] př́ımo z definice,
resp. ukažte, že

(HK)

1∫
0

g(x) dx = 2.

Věta 45 (Bolzanova–Cauchyova podmı́nka) Funkce g : [a, b] → R je HK
integrovatelná na intervalu [a, b] tehdy a jenom tehdy, když ke každému ε > 0
existuje na [a, b] kalibr δ : [a, b]→ (0,+∞) tak, že je splněna nerovnost

|σ (g;D1)− σ (g;D2)| < ε

pro každá dvě δ-jemná děleńı D1, D2 intervalu [a, b].

Problém 140 Dokažte Větu 45.

Řešeńı. Nejdř́ıve předpokládejme, že

(HK)

b∫
a

g(x) dx = J.

Z Definice 44 v́ıme, že pro každé ε > 0 existuje kalibr δ : [a, b]→ (0,∞) s vlast-
nost́ı, že pro každé δ-jemné děleńı D je

|σ (g;D)− J | < ε

2
. (14.2)

Když (14.2) dále využijeme pro libovolná δ-jemná děleńı D1 a D2 intervalu [a, b],
obdrž́ıme

|σ (g;D1)− σ (g;D2)| ≤ |σ (g;D1)− J |+ |σ (g;D2)− J | <
ε

2
+
ε

2
= ε.
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K d̊ukazu druhé implikace mějme dané ε > 0 a zvolme kalibr δ na [a, b] tak,
aby pro každá δ-jemná děleńı D1 a D2 intervalu [a, b] platilo

|σ (g;D1)− σ (g;D2)| <
ε

2
. (14.3)

Nyńı necht’ P je množina č́ısel r ∈ R takových, že pro ně existuje kalibr δ a
nerovnost r ≤ σ (g;D) je splněna pro každé δ-jemné děleńı D. Zvolme dále δ-
jemné děleńı D̃ intervalu [a, b]. Použijeme-li (14.3), pro všechna δ-jemná děleńı D
intervalu [a, b] máme

σ
(
g; D̃

)
− ε

2
< σ (g;D) < σ

(
g; D̃

)
+
ε

2
. (14.4)

Odtud (
−∞, σ

(
g; D̃

)
− ε

2

)
⊆ P

a
P ⊆

(
−∞, σ

(
g; D̃

)
+
ε

2

)
.

Zejména množina P je neprázdná a shora ohraničená. Tedy

σ
(
g; D̃

)
− ε

2
≤ supP ≤ σ

(
g; D̃

)
+
ε

2
. (14.5)

Uváž́ıme-li (14.4) a (14.5), pak pro každé δ-jemné děleńı D intervalu [a, b] je

|σ (g;D)− supP | ≤
∣∣∣σ (g;D)− σ

(
g; D̃

)∣∣∣+
∣∣∣σ (g; D̃

)
− supP

∣∣∣ < ε.

Definice 44 pak již dává

(HK)

b∫
a

g(x) dx = supP.

�



Kapitola 15

ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI
HENSTOCKOVA–KURZ-
WEILOVA INTEGRÁLU

Problém 141 Ukažte, že jsou-li funkce g, h z množiny HK[a, b], potom i součet
g + h ∈ HK[a, b] a plat́ı rovnost

(HK)

b∫
a

g(x) + h(x) dx = (HK)

b∫
a

g(x) dx+ (HK)

b∫
a

h(x) dx.

Problém 142 Dokažte, že pro funkci g ∈ HK[a, b] a reálnou konstantu c je
c · g ∈ HK[a, b] a že

(HK)

b∫
a

c · g(x) dx = c

(HK)

b∫
a

g(x) dx

 .

Problém 143 Dokažte, že jsou-li g, h : [a, b]→ R funkce HK integrovatelné na
intervalu [a, b] a g(x) ≤ h(x) pro všechna x ∈ [a, b], pak plat́ı

(HK)

b∫
a

g(x) dx ≤ (HK)

b∫
a

h(x) dx.

Z Problému 143 ihned dostáváme d̊usledek ńıže.

Důsledek 1 Necht’ f : [a, b] → R je nezáporná, HK integrovatelná funkce na
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intervalu [a, b]. Potom plat́ı

(HK)

b∫
a

f(x) dx ≥ 0.

Věta 46 Jsou-li f : [a, b] → R a |f | : [a, b] → R funkce HK integrovatelné na
intervalu [a, b], pak plat́ı nerovnost∣∣∣∣∣∣(HK)

b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ (HK)

b∫
a

|f(x)| dx. (15.1)

Problém 144 Dokažte Větu 46.

Řešeńı. Věta 46 plyne uvážeńım nerovnost́ı

− |f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)| , x ∈ [a, b]

a Problému 143, který dává

−(HK)

b∫
a

|f(x)| dx ≤ (HK)

b∫
a

f(x) dx ≤ (HK)

b∫
a

|f(x)| dx. (15.2)

Z (15.2) totiž ihned plyne (15.1). �

Problém 145 Dokažte, že je-li funkce h : [a, b]→ R spojitá, potom funkce h je
HK integrovatelná na intervalu [a, b].

Řešeńı. Necht’ ε > 0 je libovolné. Dle stejnoměrné spojitosti funkce h na
intervalu [a, b] existuje kalibr δ > 0 s vlastnost́ı, že

|h(y)− h(x)| < ε

2(b− a)
, y ∈ [a, b] ∩ (x− δ, x+ δ) , x ∈ [a, b].

Uvažme pevně dané δ-jemné děleńı

D = {a = a0 ≤ ω1 ≤ a1 ≤ · · · ≤ an−1 ≤ ωn ≤ an = b}

intervalu [a, b] s význačnými body ω1, . . . , ωn a funkci k : [a, b] → R definujme
jako

k(x) := h (ωj) , x ∈ [aj−1, aj) , j ∈ {1, . . . , n}

a k (an) := h (ωn). Funkce k zjevně splňuje

|k(x)− h(x)| < ε

2(b− a)
, x ∈ [a, b] .
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Snadno lze ověřit, že funkce k je HK integrovatelná na [a, b] (mj. to vyplyne
z Důsledku 2 v následuj́ıćı kapitole). Necht’ dále je δ kalibr na intervalu [a, b]
takový, že pro každé δ-jemné děleńı D intervalu [a, b] plat́ı∣∣∣∣∣∣σ (k;D)− (HK)

b∫
a

k(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

2
.

Je-li
D = {(τj , [xj−1, xj ]) ; j ∈ {1, . . . , n}}

libovolné δ-jemné děleńı, pak plat́ı∣∣∣∣∣∣σ (h;D)− (HK)

b∫
a

k(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ |σ (h;D)− σ (k;D)|+

+

∣∣∣∣∣∣σ (k;D)− (HK)

b∫
a

k(x) dx

∣∣∣∣∣∣ <
<

n∑
j=1

|h (τj)− k (τj)| (xj − xj−1) +
ε

2
<

<
ε(b− a)

2(b− a)
+
ε

2
= ε.

Pro libovolná δ-jemná děleńı D1 a D2 intervalu [a, b] odtud odvod́ıme

|σ (h;D2)− σ (h;D1)| < 2ε.

Existenci

(HK)

b∫
a

h(x) dx

pak dává Věta 45. �
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Kapitola 16

HENSTOCKŮV–KURZ-
WEILŮV INTEGRÁL NA
PODINTERVALECH

Problém 146 Dokažte, že pro funkci g : [a, b] → R HK integrovatelnou na
intervalu [a, b] a pro každý podinterval [c, d] ⊂ [a, b] rovněž existuje

(HK)

d∫
c

g(x) dx.

Řešeńı. Použijeme Větu 45 a zvoĺıme pro dané ε > 0 kalibr δ na [a, b] tak,
aby ∣∣∣σ (g; D̃

)
− σ

(
g; D̂

)∣∣∣ < ε

pro každá δ-jemná děleńı D̃ a D̂ intervalu [a, b]. Protože je [c, d] ⊂ [a, b], interval
[a, b] obsahuje intervaly

[r1, s1] , [r2, s2] , . . . , [rn, sn] ,

které se nepřekrývaj́ı, a každá z množin

[c, d] ∩ [rj , sj ] , j ∈ {1, . . . , n}

je nejvýše jednoprvková, přičemž

[a, b] = [c, d] ∪
n⋃
j=1

[rj , sj ] .
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Nyńı každému j ∈ {1, . . . , n} přǐrad’me δ-jemné děleńı Dj intervalu [rj , sj ]. Necht’

D̃1 a D̂1 jsou δ-jemná děleńı intervalu [c, d]. Potom zřejmě

D̃1 ∪D1 ∪ · · · ∪Dn, D̂1 ∪D1 ∪ · · · ∪Dn

jsou δ-jemnými děleńımi intervalu [a, b]. Odsud∣∣∣σ (g; D̃1

)
− σ

(
g; D̂1

)∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣σ
(
g; D̃1

)
+

n∑
j=1

σ (g;Dj)− σ
(
g; D̂1

)
−

n∑
j=1

σ (g;Dj)

∣∣∣∣∣∣ =

=
∣∣∣σ (g; D̃1 ∪D1 ∪ · · · ∪Dn

)
− σ

(
g; D̂1 ∪D1 ∪ · · · ∪Dn

)∣∣∣ < ε.

Existence integrálu

(HK)

d∫
c

g(x) dx

pak vyplývá z Bolzanovy–Cauchyovy podmı́nky (tj. z Věty 45). �

Věta 47 Je-li a ≤ c < d ≤ b a h : [a, b] → R funkce taková, že je h(x) = 0 pro
x ∈ [a, b] r [c, d], potom plat́ı, že pokud existuje

(HK)

b∫
a

h(x) dx

anebo

(HK)

d∫
c

h(x) dx,

existuje také ten druhý integrál a

(HK)

b∫
a

h(x) dx = (HK)

d∫
c

h(x) dx. (16.1)

Problém 147 Dokažte Větu 47.

Řešeńı. Z Problému 146 v́ıme, že pokud existuje integrál (HK)
∫ b
a h(x) dx,

pak existuje také integrál (HK)
∫ d
c h(x) dx. Dále ukážeme opačnou implikaci a

rovnost (16.1) pro a = c < d < b. Ostatńı př́ıpady, kdy a < c < d = b a
a < c < d < b, lze dokázat zcela analogicky.
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Předpokládejme, že existuje (HK)
∫ d
c h(x) dx, a mějme libovolné předem

dané ε > 0. Necht’ δ1 : [c, d]→ (0,+∞) je takový kalibr, že plat́ı∣∣∣∣∣∣σ (h;D)− (HK)

d∫
c

h(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε (16.2)

pro každé děleńı D ∈ A (δ1, [c, d]). Zaved’me nyńı kalibr δ : [a, b] → (0,+∞)
vztahem

δ(x) :=


min

{
δ1(x), d−x2

}
, x < d;

min
{

ε
1+|h(d)| , δ1(d)

}
, x = d;

x−d
2 , x > d.

Dále mějme děleńı

D = {(ωj , [xj−1, xj ]) ; j ∈ {1, . . . , n}} ∈ A (δ; [a, b])

takové, že existuje index j ∈ {1, . . . , n} splňuj́ıćı ωj = d. Potom

D1 = {x0, ω0, x1, . . . , xj−1, ωj , d}

je δ-jemné děleńı intervalu [a, d] . Protože

|xj − d| = |xj − ωj | < δ (ωj) = δ (d) ≤ ε

1 + |h(d)|
,

máme
|σ (h;D)− σ (h;D1)| = |h(d) (xj − d)| < ε. (16.3)

Z nerovnost́ı (16.2) a (16.3) dostáváme

|σ (h;D)− σ (h;D1)|+

∣∣∣∣∣∣σ (h;D1)−
d∫
c

h(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < 2ε,

a proto plat́ı (16.1). �

Věta 48 Pro funkci h : [a, b] → R a c ∈ (a, b) je existence Henstockova–Kurz-

weilova integrálu (HK)
∫ b
a h(x) dx ekvivalentńı současné existenci integrál̊u

(HK)

c∫
a

h(x) dx, (HK)

b∫
c

h(x) dx,

přičemž plat́ı

(HK)

b∫
a

h(x) dx = (HK)

c∫
a

h(x) dx+ (HK)

b∫
c

h(x) dx.
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Problém 148 Dokažte Větu 48.

Řešeńı. Uvažme nejprve Problém 146. Mějme ε > 0 dané libovolně. Necht’

funkce h ∈ HK [a, c] a současně h ∈ HK [c, b]. Proto existuje kalibr δ1 na inter-
valu [a, c] s vlastnost́ı, že pro každé δ1-jemné děleńı D1 intervalu [a, c] je∣∣∣∣∣∣σ (h;D1)− (HK)

c∫
a

h(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

2
,

a dále existuje také kalibr δ2 na intervalu [c, b] takový, že pro každé δ2-jemné
děleńı D2 intervalu [c, b] je∣∣∣∣∣∣σ (h;D2)− (HK)

b∫
c

h(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

2
.

Necht’ δ je kalibr na intervalu [a, b] zavedený předpisem

δ(x) :=


min {δ1(x), c− x} , a ≤ x < c;
min {δ1(x), δ2(x)} , x = c;
min {δ2(x), x− c} , c < x ≤ b.

Je evidentńı, že existuje δ-jemné děleńı

D = {(ν1, [r1, s1]) , . . . , (νn, [rn, sn])}

intervalu [a, b] s vlastnost́ı, že c = sj = rj+1 pro určité j ∈ {1, . . . , n− 1}. Pro
jistá δ-jemná děleńı D1 intervalu [a, c] a D2 intervalu [c, b] je D = D1 ∪ D2,
a proto plat́ı∣∣∣∣∣∣σ (h;D)−

(HK)

c∫
a

h(x) dx+ (HK)

b∫
c

h(x) dx

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣σ (h;D1) + σ (h;D2)−

(HK)

c∫
a

h(x) dx+ (HK)

b∫
c

h(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣σ (h;D1)− (HK)

c∫
a

h(x) dx

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣σ (h;D2)− (HK)

b∫
c

h(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε.

�
Z Věty 48 lze snadno obdržet následuj́ıćı d̊usledek.
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Důsledek 2 Jsou-li h : [a, b]→ R a

a = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = b,

pak (HK)
∫ b
a h(x) dx existuje, právě když existuje každý z integrál̊u

(HK)

ti∫
ti−1

h(x) dx, i ∈ {1, . . . , n}.

Potom je

(HK)

b∫
a

h(x) dx = (HK)

t1∫
t0

h(x) dx+ · · ·+ (HK)

tn∫
tn−1

h(x) dx.
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Kapitola 17

DALŠÍ VLASTNOSTI
HENSTOCKOVA–KURZ-
WEILOVA INTEGRÁLU

Věta 49 Jestlǐze plat́ı F ′(x) = f(x) pro všechna x ∈ [a, b], kde f : [a, b] → R a
F je funkce diferencovatelná na [a, b], pak

(HK)

b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Problém 149 Dokažte Větu 49.

Věta 50 Je-li f : [a, b]→ R funkce spojitá a funkce F , která je definovaná jako

F (x) := (HK)

x∫
a

f(s) ds, x ∈ [a, b],

je diferencovatelná, potom plat́ı

F ′(x) = f(x), x ∈ (a, b).

Problém 150 Dokažte Větu 50.

Problém 151 Dokažte, že pro HK integrovatelnou funkci h : [a, b] → R a HK
integrovatelné funkce hj : [a, b] → R pro j ∈ N tvoř́ıćı monotonńı posloupnost
{hj}j∈N takovou, že

lim
j→∞

hj(x) = h(x), x ∈ [a, b],
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plat́ı

lim
j→∞

(HK)

b∫
a

hj(x) dx = (HK)

b∫
a

h(x) dx. (17.1)

Řešeńı. Necht’ ε > 0 je libovolné. Ukažme nejdř́ıve, že existuje

I := lim
j→∞

(HK)

b∫
a

hj(x) dx.

Využit́ım monotonie {hj}j∈N uvažme kalibr δ na [a, b] s vlastnost́ı, že nerovnost∣∣∣∣∣∣σ (hj ;D)− (HK)

b∫
a

hj(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

3
, j ∈ N

plat́ı pro každé δ-jemné děleńı D. Uvažme konvergenci posloupnosti {hj}j∈N a
zvolme takové δ-jemné děleńı D̃ a n ∈ N, aby platilo∣∣∣σ (hp; D̃)− σ (hq; D̃)∣∣∣ < ε

3
, p, q ≥ n.

Pro p, q ≥ n pak obdrž́ıme existenci I, nebot’∣∣∣∣∣∣(HK)

b∫
a

hp(x) dx− (HK)

b∫
a

hq(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣(HK)

b∫
a

hp(x) dx− σ
(
hp; D̃

)∣∣∣∣∣∣+
+
∣∣∣σ (hp; D̃)− σ (hq; D̃)∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣σ
(
hq; D̃

)
− (HK)

b∫
a

hq(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Nyńı předpokládejme, že D je δ-jemné děleńı [a, b] a že

|σ (hn;D)− σ (h;D)| < ε

3
, n ∈ N

a ∣∣∣∣∣∣I − (HK)

b∫
a

hn(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

3
, n ∈ N.
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Pak obdrž́ıme

|σ (h;D)− I| ≤ |σ (h;D)− σ (hn;D)|+

+

∣∣∣∣∣∣σ (hn;D)− (HK)

b∫
a

hn(x) dx

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣(HK)

b∫
a

hn(x) dx− I

∣∣∣∣∣∣ < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Posledńı nerovnost dává dle Definice 44 existenci integrálu (HK)
∫ b
a h(x) dx a

také (17.1). �
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Kapitola 18

HAKEOVA VĚTA

Lemma 2 (Saksovo–Henstockovo lemma) Je dána funkce f : [a, b] → R,
která je HK integrovatelná na [a, b], a ε > 0, kterému odpov́ıdá kalibr δ na
intervalu [a, b] v tom smyslu, že pro každé δ-jemné děleńı D intervalu [a, b] je∣∣∣∣∣∣σ (f ;D)− (HK)

b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Pak pro každý systém

{(λk, [uk, vk]) ; k ∈ {1, . . . , n}} , (18.1)

pro který je

a ≤ u1 ≤ λ1 ≤ v1 ≤ u2 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ vn−1 ≤ un ≤ λn ≤ vn ≤ b,
λk − δ (λk) < uk ≤ λk ≤ vk < λk + δ(λk), k ∈ {1, . . . , n}, (18.2)

plat́ı ∣∣∣∣∣∣
n∑
k=1

f (λk) (vk − uk)− (HK)

vk∫
uk

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε. (18.3)

Problém 152 Dokažte Lemma 2.

Řešeńı. Budeme předpokládat, že je dán systém (18.1), pro který plat́ı ne-
rovnosti (18.2). Necht’ v0 = a a un+1 = b a necht’ ξ > 0 je libovolné. Pokud pro
i ∈ {0, 1, . . . , n} plat́ı vi < ui+1, potom existuje na intervalu [vi, ui+1] kalibr δi
takový, že pro každé x ∈ [vi, ui+1] je δi(x) ≤ δ(x) a pro každé δi-jemné děleńı Di

intervalu [vi, ui+1] plat́ı∣∣∣∣∣∣σ (f ;Di)− (HK)

ui+1∫
vi

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ξ

n+ 1
. (18.4)
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Dále je
n∑
k=1

f (λk) (vk − uk) +
n∑
i=0

σ (f ;Di)

integrálńı součet pro [a, b]. Z předpokladu lemmatu tak v́ıme, že∣∣∣∣∣∣
n∑
k=1

f (λk) (vk − uk) +

n∑
i=0

σ (f ;Di)− (HK)

b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε. (18.5)

Uváž́ıme-li nyńı nerovnosti (18.4) a (18.5), dostáváme∣∣∣∣∣∣
n∑
k=1

f (λk) (vk − uk)− (HK)

vk∫
uk

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣
n∑
k=1

f (λk) (vk − uk) +
n∑
i=0

σ (f ;Di)− (HK)

b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=0

(HK)

ui+1∫
vi

f(x) dx− σ (f ;Di)

∣∣∣∣∣∣ <
< ε+ (n+ 1)

ξ

n+ 1
= ε+ ξ.

Vzhledem k tomu, že ξ > 0 bylo zvoleno libovolně, plat́ı (18.3). �

Nyńı zobecńıme pojem δ-jemného děleńı.

Definice 46 Pokud je δ : [a, b]→ (0,+∞) kalibr a daná soustava bod̊u z (18.1)
splňuje nerovnosti (18.2) v Lemmatu 2, pak mluv́ıme o δ-jemném systému na
intervalu [a, b].

Věta 51 (Hakeova věta) Je-li funkce f : [a, b] → R HK integrovatelná na

intervalu [c, b] pro c ∈ (a, b), pak integrál (HK)
∫ b
a f(x) dx existuje tehdy a jenom

tehdy, když existuje vlastńı limita

lim
c→a+

(HK)

b∫
c

f(x) dx. (18.6)

V takovém př́ıpadě plat́ı

(HK)

b∫
a

f(x) dx = lim
c→a+

(HK)

b∫
c

f(x) dx. (18.7)
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Problém 153 Dokažte Hakeovu větu, tj. Větu 51.

Řešeńı. Předpokládejme, že f ∈ HK [a, b] a ε > 0 je dáno libovolně. Necht’ δ
a δ̃ jsou kalibry zvolené tak, aby pro každá děleńı D a D̃ interval̊u [a, b] a [t, b]
pro t ∈ [a, b), která jsou δ-jemná a δ̃-jemná, platilo∣∣∣∣∣∣σ (f ;D)− (HK)

b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

3
,

∣∣∣∣∣∣σ
(
f ; D̃

)
− (HK)

b∫
t

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

3
.

Dále předpokládejme, že δ̃ je zúžeńı δ a zvolme c ∈ (a, b) tak, aby

|f (a)| (c− a) <
ε

3
.

Necht’ t ∈ [a, c] a D̂ je δ̃-jemné děleńı intervalu [t, b]. Položme

D = D̂ ∪ {(a, [a, t])} .

Je zřejmé, že D je δ-jemné děleńı intervalu [a, b] a∣∣∣∣∣∣(HK)

b∫
a

f(x) dx− (HK)

b∫
t

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣(HK)

b∫
a

f(x) dx− σ (f ;D)

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣σ
(
f ; D̂

)
− (HK)

b∫
t

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣+ |f (a)| (t− a) < ε.

Nyńı předpokládejme existenci vlastńı limity (18.6). Necht’ je dána posloup-
nost {cn}∞n=0 ⊂ [a, b], přičemž c0 = b, cn+1 < cn pro n ∈ N a cn → a pro n→∞.
Necht’ δn je kalibr na intervalu [cn, cn−2] pro n > 1 s vlastnost́ı, že pro každé
δn-jemné děleńı D intervalu [cn, cn−2] je∣∣∣∣∣∣σ (f ;D)− (HK)

cn−2∫
cn

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

2n
.
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Následně vybereme N ∈ N takové, aby platilo∣∣∣∣∣∣(HK)

c0∫
t

f(x) dx− lim
c→a+

(HK)

b∫
c

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε, t ∈ (a, cN ]

a zároveň
|f (a)| (cN − a) < ε.

Na intervalu [a, b] definujme kalibr δ jako

δ(x) =


cN − a, x = a;
c0 − c1, x ∈ (c1, c0];
min {δn(x), cn−2 − cn} , x ∈ (cn, cn−1], n ≥ 2.

Nyńı uvažujme jednak δ-jemné děleńı D intervalu [a, b] a také děleńı Dn ⊆ D
nejmenš́ıho intervalu obsahuj́ıćıho [cn, cn−1]. Označme jako In sjednoceńı děĺıćıch
podinterval̊u v Dn. Tedy Dn je δn-jemné děleńı na In, přičemž I1 ⊆ [c1, c0] a
In ⊆ [cn, cn−2). Ze Saksova–Henstockova lemmatu (tj. Lemmatu 2) pak obdrž́ıme
nerovnost ∣∣∣∣∣∣(HK)

∫
In

f(x) dx− σ (f ;Dn)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

2n
.

Protože plat́ı∣∣∣∣∣∣ lim
c→a+

(HK)

b∫
c

f(x) dx− σ (f ;D)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ |f (a)| (cN − a) +

∣∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

(HK)

∫
In

f(x) dx− σ (f ;Dn)

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣ lim
c→a+

(HK)

b∫
c

f(x) dx− (HK)

b∫
cN

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε+

∞∑
n=1

ε

2n
+ ε = 3ε,

funkce f je HK integrovatelná a plat́ı (18.7). �

Problém 154 Dokažte analogicky jako Větu 51, že pro HK integrovatelnou
funkci f : [a, b] → R na intervalu [a, c] pro c ∈ (a, b) plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

Integrál (HK)
∫ b
a f(x) dx existuje právě tehdy, když existuje vlastńı limita

lim
c→b−

(HK)

c∫
a

f(x) dx.



81

V tomto př́ıpadě pak plat́ı identita

(HK)

b∫
a

f(x) dx = lim
c→b−

(HK)

c∫
a

f(x) dx.

Problém 155 Uvažujte funkci

h(x) :=

{
1√
1−x , x ∈ [0, 1);

0, x = 1.

Ukažte s využit́ım Problému 154, že tato funkce je HK integrovatelná na inter-
valu [0, 1], resp. určete př́ıslušnou hodnotu Henstockova–Kurzweilova integrálu.

Problém 156 Dokažte, že pro funkci h : [a, b]→ R, která je HK integrovatelná
na [a, b], plat́ı

lim
x→v

(HK)

x∫
a

h(t) dt+ h(v) (v − x)

 = (HK)

v∫
a

h(x) dx

pro v ∈ (a, b).

Problém 157 Uvažte funkci

f(x) :=

{
(−1)n
x , x ∈

(
1

n+1 ,
1
n

]
, n ∈ N;

0, x = 0.

Určete, čemu je roven integrál

(HK)

1∫
0

f(x) dx.

Řešeńı. Pro každé x > 0 máme jako primitivńı funkci k y = 1/x funkci
F (x) = log x, tj. přirozený logaritmus. Dále plat́ı

(HK)

1
n∫

1
n+1

f(x) dx = (−1)n(HK)

1
n∫

1
n+1

1

x
dx = (−1)n

(
log

1

n
− log

1

n+ 1

)
.
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Vezmeme-li v úvahu Důsledek 2, potom pro m ≥ 3, m ∈ N obdrž́ıme

(HK)

1∫
1
m

f(x) dx = (HK)

1
m−1∫
1
m

f(x) dx+ · · ·+ (HK)

1∫
1
2

f(x) dx =

=
m−1∑
n=1

(HK)

1
n∫

1
n+1

f(x) dx =

=

m−1∑
n=1

(−1)n
(

log
1

n
− log

1

n+ 1

)
=

=

m−1∑
n=1

(−1)n log
n+ 1

n
.

Integrál
1∫
c

f(x) dx

má pro
1

m+ 1
< c <

1

m

hodnotu mezi č́ısly

(HK)

1∫
1

m+1

f(x) dx, (HK)

1∫
1
m

f(x) dx,

nebot’ funkce f je na intervalu [1/(m+ 1), 1/m] monotónńı. Z rovnosti

+∞∑
n=1

(−1)n log
n+ 1

n
= − log

π

2

proto dostáváme

lim
c→0+

(HK)

1∫
c

f(x) dx = − log
π

2
.

Z Hakeovy věty pak máme

(HK)

1∫
0

f(x) dx = − log
π

2
.
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Poznamenejme, že pro x ∈ (0, 1] je |f(x)| = 1/x, |f(0)| = 0 a integrál

(HK)

1∫
0

|f(x)| dx = (HK)

1∫
0

1

x
dx

neexistuje (jako reálné č́ıslo), nebot’

lim
c→0+

(HK)

1∫
c

1

x
dx = log 1− lim

c→0+
log c =∞.

�
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Kapitola 19

PRIMITIVNÍ FUNKCE PRO
HENSTOCKŮV–KURZ-
WEILŮV INTEGRÁL

V návaznosti na Věty 49 a 50 modifikujme pojem primitivńı funkce.

Definice 47 Řekneme, že funkce F : (a, b) → R je primitivńı funkce k fun-
kci f : [a, b] → R na otevřeném intervalu (a, b) v Henstockově–Kurzweilově
smyslu, pokud plat́ı

(HK)

d∫
c

f(x) dx = F (d)− F (c) (19.1)

pro každé c, d ∈ (a, b). Obdobně o funkci F : [a, b] → R řekneme, že je primi-
tivńı funkce k funkci f : [a, b] → R na uzavřeném intervalu [a, b] v Hen-
stockově–Kurzweilově smyslu, pokud pro každé c, d ∈ [a, b] plat́ı (19.1).

Věta 52 Je-li funkce f : [a, b] → R taková, že k ńı na intervalu (a, b) exis-
tuje primitivńı funkce F : (a, b) → R v Henstockově–Kurzweilově smyslu, pak

(HK)
∫ b
a f(x) dx existuje, právě když existuj́ı obě vlastńı limity limx→a+ F (x) a

limx→b− F (x). Dále v tomto př́ıpadě plat́ı rovnost

(HK)

b∫
a

f(x) dx = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x) .

Problém 158 Dokažte Větu 52.
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Řešeńı. Předpokládejme existenci integrálu

(HK)

b∫
a

f(x) dx.

S pomoćı Problému 146 a Věty 48 obdrž́ıme pro každé c ∈ (a, b) a d ∈ (a, b)
identitu

F (d)− F (c) = (HK)

d∫
c

f(x) dx = (HK)

b∫
c

f(x) dx− (HK)

b∫
d

f(x) dx.

Zjevně

lim
d→b−

(HK)

b∫
d

f (x) dx = 0.

Pak ale

lim
d→b−

F (d) = (HK)

b∫
c

f(x) dx+ F (c)− lim
d→b−

(HK)

b∫
d

f (x) dx =

= (HK)

b∫
c

f(x) dx+ F (c).

Podobně můžeme ukázat, že v levém krajńım bodě existuje vlastńı limita zprava

lim
d→a+

F (d) = −(HK)

c∫
a

f(x) dx+ F (c).

Úpravami źıskáme

lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x) =

= (HK)

b∫
c

f(x) dx+ F (c)−

−(HK)

c∫
a

f(x) dx+ F (c)

 =

= (HK)

b∫
c

f(x) dx+ (HK)

c∫
a

f(x) dx = (HK)

b∫
a

f(x) dx.
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K d̊ukazu opačné implikace předpokládejme, že existuj́ı vlastńı limity

lim
x→a+

F (x) , lim
x→b−

F (x) .

Z existence limx→a+ F (x) plyne existence limity

lim
d→a+

(HK)

c∫
d

f (x) dx = F (c)− lim
d→a+

F (d) .

Z Věty 51 pak máme

(HK)

c∫
a

f (x) dx = F (c)− lim
d→a+

F (d) .

Analogicky obdrž́ıme totéž pro limitu limx→b− F (x), když uváž́ıme Problém 154.
Nyńı už jen stač́ı už́ıt pravidlo návaznosti (tj. Větu 48) a źıskáme

(HK)

b∫
a

f(x) dx = (HK)

c∫
a

f (x) dx+ (HK)

b∫
c

f (x) dx =

= F (c)− lim
d→a+

F (d) + lim
d→b−

F (d)− F (c) =

= lim
d→b−

F (d)− lim
d→a+

F (d) .

�
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Kapitola 20

INTEGRAČNÍ METODY
PRO HENSTOCKŮV–KURZ-
WEILŮV INTEGRÁL

Začneme metodou per partes (a využijeme Definici 47).

Věta 53 Jsou-li funkce F,G : [a, b] → R primitivńı funkce k funkćım f, g :
[a, b] → R na intervalu [a, b] v Henstockově–Kurzweilově smyslu, pak plat́ı, že
F · g + f ·G : [a, b]→ R je HK integrovatelná funkce a

(HK)

b∫
a

[F (x)g(x) + f(x)G(x)] dx = F (b)G(b)− F (a)G(a).

Problém 159 Dokažte Větu 53.

Řešeńı. Mějme ε > 0 libovolně zvolené. Věta 51 a Problém 154 implikuj́ı
spojitost funkćı F a G na intervalu [a, b]. Odtud máme, že existuje konstanta
K > 0 tak, že pro všechna x ∈ [a, b] je |F (x)| ≤ K a |G(x)| ≤ K. Dále Věta 52
zajǐst’uje existenci kalibru δ̃ na intervalu [a, b] takového, že je∣∣∣∣∣∣σ (f ;D)− (HK)

b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε,

a ∣∣∣∣∣∣σ (g;D)− (HK)

b∫
a

g(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

89
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pro každé δ̃-jemné děleńı D intervalu [a, b]. Nyńı zvoĺıme takový kalibr δ, pro
který bude platit

0 < δ(x) < min

{
δ̃(x),

ε
2

1 + |f(x)|+ |g(x)|+ |f(x)| |g(x)|

}
pro všechna x ∈ [a, b]. Pokud uváž́ıme děleńı

D = {(ωj , [xj−1, xj ])); j ∈ {1, . . . , n}}

intervalu [a, b], dostaneme pro něj odhad

|σ (Fg + fG;D)− [F (b)G(b)− F (a)G(a)]| ≤

≤
n∑
j=1

|[F (ωj) g (ωj) + f (ωj)G (ωj)] (xj − xj−1) −

− [F (xj)G (xj)− F (xj−1)G (xj−1)]| .

Předpokládejme, že je ωj = xj pro všechna j ∈ {1, . . . , n} a uvažme

Xj := | [F (ωj) g (ωj) + f (ωj)G (ωj)] (xj − xj−1)−
− [F (xj)G (xj)− F (xj−1)G (xj−1)] |,

tj. j-tý člen součtu, který se vyskytuje u výše uvedené nerovnosti na pravé straně.
Z

F (xj)− F (xj−1) = (HK)

xj∫
xj−1

f(x) dx

plyne

F (xj−1) = F (ωj) + f (ωj) (xj − xj−1)−

− (HK)

xj∫
xj−1

f(x) dx− f (ωj) (xj − xj−1)

a obdobně

G (xj−1) = G (ωj) + g (ωj) (xj − xj−1)−

− (HK)

xj∫
xj−1

g(x) dx− g (ωj) (xj − xj−1) .
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Pokud nyńı opět dosad́ıme do výrazu, který se vyskytuje u výše uvedené nerov-
nosti na pravé straně, obdrž́ıme

Xj ≤ |F (ωj) g (ωj) (xj − xj−1)|+ |f (ωj)G (ωj) (xj − xj−1)| −
− |F (ωj)G (ωj)|+

+

(
|F (ωj)|+

∣∣∣∣∣f (ωj) (xj − xj−1)− (HK)

xj∫
xj−1

f(x) dx

∣∣∣∣∣+
+ |f (ωj) (xj − xj−1)|

)
×

×

(
|G (ωj)|+

∣∣∣∣∣g (ωj) (xj − xj−1)− (HK)

xj∫
xj−1

g(x) dx

∣∣∣∣∣+
+ |g (ωj) (xj − xj−1)|

)
.

Odsud máme

Xj ≤

∣∣∣∣∣∣∣f (ωj) (xj − xj−1)− (HK)

xj∫
xj−1

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣×
×

∣∣∣∣∣∣∣g (ωj) (xj − xj−1)− (HK)

xj∫
xj−1

g(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣+
+ (|F (ωj)|+ |f (ωj) (xj − xj−1)|)×

×

∣∣∣∣∣∣∣g (ωj) (xj − xj−1)− (HK)

xj∫
xj−1

g(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣+
+ (|G (ωj)|+ |g (ωj) (xj − xj−1)|)×

×

∣∣∣∣∣∣∣f (ωj) (xj − xj−1)− (HK)

xj∫
xj−1

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣+
+ |f (ωj)| |g (ωj)| (xj − xj−1)2 .

Pro všechna x ∈ [a, b] máme |F (x)| ≤ K, |G(x)| ≤ K. Z volby kalibru δ pak
máme rovněž

|f (ωj) (xj − xj−1)| < |f (ωj)| 2δ (ωj) < ε,
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|g (ωj) (xj − xj−1)| < |g (ωj)| 2δ (ωj) < ε,

|f (ωj)| |g (ωj) (xj − xj−1)| < |f (ωj)| |g (ωj)| 2δ (ωj) < ε.

Nyńı použijeme všechny tyto nerovnosti a Lemma 2 a źıskáme

Xj < [ε+ (K + ε)]

∣∣∣∣∣∣∣g (ωj) (xj − xj−1)− (HK)

xj∫
xj−1

g(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣+
+ (K + ε)

∣∣∣∣∣∣∣f (ωj) (xj − xj−1)− (HK)

xj∫
xj−1

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣+ ε (xj − xj−1) .

Součet přes j ∈ {1, . . . , n} dává

|σ (Fg + fG;D)− [F (b)G(b)− F (a)G(a)]| <

< (K + 2ε)
n∑
j=1

∣∣∣∣∣∣∣g (ωj) (xj − xj−1)− (HK)

xj∫
xj−1

g(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣+
+ (K + ε)

n∑
j=1

∣∣∣∣∣∣∣f (ωj) (xj − xj−1)− (HK)

xj∫
xj−1

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣+ ε (b− a) .

Pokud
n∑
j=1

∣∣∣∣∣∣∣f (ωj) (xj − xj−1)− (HK)

xj∫
xj−1

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε
a

n∑
j=1

∣∣∣∣∣∣∣g (ωj) (xj − xj−1)− (HK)

xj∫
xj−1

g(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε,
pak obdrž́ıme

|σ (Fg + fG;D)− [F (b)G(b)− F (a)G(a)]| <
< (K + 2ε)ε+ (K + ε)ε+ ε(b− a) = (2K + 3ε+ b− a)ε.

T́ım jsme větu dokázali, nebot’ ε > 0 bylo zvoleno libovolně. �

Kapitolu zakonč́ıme verźı substitučńı metody pro Henstock̊uv–Kurzweil̊uv
integrál.
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Věta 54 Necht’ je dána funkce γ : [a, b] → R, která je spojitá a neklesaj́ıćı
na intervalu [a, b], a dále funkce f : [γ(a), γ(b)] → R. Jestlǐze má funkce γ na
intervalu [a, b] konečnou derivaci, pak existuje-li jeden z integrál̊u

(HK)

γ(b)∫
γ(a)

f(x) dx, (HK)

b∫
a

f(γ(t))γ′(t) dt,

existuje i ten druhý a plat́ı rovnost

(HK)

γ(b)∫
γ(a)

f(x) dx = (HK)

b∫
a

f(γ(t))γ′(t) dt.
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Kapitola 21

SROVNÁNÍ RŮZNÝCH
TYPŮ INTEGRÁLŮ

V této kapitole se zaměř́ıme na srovnáńı Henstockova–Kurzweilova integrálu
s daľśımi typy integrál̊u. V kontextu také připomeneme definice integrál̊u ze
základńıch kurz̊u matematické analýzy.

21.1 Riemann̊uv integrál

Definice 48 Pro ohraničenou funkci f : [a, b]→ R a děleńı s význačnými body

D = {(νi, [xi−1, xi]) ; i ∈ {1, . . . , n}}

nazýváme Riemannovým integrálńım součtem př́ıslušným funkci f a děle-
ńı D č́ıslo

ρ (f ;D) =
n∑
i=1

f (νi) (xi − xi−1) .

Dále J ∈ R nazýváme Riemannovým integrálem funkce f na intervalu [a, b],
pokud pro každé ε > 0 existuje ϑ > 0 tak, že pro všechna děleńı D intervalu [a, b]
s normou menš́ı než ϑ je

|ρ(f ;D)− J | < ε.

Riemann̊uv integrál funkce f na [a, b] znač́ıme jako

(R)

b∫
a

f(x) dx = J.

Množinu všech funkćı integrovatelných v Riemannově smyslu na [a, b] potom
znač́ıme R[a, b].
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Poznámka 14 Riemann̊uv integrál se lǐśı od Henstockova–Kurzweilova integrálu
v tom smyslu, že u Henstockova–Kurzweilova integrálu muśı být děleńı tak jemné,
jak to vyžaduje kalibr (nikoli jenom dle normy děleńı). Tento

”
nepatrný“ rozd́ıl

však implikuje, že množina HK integrovatelných funkćı je podstatně věťśı než
množina riemannovsky integrovatelných funkćı.

Věta 55 Necht’ existuje (R)
∫ b
a f(x) dx, tj. Riemann̊uv integrál na intervalu [a, b]

funkce f : [a, b]→ R. Pak existuje rovněž (HK)
∫ b
a f(x) dx a plat́ı

(HK)

b∫
a

f(x) dx = (R)

b∫
a

f(x) dx.

Problém 160 Dokažte Větu 55.

Problém 161 Uved’te př́ıklad funkce, která je HK integrovatelná na [0, 1], ale
neńı integrovatelná v Riemannově smyslu na [a, b].

21.2 Newton̊uv integrál

Definice 49 Pro funkci f : [a, b] → R, k ńı̌z existuje funkce F : [a, b] → R
taková, že F ′(x) = f(x), x ∈ [a, b], definujeme Newton̊uv integrál této funkce
jako

(N)

b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a). (21.1)

Množinu všech funkćı integrovatelných v Newtonově smyslu na [a, b] znač́ıme
jako N [a, b].

Věta 56 Má-li funkce f : [a, b] → R Newton̊uv integrál (N)
∫ b
a f(x) dx, pak

existuje rovněž Henstock̊uv–Kurzweil̊uv integrál (HK)
∫ b
a f(x) dx a plat́ı

(HK)

b∫
a

f(x) dx = (N)

b∫
a

f(x) dx. (21.2)

Problém 162 Dokažte Větu 56.

Řešeńı. Necht’ ε > 0 je libovolné a existuje Newton̊uv integrál (21.1). Využijeme
př́ımo definici derivace. Pro každé ω ∈ [a, b] existuje δ(ω) > 0, pro které∣∣∣∣F (x)− F (ω)

x− ω
− f(ω)

∣∣∣∣ ≤ ε

2(b− a)
, x ∈ [a, b],
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pokud

0 < |x− ω| < δ(ω),

a tedy

|F (x)− F (ω)− f(ω)(x− ω)| ≤ ε

2(b− a)
|x− ω| , x ∈ [a, b],

když 0 ≤ |x− ω| < δ(ω). Je-li

ω − δ(ω) < x ≤ ω ≤ y < ω + δ(ω),

potom

|F (y)− F (x)− f (ω) (y − x)| ≤
≤ |F (y)− F (ω)− f (ω) (y − ω)|+

+ |F (ω)− F (x)− f (ω) (ω − x)| ≤

≤ ε

2(b− a)
(|y − ω|+ |ω − x|) =

ε

2(b− a)
(y − x) .

Pokud je

D = {(νj , [xj−1, xj ])); j ∈ {1, . . . , n}}

libovolné δ-jemné děleńı intervalu [a, b], obdrž́ıme∣∣∣∣∣∣(N)

b∫
a

f(x) dx− σ (f ;D)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣F (b)− F (a)−
n∑
j=1

f (νj) (xj − xj−1)

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

[F (xj)− F (xj−1)− f (νj) (xj − xj−1)]

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ ε

2(b− a)

n∑
j=1

(xj − xj−1) < ε.

Proto Henstock̊uv–Kurzweil̊uv integrál existuje a plat́ı (21.2). Poznamenejme,
že d̊ukaz lze provést také s pomoćı Věty 49. �

Problém 163 Uved’te př́ıklad funkce, která je HK integrovatelná na [0, 1], ale
neńı integrovatelná v Newtonově smyslu na [0, 1].
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21.3 Lebesgue̊uv integrál

Nejprve připomeneme zavedeńı Lebesgueova integrálu, což je možné provést
mnoha ekvivalentńımi zp̊usoby (je tedy možné, že zde prezentovaná výstavba
je odlǐsná od té, která je prováděna ve většině základńıch kurz̊u matematické
analýzy). Pojem lebesgueovsky měřitelné množiny však již nepřipomı́náme (jeho
zavedeńı je standardizované). Podobně integrál jednoduché funkce nepřipomı́náme
(jeho hodnota je zřejmá).

Definice 50 O funkci h : [a, b]→ R řekneme, že je na intervalu [a, b] měřitelná
v Lebesgueově smyslu, jestlǐze pro všechna c < d je množina

h−1 ([c, d]) = {x ∈ [a, b]; h(x) ∈ [c, d]}

lebesgueovsky měřitelná.

Definice 51 Řekneme, že funkce h je jednoduchá na [a, b], pokud lze interval
[a, b] vyjádřit jako sjednoceńı konečného počtu navzájem disjunktńıch měřitelných
množin a funkce h je na každé z těchto množin konstantńı.

V souvislosti s Definićı 52 ńıže připomeňme následuj́ıćı větu.

Věta 57 Každá měřitelná a nezáporná funkce h : [a, b] → R je limitou určité
monotonńı posloupnosti funkćı, které jsou jednoduché.

Definice 52 Pro nezápornou funkci h, která je na intervalu [a, b] měřitelná,
a pro monotonńı posloupnost jednoduchých funkćı {hn}n∈N takovou, že

lim
n→∞

hn(x) = h(x), x ∈ [a, b],

definujeme Lebesgue̊uv integrál nezáporné funkce h na [a, b] jako

(L)

b∫
a

h(x) dx := lim
n→∞

b∫
a

hn(x) dx <∞.

Definice 53 Necht’ h : [a, b]→ R. Nezápornou část funkce h definujeme jako

h+(x) := max{0, h(x)}, x ∈ [a, b]

a nekladnou část funkce h jako

h−(x) := max{0,−h(x)}, x ∈ [a, b].
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Definice 54 Je-li h měřitelná funkce na [a, b] a plat́ı-li

(L)

b∫
a

h+(x) dx <∞, (L)

b∫
a

h−(x) dx <∞,

pak Lebesgue̊uv integrál měřitelné funkce h na intervalu [a, b] definujeme
jako

(L)

b∫
a

h(x) dx := (L)

b∫
a

h+(x) dx− (L)

b∫
a

h−(x) dx.

Množinu všech funkćı, které jsou integrovatelné v Lebesgueově smyslu na inter-
valu [a, b], znač́ıme symbolem L[a, b].

Lemma 3 Pro každé ε > 0 a pro libovolnou funkci h : [a, b] → R, která má na
intervalu [a, b] Lebesgue̊uv integrál, existuj́ı zdola polospojitá funkce u : [a, b]→ R
a shora polospojitá funkce v : [a, b]→ R (viz Kapitola 1), pro které je

u(x) > h(x), v(x) < h(x), x ∈ [a, b]

a

(L)

b∫
a

u(x) dx− (L)

b∫
a

v(x) dx < ε.

Problém 164 Pomoćı Lemmatu 3 dokažte, že pokud má funkce h : [a, b] → R
na intervalu [a, b] Lebesgue̊uv integrál, pak je na [a, b] HK integrovatelná a plat́ı

(HK)

b∫
a

h(x) dx = (L)

b∫
a

h(x) dx.

Poznámka 15 Doplňme, že pro každá a, b ∈ R splňuj́ıćı a < b existuj́ı funkce,
které jsou HK integrovatelné na intervalu [a, b], ale nejsou lebesgueovsky integro-
vatelné na [a, b].

Připomeňme ještě dobře známý vztah Lebesgueova a Riemannova integrálu.

Věta 58 Jestlǐze pro funkci h : [a, b]→ R existuje na intervalu [a, b] Riemann̊uv

integrál (R)
∫ b
a h(x) dx, pak existuje také Lebesgue̊uv integrál (L)

∫ b
a h(x) dx a

plat́ı

(R)

b∫
a

h(x) dx = (L)

b∫
a

h(x) dx.
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Poznámka 16 V základńıch kurzech matematické analýzy je uváděn př́ıklad
funkce, která má Lebesgue̊uv integrál na obecném nedegenerovaném intervalu
[a, b], ale neńı integrovatelná v Riemannově smyslu na [a, b]. Viz mj. Definice 5.

Jádrem této kapitoly byly tedy ostré inkluze

N [a, b] ⊂ HK[a, b], R[a, b] ⊂ L[a, b] ⊂ HK[a, b].



IV. ŘADY





Kapitola 22

KRITÉRIA KONVERGENCE
ŘAD S NEZÁPORNÝMI
ČLENY

Vedle základńıch kritéríı konvergence nekonečných č́ıselných řad s nezápornými
členy (např. (limitńı) srovnávaćı, pod́ılové, odmocninové či integrálńı) existuj́ı
daľśı méně využ́ıvaná, avšak užitečná, kritéria pro rozhodováńı o konvergenci,
resp. divergenci č́ıselných řad. Text této kapitoly vycháźı ze sb́ırky [6].

Věta 59 (Raabeovo kritérium) Necht’ je an > 0 pro všechna dostatečně vel-
ká n a necht’ existuje (vlastńı nebo nevlastńı) limita

L = lim
n→∞

n

(
1− an+1

an

)
.

Potom plat́ı:

(i) jestlǐze L > 1, řada
∑∞

n=N an konverguje;

(ii) jestlǐze L < 1, řada
∑∞

n=N an diverguje.

Poznámka 17 Podotkněme, že Raabeovo kritérium je silněǰśı než hojně využ́ıvané
limitńı pod́ılové kritérium. Pokud tedy odvod́ıme konvergenci (nebo divergenci)
pomoćı limitńıho pod́ılového kritéria, lze ji obdržet rovněž užit́ım Raabeova kritéria.
To neplat́ı naopak, jak ukazuj́ı př́ıklady ńı̌ze.

Problém 165 Vyšetřete konvergenci řady

∞∑
n=1

(2n)!

4n(n!)2
.
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Řešeńı. Raabeovo kritérium dává

lim
n→∞

n

(
1− an+1

an

)
= lim

n→∞
n

(
1− (2n+ 2)(2n+ 1)

4(n+ 1)2

)
=

= lim
n→∞

n

(
1− 2n+ 1

2(n+ 1)

)
= lim

n→∞

n

2n+ 2
=

1

2
< 1,

a tedy zadaná řada diverguje. Snadno lze ověřit, že aplikováńım limitńıho pod́ılového
kritéria nic nezjist́ıme, protože

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(2n+2)!
4n+1[(n+1)!]2

(2n)!
4n(n!)2

= lim
n→∞

(2n+ 2)(2n+ 1)

4(n+ 1)2
= 1.

�

Problém 166 Užit́ım Raabeova kritéria určete, zda řada

∞∑
n=1

n!(√
2 + 1

) (√
2 + 2

)
· · ·
(√

2 + n
)

konverguje, nebo diverguje. Dále ukažte, že nelze použ́ıt limitńı pod́ılové kritérium.

Věta 60 (Cauchyovo kondenzačńı kritérium) Necht’ {an}∞n=2N
⊂ [0,∞) je

nerostoućı posloupnost. Potom plat́ı, že řada
∑∞

n=2N an konverguje, právě když
konverguje řada

∑∞
k=N 2ka2k .

Problém 167 Aplikováńım Cauchyova kondenzačńıho kritéria vyšetřete kon-
vergenci řady

∞∑
n=2

1

n log2 n
,

kde log je přirozený logaritmus.

Poznámka 18 Dodejme, že př́ıklad v Problému 167 je řešitelný také např. po-
moćı integrálńıho kritéria.

Věta 61 (Gaussovo kritérium) Necht’ {an}∞n=1 ⊂ (0,∞) a necht’

an
an+1

= α+
β

n
+
γn
n2
, n ∈ N,

přičemž {γn}∞n=1 je ohraničená posloupnost. Potom plat́ı:

(i) jestlǐze α ≥ 1 a β > 1, řada
∑∞

n=N an konverguje;
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(ii) jestlǐze α ≤ 1 a β ≤ 1, řada
∑∞

n=N an diverguje.

Problém 168 Aplikováńım Gaussova kritéria při volbě α = 1 ukažte, že řada

∞∑
n=1

(
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · (2n)

)2

diverguje.

Věta 62 (Kummerovo kritérium) Necht’ an > 0 pro všechna dostatečně vel-
ká n. Potom plat́ı:

(i) řada
∑∞

n=N an je konvergentńı, právě když existuje A > 0 a {pn}∞n=N ⊂
(0,∞) tak, že

pn
an
an+1

− pn+1 ≥ A, n ≥ N, n ∈ N.

(ii) řada
∑∞

n=N an je divergentńı, právě když existuje {pn}∞n=N ⊂ (0,∞) splňuj́ıćı

∞∑
n=N

1

pn
=∞

a
pn

an
an+1

− pn+1 ≤ 0, n ≥ N, n ∈ N.

Problém 169 Na základě Kummerova kritéria rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

n∏
k=1

1 + k log k√
2 + (k + 1) log (k + 1)

,

kde log je přirozený logaritmus.

Věta 63 (Ermakovo kritérium) Necht’ funkce f : [N,∞)→ (0,∞) je neros-
toućı a

an = f(n), n ≥ N, n ∈ N.

Necht’ dále existuje (jako vlastńı či nevlastńı) limita

L = lim
x→∞

ex f (ex)

f(x)
.

Potom plat́ı:

(i) jestlǐze L < 1, řada
∑∞

n=N an konverguje;
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(ii) jestlǐze L > 1, řada
∑∞

n=N an diverguje.

Problém 170 Užit́ım Ermakova kritéria v závislosti na kladném parametru α
rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=2

1

n logα n
,

kde log je přirozený logaritmus.

Problém 171 Rozhodněte, zda konverguje řada

α

β
+
α(α+ γ)

β(β + γ)
+
α(α+ γ)(α+ 2γ)

β(β + γ)(β + 2γ)
+ · · ·

v závislosti na kladných parametrech α, β, γ.

Problém 172 Zjistěte, zda konverguje řada

∞∑
n=1

(
(2n− 1)!!

(2n)!!

)α
=

∞∑
n=1

(
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · (2n)

)α
v závislosti na reálném parametru α.

Problém 173 V závislosti na kladných parametrech α, β rozhodněte o konver-
genci řady

∞∑
n=1

n∏
k=1

α+ k log k

β + (k + 1) log (k + 1)
,

kde log je přirozený logaritmus.



Kapitola 23

CESÀROVA SOUČTOVÁ
METODA

V této a následuj́ıćıch 2 kapitolách se zaměř́ıme na přǐrazováńı reálných součt̊u
i jistým nekonvergentńım řadám.

Definice 55 Pro řadu
∑∞

n=1 an s částečnými součty

sk =
k∑
j=1

aj , k ∈ N

se zavád́ı Cesàr̊uv součet jako

S := lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

sk.

Poznámka 19 Je třeba doplnit předchoźı definici. Cesàr̊uv součet představuje
konvergenci posloupnosti pr̊uměr̊u částečných součt̊u. Tato konvergence ale ne-
muśı nastat. Je tak třeba hledat limitu posloupnosti složenou z pr̊uměr̊u jǐz
uvažovaných pr̊uměr̊u. Tento krok však nemuśı stačit, ale lze pokračovat stejným
zp̊usobem dál. Dodejme, že konvergence nemuśı nastat v žádném konečném kroku.

Definice 56 Pro řadu
∑∞

n=1 an položme

K0
n := a1 + a2 + a3 + · · ·+ an,

K1
n := K0

1 +K0
2 +K0

3 + · · ·+K0
n,

K2
n := K1

1 +K1
2 +K1

3 + · · ·+K1
n,

...
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Kj
n := Kj−1

1 +Kj−1
2 +Kj−1

3 + · · ·+Kj−1
n ,

...

přičemž K0
n znač́ı n-tý částečný součet, K1

n znač́ı n-tý částečný součet částeč-
ných součt̊u a tak dále. Necht’ dále b1 = 1 a bj = 0 pro j ∈ {2, 3, . . . , n}. Pro

tuto konkrétńı č́ıselnou posloupnost označ́ıme odpov́ıdaj́ıćı hodnoty Kj
n jako Ljn,

tj. klademe

L0
n := 1 + 0 + 0 + · · ·+ 0 =

(
n− 1

0

)
,

L1
n := L0

1 + L0
2 + L0

3 + · · ·+ L0
n =

(
n+ 0

1

)
,

L2
n := L1

1 + L1
2 + L1

3 + · · ·+ L1
n =

(
n+ 1

2

)
,

...

Ljn := Lj−11 + Lj−12 + Lj−13 + · · ·+ Lj−1n =

(
n+ j − 1

j

)
,

...

Necht’ n, j ∈ N. Definujeme Cesàr̊uv n-tý částečný součet pro j-tou po-
sloupnost pr̊uměr̊u jako pod́ıl

Sjn :=
Kj
n

Ljn

a Cesàr̊uv součet pro j-tou posloupnost pr̊uměr̊u jako limitu

S := lim
n→∞

Sjn = lim
n→∞

Kj
n

Ljn
.

Poznámka 20 Pro Cesàr̊uv součet se rovněž použ́ıvá zápis součtu ve tvaru
(K, j)S, kde j ∈ N udává, v pořad́ı která posloupnost daných pr̊uměr̊u konverguje
k př́ıslušnému součtu.

Problém 174 Dokažte, že konvergentńı řada
∑∞

n=1 an se součtem S má zároveň
Cesàr̊uv součet, který je také roven S, tj. (K, 1)S = S.

Řešeńı. Předpokladem je to, že řada
∑∞

n=1 an je konvergentńı se součtem S,
což znamená, že

lim
n→∞

sn = S.
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Ukážeme, že Cesàr̊uv součet je roven také S, tj.

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

sk = S.

Necht’ ε > 0 je libovolně dané. Uvažme v absolutńı hodnotě rozd́ıl n-tého členu
Cesàrova součtu a součtu dané konvergentńı řady, tj.∣∣∣∣∣ 1n

n∑
k=1

sk − S

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

(sk − S)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

n

n∑
k=1

|sk − S| =

=
1

n

p∑
k=1

|sk − S|+
1

n

n∑
k=p+1

|sk − S|,

přičemž provedeme volbu p tak, aby pro každé k > p platilo

|sk − S| <
ε

2
.

Možnost zvolit takto p vycháźı z předpokladu konvergence posloupnosti částečných
součt̊u k S. V daľśım necht’ je N ∈ N dostatečně velké tak, aby

1

n

p∑
k=1

|sk − S| <
ε

2

pro všechna n > N . Celkem pak dostáváme

1

n

p∑
k=1

|sk − S|+
1

n

n∑
k=p+1

|sk − S| <
ε

2
+

1

n
(n− p)ε

2
< ε.

�

Poznámka 21 Tvrzeńı uvedené v Problému 174 se v literatuře označuje pod
pojmem regularita Cesàrovy součtové metody.

Problém 175 Dokažte, že Cesàr̊uv součet je lineárńı.

Problém 176 Stanovte Cesàr̊uv součet Grandiho řady

∞∑
n=1

(−1)n+1 = 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + · · ·
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Problém 177 Uvažte nekonvergentńı nekonečnou řadu

∞∑
n=1

n (−1)n+1 = 1− 2 + 3− 4 + 5− 6 + 7− · · ·

Zjistěte, jestli má tato řada Cesàr̊uv součet. Př́ıp. ho určete.



Kapitola 24

ÁBELOVA SOUČTOVÁ
METODA

V této kapitole jsou využ́ıvány následuj́ıćı pojmy a znalosti z teorie komplexńıch
mocninných řad.

Definice 57 Komplexńı mocninnou řadou se středem c ∈ C a koeficienty
an ∈ C rozumı́me nekonečnou řadu tvaru

∞∑
n=1

an (z − c)n,

přičemž z ∈ C je proměnná.

Než se dostaneme k problémům týkaj́ıćıch se Ábelovy součtové metody, shr-
neme základńı tvrzeńı platná pro konvergenci komplexńıch mocninných řad.

Lemma 4 Bud’ z0 6= c bod, v němž mocninná řada
∑∞

n=1 an (z−c)n konverguje.
Pak tato řada absolutně konverguje pro každé z ∈ C, které splňuje nerovnost

|z − c| ≤ R,

kde R < |z0 − c|.

Problém 178 Dokažte Lemma 4.

Poznámka 22 Podle Lemmatu 4 mocninná řada
∑∞

n=1 an (z − c)n konverguje
na množině, která je složena z vnitřku kruhu a části jeho hraničńı kružnice.
Tento konvergenčńı kruh je určen středem c a poloměrem r, kterému se ř́ıká
poloměr konvergence.
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Věta 64 Necht’ je
0 < lim sup

n→∞
n
√
|an| <∞.

Potom pro poloměr konvergence mocninné řady
∑∞

n=1 an (z − c)n plat́ı

r =
1

lim sup
n→∞

n
√
|an|

.

Je-li
lim sup
n→∞

n
√
|an| = 0,

pak r =∞. Pokud
lim sup
n→∞

n
√
|an| =∞,

je r = 0.

Problém 179 Dokažte Větu 64.

Problém 180 Určete poloměr konvergence (př́ıp. obor konvergence) pro kom-
plexńı mocninnou řadu

∞∑
n=1

(1 + i)n

n2 + 3n+ 2
zn.

Až nyńı se dostáváme k Ábelově součtové metodě.

Definice 58 Pro komplexńı řadu
∑∞

n=1 an definujeme jej́ı Ábel̊uv součet jako
limitu

lim
z→1

∞∑
n=1

anz
n,

kde z ∈ C, |z| < 1 a limita pro z → 1 je uvažována na části otevřeného jednot-
kového kruhu dané nerovnost́ı

|1− z| ≤ L(1− |z|)

pro jistou konstantu L, tj. ve Stolzově prostoru.

Poznámka 23 Ábel̊uv součet tedy dle Definice 58 existuje za předpokladu exis-
tence součtu řady

∑∞
n=1 anz

n, resp. limity tohoto součtu pro z → 1 ve Stolzově
prostoru.

Poznámka 24 Nutná podmı́nka pro existenci Ábelova součtu je zřejmě to, aby
pro koeficienty mocninné řady

∑∞
n=1 anz

n platila nerovnost

1

lim supn→∞
n
√
|an|
≥ 1.
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Věta 65 (Ábelova věta) Je-li nekonečná komplexńı řada
∑∞

n=1 an konver-
gentńı, potom pro

f(z) :=
∞∑
n=1

anz
n, |z| < 1, z ∈ C

plat́ı, že řada napravo konverguje pro |z| < 1 a

lim
z→1

f(z) =
∞∑
n=1

an,

přičemž limita pro z → 1 je uvažována ve Stolzově prostoru.

Problém 181 Ověřte linearitu Ábelovy součtové metody.

Problém 182 Uvažujte Grandiho řadu
∑∞

n=1(−1)n+1. Jaký je Ábel̊uv součet
této řady?

Problém 183 Uvažujte řadu

∞∑
n=1

n (−1)n+1.

Určete jej́ı součet pomoćı Ábelovy součtové metody.
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Kapitola 25

BORELOVY SOUČTOVÉ
METODY

Definice 59 Pro řadu
∑∞

n=1 an definujeme jej́ı součet źıskaný Borelovou ex-
ponenciálńı metodou jako limitu

lim
x→∞

e−x
∞∑
n=1

xn

n!
sn,

kde

sn =

n∑
j=1

aj , n ∈ N.

Definice 60 Pro řadu
∑∞

n=1 an definujeme jej́ı součet źıskaný Borelovou in-
tegrálńı metodou jako

∞∫
0

e−x
∞∑
n=1

xn

n!
an dx.

Problém 184 Dokažte, že Borelova exponenciálńı metoda a Borelova integrálńı
metoda jsou lineárńı.

Problém 185 Dokažte, že Borelova exponenciálńı metoda je regulárńı, tj. dokažte,
že v př́ıpadě konvergence řady

∑∞
n=1 an dává stejný součet také Borelova expo-

nenciálńı metoda.

Řešeńı. Je třeba dokázat, že pokud

∞∑
n=1

an = s,
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potom

s = lim
x→∞

e−x
∞∑
n=1

xn

n!
sn.

Předně je

lim
x→∞

e−x
∞∑
n=1

xn

n!
sn = lim

x→∞
e−x

∞∑
n=1

(
xn

n!

n∑
i=1

ai

)
.

Dále vyjádř́ıme

∞∑
n=1

(
xn

n!

n∑
i=1

ai

)
=

=
x

1!
a1 +

x2

2!
(a1 + a2) +

x3

3!
(a1 + a2 + a3) +

x4

4!
(a1 + a2 + a3 + a4) + · · ·

Následně provedeme vytýkáńı an se ziskem

a1

(
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+ · · ·

)
+ a2

(
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+ · · ·

)
+

+ a3

(
x3

3!
+
x4

4!
+ · · ·

)
+ · · ·

Prvńı závorka odpov́ıdá nekonečnému rozvoji funkce ex a každá daľśı závorka
část tohoto rozvoje postrádá. My tuto chyběj́ıćı část nyńı do př́ıslušné závorky
doplńıme. Źıskáme tak

a1e
x+a2

(
ex − x

1!

)
+a3

(
ex −

(
x

1!
+
x2

2!

))
+a4

(
ex −

(
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!

))
+ · · ·

Tento výsledek zjednoduš́ıme do tvaru

∞∑
n=1

(
an

(
ex −

n∑
i=1

xi−1

(i− 1)!

))
.

Dostáváme tak přepis p̊uvodńı mocninné řady v Borelově exponenciálńı metodě,
kde se vyskytuje funkce ex, a to

∞∑
n=1

xn

n!
sn =

∞∑
n=1

(
an

(
ex −

n∑
i=1

xi−1

(i− 1)!

))
.

Odtud ihned plyne

lim
x→∞

e−x
∞∑
n=1

xn

n!
sn = lim

x→∞
e−x

∞∑
n=1

(
an

(
ex −

n∑
i=1

xi−1

(i− 1)!

))
=

= lim
x→∞

∞∑
n=1

(
an

(
1− e−x

n∑
i=1

xi−1

(i− 1)!

))
.
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Na závěr využijeme dvě skutečnosti – předpoklad, že p̊uvodńı řada
∑∞

n=1 an
konverguje k s, a fakt, že plat́ı

lim
x→∞

(
1− e−x

n∑
i=1

xi−1

(i− 1)!

)
= lim

x→∞

(
1−

n∑
i=1

xi−1

ex(i− 1)!

)
= 1− 0 = 1.

Konečně dostáváme

s =

∞∑
n=1

an =

∞∑
n=1

(
an lim

x→∞

(
1− e−x

n∑
i=1

xi−1

(i− 1)!

))
=

= lim
x→∞

∞∑
n=1

(
an

(
1− e−x

n∑
i=1

xi−1

(i− 1)!

))
= lim

x→∞
e−x

∞∑
n=1

xn

n!
sn.

�

Problém 186 Podobně jako v Problému 185 dokažte, že Borelova integrálńı
metoda je regulárńı.

Problém 187 Zjistěte, za jaké podmı́nky dávaj́ı Borelova exponenciálńı metoda
a Borelova integrálńı metoda stejný součet řady

∑∞
n=1 an. Nápověda: Uvažujte

výraz

e−x
xn

n!
an.

Problém 188 Sečtěte Grandiho řadu
∑∞

n=1(−1)n+1 pomoćı Borelovy exponenciálńı
metody i Borelovy integrálńı metody.

Problém 189 Uvažujte řadu
∑∞

n=1 n (−1)n+1. Určete součet této řady nejprve
pomoćı Borelovy exponenciálńı metody a poté Borelovy integrálńı metody.
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V. FUNKCE
S KONEČNOU VARIACÍ





Kapitola 26

ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI
FUNKCÍ S KONEČNOU
VARIACÍ

Nejprve následuj́ıćı definićı připomeneme děleńı intervalu (viz Kapitola 14).

Definice 61 Děleńım intervalu [a, b] nazýváme každou konečnou posloupnost
bod̊u {xj}nj=0 ⊂ [a, b], která je vzestupně uspořádaná, tj.

x0 < x1 < · · · < xn,

přičemž pro krajńı body plat́ı x0 = a, xn = b. Označujeme D[a, b] = {xj}nj=0.
Symbol D[a, b] pak znač́ı množinu všech děleńı intervalu [a, b]. Dále definujeme
velikost (normu) děleńı jako

|D[a, b]| := max
j∈{1,2,...,n}

(xj − xj−1) ,

kde
D[a, b] = {xj}nj=0 ∈ D[a, b].

Definice 62 Pro danou funkci h : [a, b]→ R a děleńı D[a,b] = {xj}nj=0 interva-
lu [a, b] klademe

V
(
h,D[a,b]

)
:=

n∑
j=1

|h(xj)− h(xj−1) |

a definujeme
b∨
a

h := sup
D[a,b]∈D[a,b]

V
(
h,D[a,b]

)
.

Takto zavedenou veličinu
∨b
a h nazýváme variaćı funkce h na intervalu [a, b].
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Poznámka 25 Definici 62 je potřeba doplnit.

• Definujeme
∨a
a h := 0 pro a ∈ R a každou funkci h, která je v bodě x0 = a

definovaná.

• V př́ıpadě neohraničenosti množiny{
V
(
h,D[a,b]

)
; D[a,b] ∈ D[a,b]

}
definujeme

∨b
a h :=∞.

Poznámka 26 Je evidentńı, že funkce h je konstantńı na intervalu [a, b], právě
když

∨b
a h = 0.

Definice 63 Funkci h, jež je definovaná na [a, b], nazýváme funkćı s konečnou
variaćı na [a, b], pokud existuje konstanta K ∈ R taková, že pro libovolné děleńı
intervalu [a, b], tj. pro každé D[a,b] = {xj}nj=0 ∈ D[a,b], je splněna nerovnost

n∑
j=1

|h(xj)− h(xj−1) | ≤ K.

K řešeńı následuj́ıćıho problému bude potřeba formule pro délku lomené čáry,
která spojuje body [xj , h(xj)], j ∈ {0, 1, . . . , n} grafu spojité funkce h na [a, b],
a to

n∑
j=1

√
(xj − xj−1)2 + (h(xj)− h(xj−1))

2,

kde {xj}nj=0 je libovolné děleńı intervalu [a, b]. Dále uved’me i vztah pro výpočet
délky grafu d (h, [a, b]) spojité funkce h na intervalu [a, b] ve tvaru

d (h, [a, b]) := sup
{xj}nj=0∈D[a,b]

n∑
j=1

√
(xj − xj−1)2 + (h(xj)− h(xj−1))

2.

Věta 66 (Jordanova věta) Necht’ je funkce h spojitá na intervalu [a, b]. Potom
jej́ı graf na tomto intervalu má konečnou délku, právě když má tato funkce h
konečnou variaci na intervalu [a, b].

Problém 190 Dokažte Jordanovu větu, tj. Větu 66.

Problém 191 Mějte funkci h : [0, 2]→ R zadanou předpisem

h(x) :=

{
0 pro x = 0;

x sin π
x pro x ∈ (0, 2].

Určete variaci funkce h na intervalu [0, 2]. Je konečná?
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Problém 192 Dokažte, že je-li funkce f spojitá na intervalu [a, b] a má na
vnitřku tohoto intervalu, tj. na (a, b), ohraničenou derivaci, potom má f konečnou
variaci. Dokažte, že je-li nav́ıc funkce |f ′| riemannovsky integrovatelná na [a, b],
potom pro variaci funkce f na [a, b] plat́ı

b∨
a

f =

b∫
a

∣∣f ′(x)
∣∣ dx. (26.1)

Řešeńı. Mějme funkci f , která je na intervalu [a, b] spojitá a pro všechna
x ∈ (a, b) plat́ı ∣∣f ′(x)

∣∣ ≤ K <∞,

kde konstanta K > 0 nezáviśı na x. Necht’ dále x, y ∈ [a, b] jsou libovolné. Podle
Lagrangeovy věty o středńı hodnotě v́ıme, že existuje mezi body x a y bod c, tj.

c ∈ (min {x, y},max {x, y}) ,

tak, že

f ′(c) =
f(y)− f(x)

y − x
.

Odtud
|f(y)− f(x)| ≤ K |y − x|

pro každé x, y ∈ [a, b]. Potom pro každé děleńı {xi}ni=0 intervalu [a, b] máme

n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| ≤ K
n∑
i=1

(xi − xi−1) = K (b− a) ,

a proto
b∨
a

f ≤ K (b− a) .

Pro d̊ukaz druhé části tvrzeńı mějme dáno libovolně ε > 0. V předpokladu
věty je, že existuje konečná hodnota Riemannova integrálu

b∫
a

∣∣f ′(x)
∣∣ dx.

Proto existuje δ > 0 takové, že nerovnost∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∣∣f ′(ξi)∣∣ (xi − xi−1)− b∫
a

∣∣f ′(x)
∣∣ dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

2
(26.2)
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plat́ı pro všechna děleńı {xi}ni=0 uvažovaného intervalu [a, b], pro které

|{xi}ni=0| < δ, (26.3)

a také pro body ξi, pro které je

ξi ∈ [xi−1, xi], i ∈ {1, . . . , n}. (26.4)

Definice variace funkce ř́ıká, že existuje děleńı {xi}ni=0 ∈ D[a,b] takové, že plat́ı
nerovnost (26.3) a zároveň

b∨
a

f ≥
n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| >
b∨
a

f − ε

2
. (26.5)

Dále dle Lagrangeovy věty existuj́ı body ξi, i ∈ {1, . . . , n} splňuj́ıćı (26.4) takové,
že

n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| =
n∑
i=1

∣∣f ′(ξi)∣∣ (xi − xi−1) . (26.6)

Celkem z (26.2), (26.5) a (26.6) obdrž́ıme∣∣∣∣∣
b∨
a

f −
b∫
a

∣∣ f ′(x)
∣∣ dx

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣
b∨
a

f −
n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∣∣f ′ (ξi)∣∣ (xi − xi−1)− b∫
a

∣∣f ′(x)
∣∣ dx

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Protože ε > 0 bylo zvoleno libovolně, plat́ı (26.1). �

Problém 193 Ukažte, že identita

b∨
a

h = |h(b)− h(a)|

plat́ı pro každou funkci h monotonńı na intervalu [a, b].

Problém 194 Dokažte tzv. pravidlo návaznosti, tj. vztah

b∨
a

h =
x∨
a

h+

b∨
x

h, (26.7)

pro libovolnou funkci h : [a, b]→ R a libovolné x ∈ [a, b].



Kapitola 27

MNOŽINA FUNKCÍ
S KONEČNOU VARIACÍ

Definice 64 Symbolem BV[a, b] je označována množina všech funkćı s konečnou
variaćı na intervalu [a, b].

Problém 195 Odvod’te, že pro každé dvě funkce h1, h2 : [a, b]→ R plat́ı nerov-
nost

b∨
a

(h1 + h2) ≤
b∨
a

h1 +

b∨
a

h2.

Věta 67 Necht’ h : [a, b] → R je libovolná funkce a k ∈ R je také libovolné.
Potom plat́ı

b∨
a

(k h) = | k |
b∨
a

h.

Problém 196 Dokažte platnost Věty 67.

Problém 197 Ukažte, že množina všech funkćı s konečnou variaćı na intervalu
[a, b], tj. BV[a, b], je normovaný vektorový prostor pro normu zavedenou jako

‖h‖ := |h(a)|+
b∨
a

h, h ∈ BV[a, b]. (27.1)

Poznámka 27 Protože pro libovolnou funkci h : [a, b]→ R a každé y ∈ [a, b] je

|h(y)| ≤ |h(a)|+ |h(y)− h(a)| ≤ |h(a)|+
b∨
a

h, y ∈ [a, b],
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máme
sup
y∈[a,b]

|h(y)| ≤ ‖h‖ <∞, h ∈ BV[a, b], (27.2)

přičemž norma ‖h‖ je definována v (27.1).

Problém 198 Ukažte, že množina BV[a, b] tvoř́ı dokonce Banach̊uv prostor.

Řešeńı. Z Problému 197 v́ıme, že BV[a, b] je normovaný lineárńı prostor vzhle-
dem k normě definované v (27.1). Jediné, co je tedy třeba dokázat, je úplnost
tohoto prostoru, tj. že každá posloupnost cauchyovská v BV[a, b] má v BV[a, b]
limitu. Necht’ je tedy posloupnost {fn}n∈N ⊂ BV[a, b] cauchyovská, tj. plat́ı

(∀ε > 0) (∃n0 ∈ N) (∀m,n > n0, m, n ∈ N) (‖fn − fm‖ < ε) . (27.3)

Dle (27.2) máme také

|fn(x)− fm(x)| ≤ ‖fn − fm‖, x ∈ [a, b].

Podle (27.3) je tak pro každé x ∈ [a, b] posloupnost reálných č́ısel {fn(x)}n∈N
cauchyovská. Proto pro každé x ∈ [a, b] existuje konečná limita a můžeme zavést
funkci

f(x) := lim
n→∞

fn(x), x ∈ [a, b]. (27.4)

V daľśım chceme ukázat, že f ∈ BV[a, b] a že posloupnost {fn}n∈N konverguje
k f vzhledem k normě prostoru BV[a, b]. Dle (27.1) a (27.3) existuje n1 ∈ N
takové, že pro n ≥ n1 je

b∨
a

fn ≤ ‖fn‖ ≤ ‖fn1‖+ 1.

Odsud snadno vid́ıme, že č́ıselná posloupnost
{
∨bafn

}
n∈N je ohraničená. Bol-

zanova–Weierstrassova věta pak ř́ıká, že z této posloupnosti je možné vybrat
konvergentńı podposloupnost, kdy

lim
k→∞

b∨
a

fnk = L <∞.

Tato konvergence nám dává pro libovolně zvolené děleńı {xi}ji=0 ∈ D[a, b] exis-
tenci k0 ∈ N takového, že

j∑
i=1

|fnk(xi)− fnk(xi−1)| < L+ 1, k ≥ k0, k ∈ N.
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Odtud ale plyne, že

j∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| = lim
k→∞

j∑
i=1

|fnk(xi)− fnk(xi−1)| ≤ L+ 1,

a tedy

b∨
a

f = sup
{xi}ji=0∈D[a,b]

j∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| ≤ L+ 1 <∞.

T́ım je dokázáno, že f ∈ BV[a, b].
Vzhledem k (27.3) také pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, že pro jakékoli

děleńı {xi}ji=0 ∈ D[a, b] plat́ı

j∑
i=1

| (fn − fm) (xi)− (fn − fm) (xi−1) | < ε, n,m ≥ n0, n,m ∈ N.

Pak ovšem pro každé {xi}ji=0 ∈ D[a, b] máme

j∑
i=1

| (f − fm) (xi)− (f − fm) (xi−1) | =

= lim
n→∞

j∑
i=1

| (fn − fm) (xi)− (fn − fm) (xi−1) | ≤ ε,

a proto
b∨
a

(f − fm) ≤ ε, m ≥ n0, m ∈ N. (27.5)

Uváž́ıme-li (27.5) a přihlédneme-li k (27.4), dostáváme, že posloupnost {fn}n∈N
konverguje k funkci f vzhledem k normě BV[a, b]. �

Věta 68 Pro funkci h : [a, b] → R plat́ı, že má konečnou variaci na intervalu
[a, b], právě když existuj́ı takové funkce h1 a h2 neklesaj́ıćı na [a, b], že plat́ı

h(x) = h1(x)− h2(x), x ∈ [a, b].

Problém 199 Dokažte Větu 68.

Důsledek 3 Pro libovolnou funkci h s konečnou variaćı na intervalu [a, b] a pro
všechna r ∈ [a, b) a s ∈ (a, b] plat́ı, že existuj́ı konečné limity

lim
x→r+

h(x), lim
x→s−

h(x).

Problém 200 Zd̊uvodněte platnost D̊usledku 3.
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Kapitola 28

BODY NESPOJITOSTI
FUNKCÍ S KONEČNOU
VARIACÍ

Z Věty 12 a z Důsledku 3 vyplývá následuj́ıćı tvrzeńı (viz Definice 17).

Věta 69 Každá funkce s konečnou variaćı má nejvýše spočetně mnoho bod̊u
nespojitosti. Nav́ıc všechny jej́ı body nespojitosti jsou prvńıho druhu.

Definice 65 Necht’ h je funkce s konečnou variaćı na [a, b]. Klademe

∆+h(x0) := lim
x→x0+

h(x)− h(x0), x0 ∈ [a, b)

a

∆−h(x0) := h(x0)− lim
x→x0−

h(x), x0 ∈ (a, b].

Poznámka 28 Upozorněme, že D̊usledek 3 zajǐst’uje smysluplnost Definice 65.

Věta 70 Necht’ h nálež́ı do BV[a, b] a T ≡ {tk}k∈N je prostá posloupnost bod̊u
z intervalu (a, b). Pak plat́ı

∣∣∆+h(a)
∣∣+
∣∣∆−h(b)

∣∣+
∞∑
k=1

(∣∣∆+h(tk)
∣∣+
∣∣∆−h(tk)

∣∣) ≤ b∨
a

h. (28.1)

Problém 201 Dokažte Větu 70.
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Řešeńı. Předpokládejme nejprve, že funkce h je neklesaj́ıćı. Potom máme

∣∣∆+h(a)
∣∣+

∞∑
k=1

∣∣∆+h(tk)
∣∣+
∣∣∆−h(tk)

∣∣+
∣∣∆−h(b)

∣∣ =

= ∆+h(a) +
∞∑
k=1

(
∆+h(tk) + ∆−h(tk)

)
+ ∆−h(b).

Pro dané n ∈ N uvažujme libovolné děleńı {xi}n+1
i=0 intervalu [a, b] takové, že

{xi}n+1
i=0 ≡ {a} ∪ {tk; k = 1, . . . , n} ∪ {b}.

Pro n ∈ N obdrž́ıme

∆+h(a) +
n∑
k=1

(
∆−h(tk) + ∆+h(tk)

)
+ ∆−h(b) =

= lim
x→a+

h(x)− h(a) + h(t1)− lim
x→t1−

h(x) + lim
x→t1+

h(x)− h(t1) + · · ·+

+ h(tn)− lim
x→tn−

h(x) + lim
x→tn+

h(x)− h(tn) + h(b)− lim
x→b−

h(x) =

= lim
x→a+

h(x)− h(a) + h(x1)− lim
x→x1−

h(x) + lim
x→x1+

h(x)− h(x1) + · · ·+

+ h(xn)− lim
x→xn−

h(x) + lim
x→xn+

h(x)− h(xn) + h(b)− lim
x→b−

h(x).

Použijeme-li odhady

h(x1)− lim
x→x1−

h(x) ≤ h(x1)− lim
x→a+

h(x),

lim
x→x1+

h(x)− h(x1) ≤ lim
x→x2−

h(x)− h(x1),

...

h(xn)− lim
x→xn−

h(x) ≤ h(xn)− lim
x→xn−1+

h(x),

lim
x→xn+

h(x)− h(xn) ≤ lim
x→b−

h(x)− h(xn),

dostaneme

∆+h(a) +

n∑
k=1

(
∆−h(tk) + ∆+h(tk)

)
+ ∆−h(b) ≤

≤ lim
x→a+

h(x)− h(a) + h(x1)− lim
x→a+

h(x) + lim
x→x2−

h(x)− h(x1) + · · ·+

+ h(xn)− lim
x→xn−1+

h(x) + lim
x→b−

h(x)− h(xn) + h(b)− lim
x→b−

h(x) =

= h(b)− h(a).
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Odtud a z Problému 193 pak v́ıme, že

∆+h(a) +

∞∑
k=1

(
∆+h(tk) + ∆−h(tk)

)
+ ∆−h(b) ≤ h(b)− h(a) =

b∨
a

h.

Pro každou neklesaj́ıćı funkci h na intervalu [a, b] tedy nerovnost (28.1) plat́ı.
Nyńı uvažme libovolnou funkci h, která má na intervalu [a, b] konečnou va-

riaci. Definujme pro ni funkce h1, h2 jako

h1(x) :=


sup

{xi}ni=0∈D[a,x]

n∑
i=1

(h(xi)− h(xi−1))
+ , x ∈ (a, b];

0, x = a,

h2(x) :=


sup

{xi}ni=0∈D[a,x]

n∑
i=1

(h(xi)− h(xi−1))
− , x ∈ (a, b];

0, x = a,

přičemž symbol g+ znač́ı nezápornou část funkce g a symbol g− jej́ı nekladnou
část (viz Definice 53). Evidentně

b∨
a

h = h1(b) + h2(b). (28.2)

Dále je ∣∣∆+h(v)
∣∣ = ∆+h1(v) + ∆+h2(v), v ∈ (a, b]

a ∣∣∆−h(w)
∣∣ = ∆−h1(w) + ∆−h2(w), w ∈ [a, b).

Z výše uvedené prvńı části d̊ukazu pak źıskáváme

∆+h1(a) +

∞∑
k=1

(
∆+h1(tk) + ∆−h1(tk)

)
+ ∆−h1(b) ≤ h1(b),

∆+h2(a) +

∞∑
k=1

(
∆+h2(tk) + ∆−h2(tk)

)
+ ∆−h2(b) ≤ h2(b).

Pokud tyto dvě nerovnosti sečteme a použijeme (28.2), dokázali jsme tvrzeńı
věty

∣∣∆+h(a)
∣∣+

n∑
k=1

(∣∣∆+h(tk)
∣∣+
∣∣∆−h(tk)

∣∣)+
∣∣∆−h(b)

∣∣ ≤ h1(b) + h2(b) =
b∨
a

h.

�
Tvrzeńı Věty 70 může být přepsáno do podoby následuj́ıćı věty.
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Věta 71 Pro libovolnou funkci h, která má konečnou variaci na intervalu [a, b],
plat́ı ∑

x∈[a,b)

∣∣∆+h(x)
∣∣+

∑
x∈(a,b]

∣∣∆−h(x)
∣∣ ≤ b∨

a

h.



Kapitola 29

SKOKOVÉ FUNKCE A
ROZKLADY FUNKCÍ
S KONEČNOU VARIACÍ

Pro potřeby následuj́ıćıch definic nejdř́ıve zavedeme množiny nulové mı́ry.

Definice 66 Necht’ E ⊂ R. Množina E má nulovou mı́ru (je nulové mı́ry),
jestlǐze ke každému ε > 0 lze naj́ıt nejvýše spočetný systém otevřených interval̊u
Ij = (aj , bj), j ∈ N takový, že

E ⊂
∞⋃
j=1

Ij

a
∞∑
j=1

(bj − aj) < ε.

Pokud je jistá vlastnost splněna pro všechna x ∈ [a, b] r E, kde E ⊂ [a, b]
je množina nulové mı́ry, potom ř́ıkáme, že daná vlastnost plat́ı skoro všude
na [a, b], ṕı̌seme s.v. na [a, b].

Definice 67 Řekneme, že funkce h ∈ BV[a, b] je singulárńı, jestlǐze jej́ı deri-
vace je rovna nule s.v. na [a, b].

Definice 68 Necht’ h : [a, b] → R. Tuto funkci nazýváme jednoduchou sko-
kovou funkćı na [a, b], právě když existuje takové děleńı {xj}nj=0 ∈ D[a, b], že h
je konstantńı na otevřeném intervalu (xl−1, xl) pro l ∈ {1, . . . , n}.

Symbolem S[a, b] bude označována množina všech jednoduchých skokových
funkćı na intervalu [a, b].
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Definice 69 Funkci h : [a, b]→ R nazýváme skokovou funkćı, pokud h ∈ S[a, b]
anebo pokud existuj́ı posloupnosti

{sk}k∈N, {tk}k∈N ⊂ R, {vk}k∈N ⊂ [a, b]

a konstanta c ∈ R tak, že současně plat́ı

∞∑
k=1

(|sk|+ |tk|) <∞

a

h(x) = c+
∞∑
k=1

(
skχ[vk,b](x) + tkχ(vk,b](x)

)
, x ∈ [a, b],

přičemž funkce χI je (nejen) pro interval I zavedena v Definici 7.

Množinu skokových funkćı na intervalu [a, b] budeme značit symbolem B[a, b].

Problém 202 Rozmyslete si platnost inkluźı

S[a, b] ⊆ B[a, b] ⊆ BV[a, b].

Plat́ı př́ıp.
S[a, b] ⊂ B[a, b] ⊂ BV[a, b]?

Pokud ostré inkluze plat́ı, uved’te př́ıslušné př́ıklady, které to dokládaj́ı.

Problém 203 Pro libovolnou funkci h ∈ B[a, b] dokažte, že plat́ı

b∨
a

h =
∣∣∆+h(a)

∣∣+
∑

x∈(a,b)

(∣∣∆−h(x)
∣∣+
∣∣∆+h(x)

∣∣)+
∣∣∆−h(b)

∣∣ .
Plat́ı tato identita pro každou funkci s konečnou variaćı (viz také Věta 71)?

Problém 204 Ukažte, že každá skoková funkce na [a, b] je na tomto intervalu
singulárńı.

Věta 72 (Jordan̊uv rozklad) Každou funkci h ∈ BV[a, b] je možné vyjádřit
jako součet

h(x) = h1(x) + h2(x), x ∈ [a, b],

kde
h1 ∈ BV[a, b] ∩ C[a, b], h2 ∈ B[a, b].

Problém 205 Dokažte Větu 72.
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Věta 73 Pokud plat́ı

f1(x) + f2(x) = g1(x) + g2(x), x ∈ [a, b],

kde
f1, g1 ∈ BV[a, b] ∩ C[a, b], f2, g2 ∈ B[a, b],

pak funkce f1 − g1 a f2 − g2 jsou konstantńı na intervalu [a, b].

Problém 206 Dokažte Větu 73.
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Kapitola 30

DALŠÍ VLASTNOSTI
FUNKCÍ S KONEČNOU
VARIACÍ

30.1 Derivace funkćı s konečnou variaćı

V této podkapitole budeme pro množinu M ⊆ R integrálem
∫
M f(x) dx ro-

zumět Lebesgue̊uv integrál měřitelné funkce f přes množinu M . Platnost jistého
vztahu s.v. bude dále znamenat platnost až na množinu Lebesgueovy mı́ry nula
a integrovatelnou funkćı budeme rozumět funkci integrovatelnou v Lebesgueově
smyslu. Nejprve uvedeme hlavńı výsledek o derivaćıch funkćı s konečnou variaćı.

Věta 74 (Lebesgueova věta) Necht’ h je funkce s konečnou variaćı na inter-
valu [a, b]. Potom má vlastńı derivaci h′ s.v. na [a, b].

Věta 75 (Leviho věta) Necht’ {hn}n∈N je posloupnost integrovatelných funkćı
na intervalu [a, b], pro kterou plat́ı

0 ≤ h1(x) ≤ h2(x) ≤ · · · , x ∈ [a, b],

a taková, že existuje L > 0 s vlastnost́ı

b∫
a

hn(x) dx ≤ L, n ∈ N.

Potom plat́ı, že s.v. na [a, b] existuje vlastńı limita

lim
n→∞

hn(x) = h(x),
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funkce h je na intervalu [a, b] integrovatelná a

lim
n→∞

b∫
a

hn(x) dx =

b∫
a

h(x) dx.

Věta 76 (Fatouovo lemma) Pro posloupnost {hn}n∈N nezáporných měřitelných
funkćı na intervalu [a, b] plat́ı nerovnost

b∫
a

lim inf
n→∞

hn(x) dx ≤ lim inf
n→∞

b∫
a

hn(x) dx.

Problém 207 S použit́ım Leviho věty (tj. Věty 75) dokažte Fatouovo lemma,
tj. Větu 76.

Věta 77 Je-li funkce h neklesaj́ıćı na intervalu [a, b], potom plat́ı nerovnosti

0 ≤
b∫
a

h′(x) dx ≤ h(b)− h(a).

Zejména, derivace funkce h je lebesgueovsky integrovatelná na intervalu [a, b].

Problém 208 Použijte Větu 68, Větu 74 (tj. Lebesgueovu větu) a Větu 76 (tj.
Fatouovo lemma) k d̊ukazu Věty 77.

T́ım se dostáváme k závěrečnému výsledku této podkapitoly.

Důsledek 4 Pro funkci h : [a, b] → R, která má na intervalu [a, b] konečnou
variaci, plat́ı, že jej́ı derivace h′ je lebesgueovsky integrovatelná na [a, b].

Problém 209 Z čeho plyne D̊usledek 4?

30.2 Funkce s konečnou γ-variaćı

Funkce s konečnou variaćı maj́ı jedno slabé zobecněńı, které je předmětem této
podkapitoly (použ́ıváme tzv. Young̊uv př́ıstup).

Definice 70 Necht’ γ > 0. Je-li č́ıslo

b∨
a

(γ)f := sup
{xj}nj=0∈D[a,b]

n−1∑
j=0

|f(xj+1)− f(xj)|γ
1/γ

konečné, potom ř́ıkáme, že funkce f , která je definovaná na intervalu [a, b], má
konečnou γ-variaci na [a, b]. Symbolem BVγ([a, b]) znač́ıme množinu všech
funkćı, které maj́ı konečnou γ-variaci na intervalu [a, b].
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Problém 210 Je množina BVγ([a, b]) vektorovým prostorem?

Problém 211 Ukažte, že pro γ ∈ (0, 1) a funkci f ∈ BVγ([a, b]), která neńı na
[a, b] konstantńı, existuje v [a, b] bod nespojitosti funkce f .

Problém 212 Rozvažte, zda funkce f ∈ BVγ([a, b]) m̊uže mı́t bod nespojitosti
druhého druhu (viz Definice 17). Srovnejte to s př́ıpadem, kdy γ = 1.

Problém 213 Necht’ γ > 0. Rozhodněte, zda identita

b∨
a

(γ)f =

x∨
a

(γ)f +

b∨
x

(γ)f

plat́ı pro libovolnou funkci f : [a, b]→ R a libovolné x ∈ [a, b].

Problém 214 Zjistěte, zda pro každé γ > 0 a každé dvě funkce f1, f2 : [a, b]→ R
plat́ı nerovnost

b∨
a

(γ) (f1 + f2) ≤
b∨
a

(γ)f1 +
b∨
a

(γ)f2.

Dokažte, či uved’te protipř́ıklad.
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Kapitola 31

HELLYOVA VĚTA
O VÝBĚRU

Obsahem této kapitoly je tzv. Hellyova věta, k jej́ımuž dokázáńı jsou potřeba
následuj́ıćı lemmata.

Lemma 5 Necht’ je dána libovolná spočetná množina K ⊂ [a, b] a posloupnost
funkćı {hn}n∈N, přičemž tyto funkce jsou definované na intervalu [a, b] a pro
jisté C ∈ R je

|hn(x)| ≤ C, x ∈ [a, b], n ∈ N. (31.1)

Potom plat́ı, že posloupnost {hn}n∈N obsahuje podposloupnost, která konverguje
v každém bodě množiny K.

Problém 215 Dokažte Lemma 5.

Lemma 6 Předpokládejte, že existuje C ∈ R tak, že je splněna nerovnost (31.1).
Dále necht’ jsou funkce hn, n ∈ N neklesaj́ıćı na intervalu [a, b]. Potom plat́ı,
že existuj́ı podposloupnost {hnk}k∈N posloupnosti {hn}n∈N a neklesaj́ıćı funkce
h : [a, b]→ R tak, že

lim
k→∞

hnk(x) = h(x), x ∈ [a, b].

Problém 216 Dokažte Lemma 6.

Řešeńı. Necht’ je N := (Q ∩ (a, b)) ∪ {a} ∪ {b}. Tato množina je spočetná
a plat́ı [a, b] r N ⊂ (a, b). Podle Lemmatu 5 existuje podposloupnost {nk}k∈N
(vzestupné) posloupnosti přirozených č́ısel a také zobrazeńı q : N → R, pro které
je

lim
k→∞

hnk(y) = q(y), y ∈ N.
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Je zřejmé, že pro všechna y1 ≤ y2, y1, y2 ∈ N , je

q(y1) ≤ q(y2). (31.2)

Definujme dále pro x ∈ (a, b) rN funkci

q(x) := sup
y ∈N ∩ [a,x)

q(y), (31.3)

což znamená, že

q(x) =


lim
k→∞

hnk(x), x ∈ N ;

lim
y→x−
y ∈N

q(y), x ∈ (a, b) rN.

Jako d̊usledek (31.2) a (31.3) dostáváme, že q je neklesaj́ıćı na intervalu [a, b].
Dále chceme ukázat, že v každém bodě x0 ∈ (a, b), ve kterém je funkce q

spojitá, plat́ı
lim
k→∞

hnk(x0) = q(x0). (31.4)

Pro dané ε > 0 existuje δ > 0 s vlastnost́ı, že pro x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) je

q(x) ∈ (q(x0)− ε, q(x0) + ε) .

Zvoĺıme-li
w1 ∈ N ∩ (x0 − δ, x0)

a
w2 ∈ N ∩ (x0, x0 + δ),

máme
q(x0)− ε < q(w1) ≤ q(x0) ≤ q(w2) < q(x0) + ε.

Dále vyberme k̃ takové, že pro každé k ≥ k̃ plat́ı nerovnosti

q(w1)− ε < hnk(w1) < q(w1) + ε

a
q(w2)− ε < hnk(w2) < q(w2) + ε.

Pro každé k ≥ k̃ dostáváme

q(x0)− 2ε < q(w1)− ε < hnk(w1) ≤ hnk(x0) ≤
≤ hnk(w2) < q(w2) + ε < q(x0) + 2ε,

odkud plyne platnost (31.4).
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Dosud jsme dokázali, že pro množinu U bod̊u nespojitosti funkce q v inter-
valu (a, b) je

lim
k→∞

hnk(x) = q(x), x ∈ [a, b] r U.

Z Věty 69 plyne, že U je nejvýše spočetná množina. Můžeme proto opět použ́ıt
Lemma 5 a dokázat, že existuje podposloupnost {hnkj }j∈N ⊆ {hnk}k∈N, která

má v každém bodě x ∈ U limitu l(x) ∈ R. Definujme

h(x) :=

{
q(x), x ∈ [a, b] r U ;

l(x), x ∈ U.

Pak
lim
j→∞

hnkj (x) = h(x), x ∈ [a, b].

Vezmeme-li v potaz, že pokud je funkce na intervalu [a, b] limitou posloupnosti
neklesaj́ıćıch funkćı na intervalu [a, b], potom je sama tato funkce neklesaj́ıćı na
[a, b], je lemma dokázáno. �

Lemma 7 Jsou-li funkce h : [a, b]→ R a posloupnost {hk}k∈N takové, že

b∨
a

hk ≤ C <∞, k ∈ N,

a
lim
k→∞

hk(x) = h(x), x ∈ [a, b],

potom
b∨
a

h ≤ C.

Problém 217 Dokažte Lemma 7.

Věta 78 (Hellyova věta o výběru) Jestlǐze pro jisté C ∈ R a všechna n ∈ N
jsou splněny nerovnosti

|hn(a)| ≤ C,
b∨
a

hn ≤ C,

kde {hn}n∈N ⊂ BV[a, b], potom existuje h ∈ BV[a, b] a podposloupnost {hnk}k∈N
posloupnosti {hn}n∈N takové, že je

|h(a)| ≤ C,
b∨
a

h ≤ C

a
lim
k→∞

hnk(x) = h(x), x ∈ [a, b].
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Problém 218 Dokažte Hellyovu větu o výběru, tj. Větu 78. Využijte k tomu
předchoźıch lemmat, tj. Lemmat 6 a 7.



VI. ABSOLUTNĚ
SPOJITÉ FUNKCE





Kapitola 32

ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI
ABSOLUTNĚ SPOJITÝCH
FUNKCÍ

Definice 71 Necht’ [a, b] ⊂ R je libovolný interval a f : [a, b] → R. Řekneme,
že funkce f je absolutně spojitá na intervalu [a, b], jestlǐze ke každému ε > 0
existuje δ > 0 tak, že pro každý konečný systém podinterval̊u (aj , bj) ⊂ [a, b],
j ∈ {1, . . . , n}, pro který je splněna nerovnost

n∑
j=1

(bj − aj) < δ, (32.1)

je
n∑
j=1

|f(bj)− f(aj)| < ε.

Symbol AC[a, b] označuje množinu všech absolutně spojitých funkćı na interva-
lu [a, b].

Podotkněme, že v definici absolutńı spojitosti, budeme-li uvažovat n = 1,
dostáváme spojitost stejnoměrnou. Následuj́ıćı problém ukáže, že naopak to ne-
plat́ı, tj. ze stejnoměrné spojitosti funkce f na intervalu [a, b] neplyne spojitost
absolutńı.

Problém 219 Uvažujte tzv. Cantorovu funkci (také označovanou jako Canto-
rovy schody), která je zavedena pomoćı Cantorova diskontinua na intervalu [0, 1]
následuj́ıćım zp̊usobem. Necht’ je funkce f : [0, 1]→ [0, 1] ve tvaru

f(x) =
2k − 1

2n
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pro n ∈ N a k ∈ {1, . . . , 2n−1}, která záviśı na x ∈ [0, 1]. Nejdř́ıve se tato funkce
definuje ve

”
spojovaćıch intervalech“ tak, že se polož́ı

f(x) =
1

2
,

1

3
≤ x ≤ 2

3
;

f(x) =
1

4
,

1

9
≤ x ≤ 2

9
;

f(x) =
3

4
,

7

9
≤ x ≤ 8

9
;

...

Tı́mto zp̊usobem zadaná funkce je jǐz definovaná na celém intervalu [0, 1] až na
body, které nenálež́ı do uvažovaných

”
spojovaćıch interval̊u“ (ani do množiny

jejich krajńıch bod̊u). Takový bod se označ́ı jako x̃. Necht’ {xn}n∈N je rostoućı
posloupnost, která je složená z krajńıch bod̊u

”
spojovaćıch interval̊u“, a necht’

tato posloupnost konverguje k x̃. Pak existuj́ı limity

lim
n→∞

f(xn), lim
n→∞

f
(
x′n
)
,

kde posloupnost {x′n}n∈N je klesaj́ıćı, je složená z krajńıch bod̊u
”

spojovaćıch
interval̊u“ a konverguje k x̃, přičemž plat́ı

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

f
(
x′n
)
.

Jejich společnou hodnotu stač́ı uvážit jako f(x̃), č́ımž se obdrž́ı monotonńı spojitá
funkce, jež je definovaná na celém intervalu [0, 1]. Tato funkce se pak nazývá
Cantorova funkce.

Ukažte, že Cantorova funkce neńı absolutně spojitá, tj. zvolte libovolně ε < 1
a pro všechna δ > 0 nalezte systém interval̊u (aj , bj), j ∈ {1, . . . , n}, které splňuj́ı
nerovnost (32.1), avšak plat́ı

n∑
j=1

|f(bj)− f(aj)| ≥ ε.

Problém 220 Dokažte, že každá lipschitzovská funkce na intervalu [a, b] (viz
Definice 26) je na tomto intervalu absolutně spojitá.

Věta 79 Pro libovolný interval [a, b] a t ∈ (a, b) plat́ı, že je-li funkce f absolutně
spojitá na intervalu [a, t] a současně na intervalu [t, b], pak je f absolutně spojitá
také na intervalu [a, b].

Problém 221 Dokažte Větu 79.
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Problém 222 Dokažte, že množina AC[a, b] tvoř́ı vektorový prostor.

Věta 80 Necht’ g a h jsou absolutně spojité funkce na intervalu [a, b]. Pak jsou
na tomto intervalu absolutně spojité také funkce |g|, g + h, g · h, max {g, h} a
min {g, h}. Jestlǐze nav́ıc |g(x)| > 0 pro x ∈ [a, b], je i funkce 1/g absolutně
spojitá na intervalu [a, b].

Problém 223 Dokažte všechna tvrzeńı ve Větě 80.

Věta 81 Je-li funkce f absolutně spojitá na intervalu [a, b] a U nejvýše spočetná
množina, potom pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že nerovnost∑

j∈U
|f(bj)− f(aj)| < ε

je splněna pro každý systém podinterval̊u [aj , bj ] ⊂ [a, b], j ∈ U s vlastnostmi

(aj , bj) ∩ (al, bl) = ∅, j 6= l, j, l ∈ U (32.2)

a ∑
j∈U

(bj − aj) < δ.

Problém 224 Dokažte Větu 81.

Řešeńı. Vyjdeme z Definice 71, podle které k danému ε > 0, respektive k ε/2,
je přǐrazeno jisté δ > 0. Necht’ je dále U nejvýše spočetná množina a pro interval
[a, b] uvažme libovolný systém podinterval̊u [aj , bj ] pro j ∈ U splňuj́ıćı (32.2).
Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že U = N. Pak pro každé n ∈ N plat́ı

n∑
j=1

(bj − aj) < δ,

odkud plyne
n∑
j=1

|f(bj)− f(aj)| <
ε

2
.

Z definice součtu nekonečné řady pak tvrzeńı plyne pro celou množinu N, nebot’

ihned obdrž́ıme

∞∑
j=1

|f(bj)− f(aj)| = lim
n→∞

n∑
j=1

|f(bj)− f(aj)| ≤
ε

2
< ε.

�
Vztah mezi absolutně spojitými funkcemi a funkcemi s konečnou variaćı je

popsán v následuj́ıćı větě.



150 KAPITOLA 32. ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI A. S. FUNKCÍ

Věta 82 Bud’ funkce f absolutně spojitá na intervalu [a, b], tj. f ∈ AC[a, b].
Pak plat́ı, že tato funkce má konečnou variaci na [a, b].

Problém 225 Dokažte Větu 82.

Řešeńı. Upozorněme, že budeme použ́ıvat pojmy, s nimiž jsme se setkali
v předchoźı části věnované funkćım s konečnou variaćı. Podle definice absolutně
spojité funkce (viz Definice 71) přǐrad́ıme k ε = 1 č́ıslo δ > 0. Dále mějme pro
interval [a, b] pevně dané děleńı

a = α0 < α1 < · · · < αk = b

s normou děleńı menš́ı než δ. Dle (26.7) můžeme psát

b∨
a

f =

k∑
i=1

αi∨
αi−1

f.

Je-li Di = {γi0, γi1, . . . , γili} libovolné děleńı intervalu [αi−1, αi] pro i ∈ {1, . . . , k},
tj.

αi−1 = γi0 < γi1 < · · · < γili = αi,

plat́ı

αi − αi−1 =

li∑
j=1

(γij − γij−1) < δ, i ∈ {1, . . . , k},

a proto
αi∨
αi−1

f < 1, i ∈ {1, . . . , k}.

Dostáváme
b∨
a

f =

k∑
i=1

αi∨
αi−1

f < k.

Tedy funkce f má konečnou variaci, tj. f ∈ BV[a, b]. �

Poznámka 29 Připomeňme, že symbolem C[a, b] znač́ıme množinu všech spo-
jitých funkćı na intervalu [a, b]. Z Věty 82 tak vid́ıme, že

AC[a, b] ⊆ C[a, b] ∩ BV[a, b].

Dokonce je AC[a, b] ⊂ C[a, b] ∩ BV[a, b]. Stač́ı uvážit Cantorovu funkci (viz
Problém 219).

Nyńı doplńıme Kapitolu 29.
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Problém 226 Dokažte, že je-li h funkce s konečnou variaćı na intervalu [a, b],
pak existuj́ı absolutně spojitá funkce hAC , skoková funkce hB, singulárńı a spojitá
funkce hS takové, že je možné funkci h vyjádřit jako součet

h ≡ hAC + hB + hS na intervalu [a, b].

Definice 72 Pro funkci h ∈ BV[a, b] nazýváme funkce z Problému 226 následovně:
funkci hAC absolutně spojitá část, funkci hS spojitá singulárńı část a
funkci hB skoková část.

Problém 227 Dokažte, že je-li funkce h ∈ BV[a, b] absolutně spojitá a nekle-
saj́ıćı, pak jsou funkce hAC , hS a hB rovněž neklesaj́ıćı.
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Kapitola 33

DERIVACE ABSOLUTNĚ
SPOJITÝCH FUNKCÍ

V této a následuj́ıćıch 2 kapitolách symbolem µ(M) rozumı́me Lebesgueovu mı́ru
měřitelné množiny M ⊆ R a určité integrály potom budou Lebesgueovými in-
tegrály. K hlavńımu problému této kapitoly bude třeba následuj́ıćı lemma a
definice.

Lemma 8 (Rieszovo lemma) Je dána spojitá funkce g : [a, b]→ R. Necht’

P := {x ∈ (a, b); existuje σ ∈ (x, b) tak, že g(σ) > g(x)}.

Pak je možné tuto množinu P vyjádřit jako sjednoceńı nejvýše spočetného systému
po dvou disjunktńıch interval̊u (aj , bj), přičemž g(aj) < g(bj).

Poznámka 30 Rieszovo lemma bývá nazýváno
”

Lemma vycházej́ıćıho slunce“.

Problém 228 Dokažte Rieszovo lemma, tj. Lemma 8.

Definice 73 Necht’ g : [a, b] → R je spojitá funkce. Bod x ∈ [a, b), pro který
existuje bod σ ∈ (x, b] takový, že g(x) < g(σ), se nazývá bod zakrytý zprava
funkćı g. Jestlǐze pro x ∈ (a, b] existuje σ ∈ [a, x) tak, že g(x) < g(σ), potom bod
x nazýváme bod zakrytý zleva funkćı g.

Věta 83 Je-li f neklesaj́ıćı funkce taková, že f ∈ AC[a, b] a f ′(x) = 0 pro skoro
všechna x ∈ [a, b], pak je funkce f konstantńı.

Problém 229 Za pomoci Věty 81 a Rieszova lemmatu (tj. Lemmatu 8) dokažte
Větu 83.
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Řešeńı. Je-li dána neklesaj́ıćı funkce f na intervalu [a, b], pak se j́ı zobraźı
interval [a, b] na interval [f(a), f(b)]. Pro d̊ukaz toho, že je funkce f konstantńı,
tak postač́ı ukázat, že f(a) = f(b). Nejprve rozděĺıme interval [a, b] na dvě
množiny. Mějme množinu A, na které je derivace f ′ rovna nule, a množinu B
jakožto doplněk množiny A v intervalu [a, b]. Vı́me, že množina B má nulovou
mı́ru, a proto je možné ji pokrýt konečným anebo spočetným systémem (ak, bk),
tj.

B ⊂
⋃
k∈U

(ak, bk),

takovým, že pro předem zvolené τ > 0 je

(ak, bk) ∩ (aj , bj) = ∅, k 6= j, k, j ∈ U

a ∑
k∈U

(bk − ak) < τ.

Vezmeme-li v potaz Větu 81, v́ıme, že ke každému ε > 0 existuje δ > 0 tak, že
pro př́ıslušný systém podinterval̊u je∑

k∈U
|f(bk)− f(ak)| < ε,

pokud δ > τ . Proto funkce f zobraźı množinu B do množiny S tak, že plat́ı

S ⊂
⋃
k∈U

[f(ak), f(bk)] .

Odsud pak máme µ(f(B)) = 0.
Nyńı chceme ukázat tutéž rovnost i pro množinu A. Uvažme předem dané

ε > 0 a x0 ∈ (a, b) ∩A. Definice derivace funkce

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
pro všechna x z jistého okoĺı bodu x0 dává

f(x)− f(x0)

x− x0
< ε.

Jednoduchou úpravou obdrž́ıme

εx0 − f(x0) < εx− f(x).

Použit́ım Lemmatu 8 a uvážeńım funkce

g(x) := εx− f(x)
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v́ıme, že je množina A složena z bod̊u x0, přičemž každý bod x0 je zakrytý zprava
výše definovanou funkćı g. Odtud plyne, že množina A je tvořená sjednoceńım
nejvýše spočetného systému po dvou disjunktńıch interval̊u (aj , bj), pro které
plat́ı

εaj − f(aj) ≤ εbj − f(bj) (33.1)

pro všechny (uvažované) indexy j ∈ U .
Úpravou nerovnosti (33.1) dostáváme

f(bj)− f(aj) ≤ ε(bj − aj), j ∈ U ,

odkud máme ∑
j∈U

f(bj)− f(aj) ≤ ε
∑
j∈U

(bj − aj) ≤ ε(b− a).

Celkem, funkce f zobraźı množinu A na množinu f(A), která je obsažená ve
sjednoceńı takových interval̊u, pro které součet jejich délek je menš́ı než ε(b−a)
pro libovolné ε > 0. To implikuje, že mı́ra množiny A je nulová. Mı́ra množi-
ny A i množiny B je nulová, a tedy plat́ı rovnost f(a) = f(b). Funkce f je tak
konstantńı. �
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Kapitola 34

INTEGRACE ABSOLUTNĚ
SPOJITÝCH FUNKCÍ

V této kapitole budeme symbolem L[a, b] rozumět množinu všech funkćı, které
jsou v Lebesgueově smyslu integrovatelné na intervalu [a, b]. Zvláště integrova-
telnými funkcemi budeme rozumět funkce integrovatelné v Lebesgueově smyslu.

Lemma 9 Je-li funkce f integrovatelná na množině K, pak plat́ı, že pro každé
ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro každou měřitelnou podmnožinu L ⊂ K mı́ry
µ(L) < δ je ∣∣∣∣∣∣

∫
L

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Věta 84 Je-li funkce f integrovatelná na intervalu [a, b] a

F (x) :=

x∫
a

f(s) ds, x ∈ [a, b],

pak je funkce F na [a, b] absolutně spojitá.

Problém 230 Za pomoci Lemmatu 9 dokažte Větu 84.

Problém 231 Dokažte, že je-li funkce f integrovatelná na intervalu [a, b], potom
pro skoro všechna x ∈ (a, b) je splněna následuj́ıćı rovnost

d

dx

 x∫
a

f(s) ds

 = f(x).
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Řešeńı. Jsou-li f a Θ funkce měřitelné a takové, že plat́ı

Θ(x) =

x∫
a

f(s) ds, x ∈ [a, b],

pak chceme ukázat, že pro skoro všechna x ∈ [a, b] je f(x) ≥ Θ′(x). Předpokládejme
naopak, že f(x) < Θ′(x). Pak

f(x) < p < q < Θ′(x)

pro jistá racionálńı č́ısla p a q. Množinu všech x, která tuto nerovnost splňuj́ı,
označme Mp,q. V daľśım ukážeme, že mı́ra těchto spočetně mnoha množin je
nulová, a tedy µ(Mp,q) = 0, kde

Mp,q :=
{
x ∈ (a, b); f(x) < p < q < Θ′(x)

}
.

Necht’ ε > 0 je libovolné. Potom z Lemmatu 9 pro µ(P ) < δ a dané δ > 0
máme ∣∣∣∣∣∣

∫
P

f(s) ds

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Označ́ıme dále L takovou otevřenou podmnožinu intervalu [a, b], pro kterou plat́ı

Mp,q ⊆ L, µ(L) < µ(Mp,q) + δ.

Je-li x ∈Mp,q a y > x č́ıslo dostatečně bĺızko x, pak lze psát

Θ(y)−Θ(x)

y − x
> q.

Po úpravě pak
Θ(y)− qy > Θ(x)− qx.

Odtud plyne, že bod x je zakrytý zprava pro funkci Θ(x)− qx (viz Definice 73).
Rieszovo lemma (tj. Lemma 8) dále implikuje existenci takové množiny

S =
⋃
j

(aj , bj),

že M ⊆ S ⊆ L a současně

Θ(bj)− qbj > Θ(aj)− qaj ,

tj.
Θ(bj)−Θ(aj) > q(bj − aj).
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Pak ale
bj∫
aj

f(s) ds ≥ q(bj − aj).

Protože množinu S tvoř́ı disjunktńı intervaly (aj , bj), plat́ı∫
S

f(s) ds ≥ qµ(S)

a ∫
S

f(s) ds =

∫
Mp,q

f(s) ds+

∫
SrMp,q

f(s) ds <

< pµ(Mp,q) + ε+ |p|δ ≤ pµ(S) + ε+ |p|δ.

Když porovnáme posledńı dvě nerovnosti, obdrž́ıme

pµ(S) + ε+ |p|δ ≥ qµ(S),

tj.

µ(S) ≤ ε+ |p|δ
q − p

,

č́ımž je dokázáno, že f(x) ≥ Θ′(x) pro skoro všechna x ∈ [a, b]. Platnost ne-
rovnosti −f(x) ≥ −Θ′(x) pro skoro všechna x ∈ [a, b] se dokáže obdobnými
úvahami a úpravami. Celkem pak plat́ı, že pro skoro všechna x ∈ [a, b] je

f(x) = Θ′(x) =
d

dx

 x∫
a

f(s) ds

 .

�

Věta 85 Funkce f je absolutně spojitá na intervalu [a, b], právě když existuje
funkce h ∈ L[a, b] taková, že

f(x)− f(a) =

x∫
a

h(s) ds, x ∈ [a, b]. (34.1)

Tedy f ′ ≡ h skoro všude na [a, b].

Problém 232 Dokažte Větu 85.
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Řešeńı. Předpokládáme, že funkce h ∈ L[a, b]. Vztah (34.1), který definuje
funkci f , uprav́ıme následovně

f(x) := f(a) +

x∫
a

h(s) ds, x ∈ [a, b].

Funkce f je dle Věty 84 absolutně spojitá a dále dle Problému 231 je f ′ ≡ h
skoro všude na intervalu [a, b].

Necht’ je nyńı f ∈ AC[a, b]. Věta 82 ř́ıká, že f má konečnou variaci na [a, b].
Z Věty 74 v́ıme, že f má skoro všude na intervalu [a, b] derivaci. Tud́ıž můžeme
definovat funkci

τ(x) :=

x∫
a

f ′(s) ds, x ∈ [a, b],

která je podle Věty 84 absolutně spojitá. Z Problému 231 pak vyplývá, že τ ′ ≡ f ′
skoro všude na intervalu [a, b].

Uvažujme nyńı funkci g(x) := f(x)−τ(x), x ∈ [a, b]. Lze psát g′ ≡ (f−τ)′ ≡ 0
skoro všude na [a, b], a tedy dle Věty 83 je funkce g konstantńı. Odtud

f(x) = f(a) + τ(x) = f(a) +

x∫
a

f ′(s) ds, x ∈ [a, b],

tj.

f(x)− f(a) =

x∫
a

f ′(s) ds, x ∈ [a, b].

�
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KOMPOZICE ABSOLUTNĚ
SPOJITÝCH FUNKCÍ

Věta 86 Jsou dány funkce f , která je lipschitzovská na intervalu [c, d], a funkce
g ∈ AC[a, b] taková, že g([a, b]) ⊆ [c, d]. Pak plat́ı, že složená funkce f ◦ g je
absolutně spojitá na [a, b] a pro skoro všechna x ∈ [a, b] plat́ı

(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x))g′(x).

Problém 233 Dokažte Větu 86.

Řešeńı. Vı́me, že funkce f je lipschitzovská na intervalu [c, d], a tedy existuje
L > 0 takové, že pro libovolné body x1, x2 ∈ [c, d] je

|f(x1)− f(x2)| ≤ L |x1 − x2| .

Viz Definice 26. Dále necht’ je dáno ε > 0. Funkce g nálež́ı do AC[a, b], a tedy
z Definice 71 plyne existence δ > 0 takového, že pro každý konečný a disjunktńı
systém podinterval̊u (aj , bj), j ∈ {1, . . . , n} intervalu [a, b], který splňuje

n∑
j=1

(bj − aj) < δ,

plat́ı nerovnost
n∑
j=1

|g (bj)− g (aj)| <
ε

L
. (35.1)
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Aplikujeme-li posledńı nerovnost (35.1) na složenou funkci f ◦ g, obdrž́ıme

n∑
j=1

|(f ◦ g)(bj)− (f ◦ g)(aj)| =
n∑
j=1

|f(g(bj))− f(g(aj))| ≤

≤
n∑
j=1

L |g(bj)− g(aj)| < ε.

T́ım je dokázáno, že složená funkce f ◦ g ∈ AC[a, b]. Protože g ∈ AC[a, b] a
f ◦ g ∈ AC[a, b], máme odtud, že existuje měřitelná množina S ⊂ [a, b], jej́ıž
mı́ra je nulová, tj. µ(S) = 0, a současně derivace g′(x) a (f ◦ g)′(x) existuj́ı pro
všechna x ∈ (a, b) r S.

Uvažme nyńı x0 ∈ (a, b) r S, pro které g′(x0) = 0. Z této skutečnosti plyne
pro ε > 0 existence takového h > 0, že plat́ı

|g(x)− g(x0)| ≤ ε|x− x0|, x ∈ (x0 − h, x0 + h) ∩ [a, b].

Potom ovšem

|(f ◦ g)(x)− (f ◦ g)(x0)| ≤ L |g(x)− g(x0)| ≤ Lε|x− x0|,

kde x ∈ (x0 − h, x0 + h) ∩ [a, b]. Tak máme dokázáno, že

(f ◦ g)′(x0) = f ′ (g(x0)) g
′(x0) = 0.

Pro g′(x0) 6= 0 a g(x) 6= g(x0) můžeme psát

(f ◦ g)(x)− (f ◦ g)(x0)

x− x0
=
f (g(x))− f (g(x0))

g(x)− g(x0)
· g(x)− g(x0)

x− x0
, x ∈ [a, b].

Uváž́ıme-li definici derivace, potom je

g′(x0) = lim
x→x0

g(x)− g(x0)

x− x0
6= 0

a

(f ◦ g)′(x0) = lim
x→x0

(f ◦ g)(x)− (f ◦ g)(x0)

x− x0
,

kde x ∈ [a, b]. Vezmeme-li

w :=
(f ◦ g)′(x0)

g′(x0)
,

je

w = lim
x→x0

f (g(x))− f (g(x0))

g(x)− g(x0)
, x ∈ [a, b].
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Proto pro předem dané ε > 0 existuje δ > 0 tak, že

w − ε < f (g(x))− f (g(x0))

g(x)− g(x0)
< w + ε (35.2)

pro všechna x ∈ (x0 + δ, x0− δ)∩ [a, b]. V tuto chv́ıli už jen stač́ı uvážit spojitost
funkce g spolu s (35.2), č́ımž obdrž́ıme jednak existenci derivace f ′(g(x0)) a dále
také rovnost f ′ (g(x0)) = w. �

Věta 87 Je-li funkce f ∈ BV[c, d] a funkce h ∈ AC[a, b] taková, že h([a, b]) ⊆
[c, d], pak funkce (f ◦ h)h′ je integrovatelná v Lebesgueově smyslu na inter-
valu [a, b]. Dále pro libovolné x, y ∈ [a, b] plat́ı

h(y)∫
h(x)

f(t) dt =

y∫
x

f (h(s))h′(s) ds.

Problém 234 Dokažte Větu 87.
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VII. DALŠÍ TŘÍDY FUNKCÍ





Kapitola 36

DARBOUXOVSKÉ FUNKCE

Pro reálné funkce se zavád́ı rovněž pojem darbouxovskosti. Do této skupiny
řad́ıme funkce, pro které plat́ı ńıže uvedená podmı́nka. U těchto funkćı věnujeme
pozornost vedle primárńıch vlastnost́ı i jejich součtu a limitě, resp. jejich souvis-
losti se spojitými funkcemi.

Definice 74 Necht’ I ⊆ R je interval. O reálné funkci f , která je definovaná
na I, řekneme, že je na tomto intervalu darbouxovská, pokud pro každé dva
body z1, z2 ∈ I a pro každé r ∈ R takové, že f(z1) ≤ r ≤ f(z2), existuje z ∈
[z1, z2] tak, že f(z) = r.

Problém 235 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı. Funkce f je na intervalu I darbou-
xovská tehdy a jen tehdy, když pro libovolný podinterval J intervalu I, tj. J ⊆ I,
je jeho obraz v f jednoprvková množina nebo interval.

Nyńı uvedeme základńı tvrzeńı pro darbouxovské funkce, které je známo ze
základńıho kurzu matematické analýzy.

Věta 88 Necht’ funkce f je spojitá na intervalu I. Pak je f darbouxovská na I.

Problém 236 Na př́ıkladu ukažte, že opačná implikace k Větě 88 neplat́ı.

Věta 89 Jestlǐze na otevřeném intervalu I existuje vlastńı derivace f ′, potom
je f ′ na I darbouxovská funkce.

Problém 237 Dokažte Větu 89.

Problém 238 Uvažujte funkci sgn, dále Dirichletovu a Riemannovu funkci (viz
Definice 5 a 6). S pomoćı Věty 89 dokažte, že na intervalu (−1, 1) nemaj́ı pri-
mitivńı funkci.
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Problém 239 Rozhodněte, zda Věta 89 plat́ı i pro jednostrannou derivaci.

Věta 90 (Bolzanova věta) Necht’ f je funkce spojitá na [a, b] a f(a)·f(b) < 0.
Pak existuje x ∈ (a, b) tak, že f(x) = 0.

Problém 240 Pomoćı Věty 90 dokažte, že každý polynom lichého stupně má
nutně (aspoň jeden) reálný kořen.

Věta 91 Existuje funkce, která každý nedegenerovaný interval J ⊆ R zobrazuje
na R.

Problém 241 Věta 91 ř́ıká, že na R existuje darbouxovská funkce, která však
neńı v žádném bodě R spojitá. Objasněte toto tvrzeńı.

Věta 92 Jsou-li f a g darbouxovské funkce, pak jejich součet f + g nemuśı být
darbouxovská funkce.

Problém 242 Dokažte Větu 92, tj. uved’te př́ıklad dvou funkćı, které jsou dar-
bouxovské, ale jejich součet darbouxovská funkce neńı.

Věta 93 Pro každou reálnou funkci f na R plat́ı, že je součtem dvou funkćı,
které jsou darbouxovské na R.

Problém 243 Dokažte Větu 93.

Problém 244 Součet dvou spojitých funkćı je opět funkce spojitá, a tud́ı̌z také
darbouxovská. Ukažte, že součet dvou funkćı, z nichž jedna je spojitá a druhá
darbouxovská, nemuśı být darbouxovská funkce.

Problém 245 Uved’te př́ıklad posloupnosti {fn}n∈N funkćı, které jsou darbou-
xovské na R a fn → f pro n→∞ na R, přičemž funkce f neńı darbouxovská.

Poznámka 31 Pro každou reálnou funkci f na R plat́ı, že m̊uže být vyjádřena
jako limita posloupnosti darbouxovských funkćı na R.

Poznámka 32 Dokonce existuje posloupnost {fn}n∈N funkćı, které jsou darbou-
xovské na R, a taková, že fn konverguje na R k funkci f stejnoměrně, a f neńı
darbouxovská funkce na R.

Z Věty 88 v́ıme, že pro funkci spojitou na intervalu I plat́ı, že je na I darbou-
xovská. Toto tvrzeńı nelze obrátit (tj. neplat́ı opačná implikace – darbouxovská
funkce nemuśı být nutně spojitá, viz Problém 236). Proto je nasnadě se ptát,
jaké daľśı podmı́nky musej́ı být splněny, aby darbouxovská funkce byla spojitá.
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Věta 94 Necht’ f je funkce darbouxovská na intervalu J . Pak je f na J spojitá
právě tehdy, když pro všechna x ∈ R je množina

f−1(x) = {y ∈ R; f(y) = x}

uzavřená.

Problém 246 Dokažte Větu 94.

Problém 247 Vyšetřete, zda Věta 94 plat́ı za slabš́ıho předpokladu, že množiny
f−1(x) jsou uzavřené pro všechna racionálńı č́ısla x.

Věta 95 Necht’ f je funkce darbouxovská na intervalu J a necht’ vnitřek množiny

N := {y ∈ R; f−1(y) je nekonečná množina}

je prázdný. Pak je funkce f spojitá.

Problém 248 Necht’ je funkce f spojitá na J . Rozhodněte, zda vnitřek množi-
ny N muśı být prázdná množina, tj.

int {y ∈ R; f−1(y) je nekonečná množina} = ∅.

Poznámka 33 Necht’ f je funkce darbouxovská na intervalu J , která nabývá
každé hodnoty z f(J) pouze v konečně mnoha bodech. Pak plat́ı, že je funkce f
spojitá na J . Zejména, je-li f funkce prostá a darbouxovská na intervalu J , pak
je funkce f na J spojitá.
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Kapitola 37

BAIREOVSKÉ FUNKCE

37.1 Funkce prvńı Baireovy tř́ıdy

Důvodem pro zavedeńı
”
baireovských funkćı“ je skutečnost, že pro limitu po-

sloupnosti spojitých funkćı nemuśı platit to, že je také spojitou funkćı.

Definice 75 Necht’ (a, b) ⊆ R. Funkce f je prvńı Baireovy tř́ıdy na intervalu
(a, b), pokud existuje posloupnost {fn}n∈N, přičemž fn jsou funkce spojité na
(a, b), taková, že fn konverguje k f na (a, b) pro n → ∞. Systém všech funkćı
prvńı Baireovy tř́ıdy na intervalu (a, b) je značen symbolem B1((a, b)).

Problém 249 Dokažte, že pokud existuje vlastńı derivace f ′ jisté funkce f na
intervalu (a, b), pak nálež́ı do B1((a, b)). Nápověda: Jestlǐze existuje derivace
f ′(t), je nutně

f ′(t) = lim
n→∞

n

[
f

(
t+

1

n

)
− f(t)

]
.

Problém 250 Tvrzeńı z Problému 249 vyjádřete jako nutnou podmı́nku pro
existenci primitivńı funkce a uved’te př́ıklad, který dokazuje, že tato podmı́nka
neńı podmı́nkou postačuj́ıćı.

Problém 251 Zkonstruujte funkci prvńı Baireovy tř́ıdy na intervalu (a, b) tak,
aby pro ni platilo, že je funkćı darbouxovskou (viz Kapitola 36), ale nemá pri-
mitivńı funkci na intervalu (a, b).

Problém 252 Jsou zdola polospojité funkce na (a, b) funkcemi prvńı Baireovy
tř́ıdy na (a, b)? Nápověda: Uvažte Věty 1 a 2.

Problém 253 Dokažte, že každá monotonńı funkce je prvńı Baireovy tř́ıdy.
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Věta 96 (Baireova věta) Bud’ f funkce prvńı Baireovy tř́ıdy na intervalu
(a, b), tj. f ∈ B1((a, b)). Potom plat́ı, že v libovolném otevřeném podintervalu
(a, b) existuje bod, v němž je funkce f spojitá, tedy pro body spojitosti funkce f
plat́ı, že utvářej́ı množinu, která je hustá v intervalu (a, b).

Problém 254 Rozhodněte o platnosti nutné podmı́nky existence primitivńı fun-
kce:

Jestlǐze má funkce f na intervalu (a, b) primitivńı funkci, pak je funkce f
spojitá v bodech husté podmnožiny intervalu (a, b).

Problém 255 Ukažte, že Dirichletova funkce z Definice 5 na intervalu (0, 1)
představuje limitu funkćı z B1((0, 1)), ale do B1((0, 1)) nepatř́ı.

Upozorněme, že následuj́ıćı 4 problémy jsou dosti náročné.

Problém 256 Uved’te př́ıklad funkce f darbouxovské na R (viz Kapitola 36),
která neńı konstantńı, je funkćı prvńı Baireovy tř́ıdy a je skoro všude nulová.

Problém 257 (Baireova charakteristika) Dokažte, že funkce f definovaná
na intervalu (a, b) ⊆ R je funkce prvńı Baireovy tř́ıdy právě tehdy, když pro
každou uzavřenou množinu M 6= ∅ a M ⊂ (a, b) existuje bod z0 ∈ M tak, že
zúžeńı funkce f na množinu M je spojitá funkce v tomto bodě z0.

Problém 258 Uvažujte funkci f takovou, že v krajńıch bodech
”

spojovaćıch in-
terval̊u“ Cantorova diskontinua se rovná 1 a jinde v intervalu (0, 1) je nulová
(viz také Problém 219). Ukažte, že pak f /∈ B1((0, 1)), tj. f neńı prvńı Baireovy
tř́ıdy, a že je v každém bodě jisté husté podmnožiny intervalu (0, 1) spojitá.

Věta 97 Necht’ (a, b) ⊆ R a f funkce, která je na tomto intervalu definovaná.
Pak je f na (a, b) prvńı Baireovy tř́ıdy tehdy a jenom tehdy, když pro každou
množinu M 6= ∅ a M ⊂ (a, b), která je uzavřená, a pro každá dvě reálná č́ıs-
la x, y taková, že x < y, je nejvýše jedna z množin

{z ∈M ; f(z) < x}, {z ∈M ; f(z) > y}

hustá v množině M .

Problém 259 Dokažte Větu 97.

Připomeňme (viz Definice 8), že pro reálnou funkci f definovanou v okoĺı
bodu x0 ∈ R klademe

lim sup
x→x0

f(x) = inf
δ>0

sup
t∈(x0−δ,x0+δ)

f(t)

a
lim inf
x→x0

f(x) = − lim sup
x→x0

(−f(x)).
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Problém 260 Necht’ (a, b) je otevřený interval a funkce f je libovolná funkce
definovaná na (a, b). Je funkce lim sup f , resp. lim inf f , prvńı Baireovy tř́ıdy na
intervalu (a, b)?

Problém 261 Využijte Baireovu větu (tj. Větu 96) nebo Baireovu charakte-
ristiku (tj. Problém 257) k d̊ukazu následuj́ıćıho tvrzeńı: Za předpokladu, že je
funkce f spojitá v každém bodě intervalu (a, b) kromě spočetné množiny, pak je
f prvńı Baireovy tř́ıdy na intervalu (a, b).

37.2 Baireova klasifikace

Definice 76 Necht’ (a, b) ⊆ R a K je systém funkćı definovaných na tomto
intervalu (a, b). Jestlǐze pro každou posloupnost složenou z funkćı fn ∈ K pro
n ∈ N takovou, že fn → f pro n → ∞ na (a, b), plat́ı f ∈ K, pak řekneme, že
tento systém je uzavřený vzhledem k bodové konvergenci.

Problém 262 Ukažte, že na každém otevřeném intervalu lze naj́ıt systémy fun-
kćı, které jsou uzavřené vzhledem k bodové konvergenci.

Problém 263 Vyšetřete, zda je systém všech monotonńıch (neklesaj́ıćıch, ne-
rostoućıch) funkćı na intervalu (a, b) uzavřený vzhledem k bodové konvergenci.

Problém 264 Dokažte, že je-li pro každé j ∈ J systém funkćı Kj na intervalu
(a, b) uzavřený vzhledem k bodové konvergenci, pak je také⋂

j∈J
Kj

systém funkćı uzavřený vzhledem k bodové konvergenci.

Problém 265 Uvažujte systém Γ((a, b)) všech konečných lebesgueovsky měřitelných
funkćı na intervalu (a, b). Ukažte, že tento systém je uzavřený vzhledem k bodové
konvergenci.

Definice 77 Položme B = B((a, b)) rovno nejmenš́ımu systému funkćı, v němž
je obsažen C(a, b), tj. prostor spojitých funkćı na intervalu (a, b), a je zároveň
uzavřený vzhledem k bodové konvergenci. Prvky tohoto systému B se nazývaj́ı
baireovské funkce.

Poznámka 34 Terminologie se často poněkud lǐśı. V literatuře se lze rovněž
setkat s pojmem borelovské funkce mı́sto baireovské funkce.

Problém 266 Dokažte, že pokud g ∈ B a h ∈ B, potom také g + h ∈ B.
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Problém 267 Dokažte, že B((a, b)) ⊂ Γ((a, b)).

Problém 268 Necht’ f ∈ B((a, b)), ω ∈ C(c, d) a necht’ plat́ı, že obraz intervalu
(c, d) v zobrazeńı ω je podmnožinou intervalu (a, b). Dokažte, že pak konvoluce
f ⊗ ω ∈ B((c, d)) (viz Kapitola 12).

Definice 78 Necht’ B0 := B0((a, b)) = C(a, b). Definujeme množiny Bn, n ∈ N
indukćı tak, že pro jǐz definovanou množinu Bn pro n ∈ N ∪ {0} označuje Bn+1

množinu všech funkćı f na intervalu (a, b), pro které existuj́ı fk ∈ Bn, k ∈ N
takové, že fk → f pro k → ∞ na (a, b). Prvky množiny Bn jsou nazývány
funkcemi n-té Baireovy tř́ıdy, též funkce baireovské n-té tř́ıdy. Dále se
klade

B∞ :=
∞⋃
n=0

Bn.

Problém 269 Ukažte, že B∞ ⊆ B.

Problém 270 Dokažte, že pro každé n ∈ N je Bn+1 r Bn 6= ∅.

Problém 271 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı. Necht’ g ∈ Bn a h ∈ Bn pro jisté
n ∈ N. Pak g + h, g − h, g · h ∈ Bn.
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MONOTONNÍ FUNKCE

Začneme
”
povinnou“ definićı.

Definice 79 Necht’ M ⊆ R. Funkci, která je definovaná na množině M , nazýváme
monotonńı na M , pokud je na této množině neklesaj́ıćı nebo nerostoućı.
Přitom neklesaj́ıćı, resp. nerostoućı, na M nazveme funkci f tehdy, když je na
M definovaná a pro každé x, y ∈ M takové, že x < y, je f(x) ≤ f(y), resp.
f(x) ≥ f(y).

Problém 272 Obdobně jako v Definici 79 definujte funkci rostoućı a funkci
klesaj́ıćı na M .

Problém 273 Uvažujte funkci f rostoućı na intervalu [a, b] a xn ∈ [a, b], n ∈ N.
Dokažte, že je-li limn→∞ f(xn) = f(b), pak limn→∞ xn = b.

Problém 274 Vyšetřete, zda monotonńı (př́ıp. neklesaj́ıćı/nerostoućı) funkce
na množině M ⊆ R utvářej́ı vektorový prostor.

Problém 275 Uvažte dvě neklesaj́ıćı/nerostoućı funkce a určete, zda je jejich
součin nutně opět funkce monotonńı.

Problém 276 Mějte funkci ϕ, která je na množině H ⊆ R monotonńı, a funk-
ci f , která je monotonńı na množině ϕ(H). Zjistěte, zda je funkce f ◦ ϕ mono-
tonńı na H.

Věta 98 Necht’ h : [a, b]→ R. Necht’ dále

m(x) := inf{h(t); t ∈ [a, x]}, M(x) := sup{h(t); t ∈ [a, x]},

m̄(x) := inf{h(t); t ∈ [a, x)}, M̄(x) := sup{h(t); t ∈ [a, x)}

pro x ∈ (a, b). Pak jsou funkce m,M, m̄, M̄ monotonńı na intervalu (a, b).
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Problém 277 Dokažte Větu 98.

Problém 278 Uvažujte funkce m,M, m̄, M̄ z Věty 98. Studujte, za jakých podmı́nek
nastane některá z identit

h ≡ m, h ≡ m̄, h ≡M, h ≡ M̄, h ≡ m ≡ m̄.

Problém 279 Uvažte funkcionálńı rovnici g(x + y) = g(x) + g(y), x, y ∈ R.
Nalezněte všechny monotonńı funkce g : R→ R, které této rovnici vyhovuj́ı.

Problém 280 Necht’ je funkce g : R → R spojitá a monotonńı na R. Dokažte,
že potom plat́ı g(R) = R právě tehdy, když

lim
t→+∞

|g(t)| = lim
t→−∞

|g(t)| = +∞.

Problém 281 Ukažte (na př́ıkladu), že existuje spojitá funkce na [0, 1], která
neńı monotonńı na žádném nedegenerovaném podintervalu [0, 1].

Věta 99 Necht’ je funkce f na množině M neklesaj́ıćı. Pak plat́ı následuj́ıćı dvě
implikace:

(i) Jestlǐze je w hromadným bodem množiny M zleva (tj. pro každé δ > 0 je
v intervalu (w − δ, w) aspoň jeden bod množiny M), pak existuje limita a
plat́ı pro ni

lim
x→w−,x∈M

f(x) = sup
x<w,x∈M

f(x).

(ii) Jestlǐze je w hromadným bodem množiny M zprava, pak existuje limita a
plat́ı pro ni

lim
x→w+,x∈M

f(x) = inf
x>w,x∈M

f(x).

Problém 282 Vyslovte obdobná tvrzeńı k tvrzeńım z Věty 99, která plat́ı pro
funkce nerostoućı.

Věta 100 Necht’ je funkce f : (a, b) → R neklesaj́ıćı na intervalu (a, b). Pak
v každém bodě tohoto intervalu, tj. pro každé p ∈ (a, b), existuj́ı následuj́ıćı limity
a plat́ı

lim
x→p−

f(x) = sup
a<x<p

f(x),

lim
x→p+

f(x) = inf
p<x<b

f(x).

Zvláště
lim
x→p−

f(x) ≤ f(p) ≤ lim
x→p+

f(x)

a všechny body nespojitosti funkce f , které nálež́ı do intervalu (a, b), jsou body
nespojitosti prvńıho druhu a tvoř́ı nejvýše spočetnou množinu.
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Problém 283 Dokažte Větu 100.

Problém 284 Dokažte, že pro libovolnou spočetnou množinu A ⊂ R existuje
rostoućı funkce f na R tak, že množina A je právě množina všech bod̊u nespoji-
tosti této funkce. Ukažte, jak lze takovou funkci sestrojit. Viz také Věta 13.

Problém 285 Označme N := Q ∩ (0, 1) a položme a(t) := q−3 pro každé t =
p/q ∈ N , kde p, q ∈ N jsou nesoudělná a 0 < p < q. Potom řada

∑
t∈N a(t)

absolutně konverguje. Pro 0 < x < 1 uvažujte funkci definovanou jako součet∑
t∈N,t≤x

a(t)

a dokažte, že tato funkce:

(i) je rostoućı na intervalu (0, 1);

(ii) v žádném bodě množiny N neńı spojitá;

(iii) v každém bodě množiny N je zprava spojitá;

(iv) v každém bodě množiny (0, 1) rN je spojitá.

Problém 286 Dokažte, že funkce spojitá, monotonńı a ohraničená na ohraničeném
intervalu (a, b) je na tomto intervalu stejnoměrně spojitá. Zároveň uved’te př́ıklad,
který dokazuje, že vypuštěńım spojitosti (resp. monotonie, resp. ohraničenosti)
funkce f se tato věta stává neplatnou.

Věta 101 (Lebesgueova věta) Necht’ funkce f je monotonńı funkce na inter-
valu (a, b). Pak plat́ı, že má derivaci skoro všude na (a, b).

Problém 287 Dokažte Větu 101. Srovnejte ji s Větou 74.

Věta 102 Necht’ množina N ⊆ R je uzavřená a N 6= ∅ a necht’ f : N → R.
Existuje funkce h : R→ R taková, že:

(a) h(x) = f(x) pro x ∈ N ;

(b) pokud je funkce f spojitá na množině N , pak je funkce h spojitá na R;

(c) pokud je funkce f neklesaj́ıćı na množině N , pak je funkce h neklesaj́ıćı na
R;

(d) pokud je funkce f rostoućı na množině N , pak je funkce h rostoućı na R.

Problém 288 Dokažte Větu 102, tj. zaved’te funkci h v závislosti na f , která
splňuje všechny podmı́nky z předchoźı věty.
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Věta 103 Necht’ N ⊆ R je neprázdná množina. Necht’ dále funkce f je nekle-
saj́ıćı na množině N a I je nejmenš́ı interval, který množinu N obsahuje. Pak
existuje funkce h, která je na intervalu I neklesaj́ıćı, taková, že h(x) = f(x) pro
x ∈ N .

Problém 289 Dokažte Větu 103. Dále rozhodněte, zda tvrzeńı této věty plat́ı
také v př́ıpadě, kdy interval I je nejmenš́ım uzavřeným intervalem, který obsahuje
množinu N .



VIII. KONVEXNÍ ANALÝZA





Kapitola 39

ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI
KONVEXNÍCH MNOŽIN

Tato a následuj́ıćı kapitoly jsou zaměřeny na výsledky konvexńı analýzy v euk-
leidovském prostoru Rn. V této kapitole se zaměř́ıme na nejd̊uležitěǰśı vlastnosti
konvexńıch množin. V prvé řadě shrneme základńı terminologii, kterou následně
budeme použ́ıvat.

Definice 80 Množinu Y ⊆ Rn nazýváme konvexńı právě tehdy, když pro kterékoli
dva body y1, y2 této množiny nálež́ı do Y také celá úsečka, která body y1, y2 spo-
juje. Jinak řečeno, množina Y je konvexńı, pokud pro všechna y1, y2 ∈ Y a pro
každé λ ∈ [0, 1] plat́ı

λy1 + (1− λ)y2 ∈ Y.

Definice 81 Necht’ Y ⊆ Rn.

(i) Množinu Y ⊆ Rn nazýváme afinńı, pokud pro každé dva body této množiny
plat́ı, že v Y lež́ı i celá př́ımka těmito dvěma body určená; jinak řečeno,
když pro každé y1, y2 ∈ Y a pro každé k ∈ R plat́ı

ky1 + (1− k)y2 ∈ Y.

(ii) Řekneme, že Y je kužel nebo kuželová množina, pokud pro libovolné
y ∈ Y a libovolné k ∈ [0,∞) plat́ı, že ky ∈ Y .

(iii) Řekneme, že Y je konvexńı kužel, pokud je tato množina konvexńı a
zároveň kuželem.

Definice 82 O lineárńı kombinaci k1y1 + · · · + kmym, kde y1, . . . , ym ∈ Rn,
řekneme, že je konvexńı, pokud

kj ≥ 0, j ∈ {1, . . . ,m},
m∑
j=1

kj = 1.
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Dále ji označ́ıme za nezápornou, pokud pro všechna j ∈ {1, . . . ,m} je kj ≥ 0.
Tuto lineárńı kombinaci pak nazýváme afinńı, jestlǐze

m∑
j=1

kj = 1.

Pokud použijeme termı́n konvexńı/kuželový/afinńı obal množiny, potom t́ım
bude zamýšlena nejmenš́ı konvexńı/kuželová a konvexńı/afinńı množina, která
danou množinu obsahuje. Tyto pojmy přesně definujeme ńıže.

Definice 83 Pro množinu Y ⊆ Rn definujeme konvexńı obal jako pr̊unik
všech konvexńıch množin, které množinu Y obsahuj́ı. Znač́ıme convY . Kuželový
obal množiny Y definujeme jako pr̊unik všech konvexńıch kužel̊u, které množinu
Y obsahuj́ı. Znač́ıme coneY . Afinńım obalem množiny Y pak nazveme pr̊unik
všech afinńıch množin, které množinu Y obsahuj́ı. Znač́ıme aff Y . Lineárńı
obal Lin Y množiny Y je označeńı pro zaměřeńı afinńıho prostoru aff Y . Di-
menze prostoru Lin Y se znač́ı jako dimY .

Problém 290 Necht’ Mj jsou konvexńı množiny pro každé j ∈ J , kde J je
libovolná indexová množina. Dokažte, že množina⋂

j∈J
Mj

je taktéž konvexńı.

Problém 291 Uvažujte konvexńı množiny M1,M2, . . . ,Mm a k1, k2, . . . , km ∈
R. Dokažte, že k1M1 + k2M2 + · · ·+ kmMm, tj.x ∈ Rn; x =

m∑
j=1

kjxj , xj ∈Mj

 ,

je taktéž konvexńı množina.

Problém 292 Dokažte, že je-li M ⊆ Rn konvexńı množina (konvexńı kužel,
afinńı prostor), potom jakákoliv konvexńı (nezáporná, afinńı) kombinace prvk̊u
z množiny M patř́ı zase do M .

Problém 293 Dokažte, že pro Y ⊆ Rn plat́ı následuj́ıćı množinové rovnosti:

(i) convY je množina všech konvexńıch kombinaćı prvk̊u z množiny Y , a tedy

convY =

y =

m∑
j=1

λjyj ; y1, . . . , ym ∈ Y, λ1, . . . , λm ≥ 0,

m∑
j=1

λj = 1

 ;
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(ii) coneY je množina všech nezáporných kombinaćı prvk̊u z množiny Y , a tedy

coneY =

y =

m∑
j=1

λjyj ; y1, . . . , ym ∈ Y, λ1, . . . , λm ≥ 0

 ;

(iii) aff Y je množina všech afinńıch kombinaćı prvk̊u z množiny Y , a tedy

aff Y =

y =
m∑
j=1

λjyj ; y1, . . . , ym ∈ Y,
m∑
j=1

λj = 1

 .

Věta 104 Je-li Y ⊆ Rn, pak jakýkoliv bod kuželového obalu množiny Y je možné
vyjádřit jako nezápornou kombinaci nejvýše n bod̊u y1, . . . , yn množiny Y , a tedy
pro každé y ∈ cone Y existuj́ı č́ısla k1, . . . , kn ≥ 0 tak, že

y = k1y1 + · · ·+ knyn.

Problém 294 Ukažte, že plat́ı Věta 104.

Věta 105 (Carathéodoryho věta) Je-li Y ⊆ Rn, pak jakýkoliv bod množiny
conv Y je možné vyjádřit jako konvexńı kombinaci nejvýše n+ 1 bod̊u

y1, . . . , yn+1 ∈ Y,

tj. pro každé y ∈ conv Y existuj́ı č́ısla k1, . . . , kn+1 ∈ [0, 1] splňuj́ıćı

n+1∑
j=1

kj = 1

taková, že
y = k1y1 + · · ·+ kn+1yn+1.

Problém 295 Ukažte, že Carathéodoryho věta (tj. Věta 105) plyne z Věty 104.

Problém 296 Dokažte, že množina M je konvexńı, právě když pro každá č́ısla
α, β ≥ 0 plat́ı

αM + βM = (α+ β)M.

Problém 297 Dokažte, že konvexńı obal convY kompaktńı množiny Y ⊆ Rn je
rovněž kompaktńı množina.

Jeden z nejvýznamněǰśıch termı́n̊u konvexńı analýzy je tzv. relativńı vnitřek
množiny v Rn, jehož definice následuje.
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Definice 84 Bod y ∈ Y , kde Y ⊆ Rn, označ́ıme za relativně vnitřńı bod
množiny Y , pokud existuje okoĺı O(y) tohoto bodu y takové, že plat́ı

O(y) ∩ aff Y ⊆ Y.

Množinu relativně vnitřńıch bod̊u Y nazýváme relativńı vnitřek množiny Y a
označujeme ho ri (Y ). Relativńı hranićı množiny Y pak nazýváme množinu
Y r ri (Y ), kde Y je uzávěr množiny Y . Relativńı hranici množiny Y znač́ıme
r∂ Y.

Věta 106 (Základńı věta teorie konvexńıch množin) Necht’ Y ⊆ Rn je
konvexńı množina a Y 6= ∅. Potom relativńı vnitřek množiny Y je rovněž neprázdná
množina.

Problém 298 Dokažte Větu 106.

Řešeńı. Kdyby 0 /∈ Y , lze uvažovat množinu

Z := Y − y0 = {y − y0; y ∈ Y }

pro libovolný bod y0 ∈ Y . Pro ni pak plat́ı 0 ∈ Z. Tedy bez újmy na obecnosti
předpokládejme, že 0 ∈ Y . Potom plat́ı, že aff Y = LinY . Uvažujme y1, . . . , ym
jako maximálńı výběr bod̊u množiny Y , které jsou lineárně nezávislé. Položme

Λ :=

λ = (λ1, . . . , λm) ∈ Rm; λ1, . . . , λm > 0,
m∑
j=1

λj < 1

 .

Dále přǐrazeńım

λ = (λ1, . . . , λm) 7→ λ1y1 + · · ·+ λmym

definujme zobrazeńı F : Rm → Rn. Pro libovolné λ ∈ Λ potom plat́ı

F (λ) = λ1y1 + · · ·+ λmym +

1−
m∑
j=1

λj

 · 0.
To znamená, že F (Λ) ⊆ conv Y = Y a zároveň

F (Λ) ⊆ Lin {y1, . . . , ym} = aff Y.

Protože jsou obě zobrazeńı F , F−1 lineárńı, jsou také spojitá. Dále vzhledem
k tomu, že Λ je otevřená množina, je jej́ı obraz F (Λ) otevřená množina v aff Y .
Je-li bod z ∈ F (Λ) libovolně zvolený, potom existuje jeho okoĺı O(z), pro které
O(z) ∩ aff Y ⊆ F (Λ), a tedy z ∈ ri (Y ). �
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Věta 107 Necht’ Y ⊆ Rn je konvexńı množina. Dále necht’ y ∈ ri (Y ) a z ∈ Y .
Potom pro každé k ∈ (0, 1] plat́ı

(1− k)z + ky ∈ ri (Y ).

Problém 299 Dokažte Větu 107.

Poznámka 35 Z Věty 107 plyne, že pro konvexńı množinu Y ⊆ Rn je také
ri (Y ) konvexńı množina.

Problém 300 Uvažujte konvexńı množinu Y ⊆ Rn a dokažte, že množina Y je
konvexńı a že

ri (Y ) = ri (Y ), Y = ri (Y ), aff Y = aff Y .

Problém 301 Ukažte, že plat́ı množinová rovnost

convY + convZ = conv (Y + Z).

Problém 302 Za pomoci Carathéodoryho věty dokažte, že conv Y je otevřená
množina, pokud je Y ⊆ Rn otevřená množina.
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Kapitola 40

TEORIE ODDĚLOVÁNÍ
MNOŽIN

Definice 85 Necht’ Y1, Y2 ⊆ Rn. Tyto množiny nazýváme:

(i) oddělitelné, jestlǐze existuje nenulový vektor v ∈ Rn takový, že

〈v, y1〉 ≥ 〈v, y2〉 (40.1)

pro všechna y1 ∈ Y1, y2 ∈ Y2;

(ii) vlastně oddělitelné, jestlǐze existuje nenulový vektor v ∈ Rn takový, že
jednak plat́ı (40.1) pro všechna y1 ∈ Y1, y2 ∈ Y2 a že dále existuj́ı ỹ1 ∈ Y1
a ỹ2 ∈ Y2 takové, že

〈v, ỹ1〉 > 〈v, ỹ2〉;

(iii) silně oddělitelné, pokud existuje nenulový vektor v ∈ Rn takový, že

inf
y1∈Y1

〈v, y1〉 > sup
y2∈Y2

〈v, y2〉.

Definice 86 Necht’ Y1, Y2 ⊆ Rn jsou silně oddělitelné množiny. Pro

α ∈

(
sup
y2∈Y2

〈v, y2〉, inf
y1∈Y1

〈v, y1〉

)

a v ∈ Rn z Definice 85 nadrovinu

Hv,α := {y ∈ Rn; 〈v, y〉 = α}

nazýváme odděluj́ıćı nadrovina množin Y1, Y2.
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V následuj́ıćı části uvedeme několik vět, které se týkaj́ı oddělováńı konvexńıch
množin. Předt́ım ještě definujeme tzv. projekci bodu na množinu, pomoćı ńıž
se věty o oddělitelnosti dokazuj́ı. Ve Větě 108 jsou pak vyjádřeny elementárńı
vlastnosti projekce bodu na množinu. Poté je zařazena věta, která obsahuje
významný výsledek o oddělitelnosti konvexńıch množin (nutnou a postačuj́ıćı
podmı́nku pro silnou oddělitelnost konvexńıch množin).

Definice 87 Řı́káme, že bod y∗ ∈ Y ⊆ Rn je projekćı bodu z ∈ Rn na množi-
nu Y a označujeme ho jako PY (z), pokud pro každé y ∈ Y je

‖PY (z)− z‖ ≤ ‖y − z‖ .

Věta 108 Je-li Y ⊆ Rn uzavřená a konvexńı množina, pak plat́ı, že pro všechna
z /∈ Y existuje pouze jedna projekce PY (z) ∈ Y a pro všechna y ∈ Y jsou splněny
nerovnosti

〈PY (z)− z, y − PY (z)〉 ≥ 0,

〈PY (z)− z, y − z〉 ≥ ‖PY (z)− z‖2 . (40.2)

Věta 109 Necht’ Y1, Y2 ⊆ Rn jsou konvexńı množiny. Pak Y1, Y2 jsou silně
oddělitelné, právě když pro vzdálenost těchto množin plat́ı nerovnost

inf
y1∈Y1,y2∈Y2

‖y1 − y2‖ > 0.

Problém 303 Dokažte Větu 109.

Řešeńı. Nejprve dokážeme implikaci zleva doprava. Tedy uvažujme, že Y1, Y2
jsou silně oddělitelné množiny a v je z Definice 85. Plat́ı

0 < inf
y1∈Y1

〈v, y1〉 − sup
y2∈Y2

〈v, y2〉 =

= inf
(y1,y2)∈Y1×Y2

〈v, y1 − y2〉 ≤ inf
(y1,y2)∈Y1×Y2

‖v‖ · ‖y1 − y2‖ .

Odtud pro
ε := inf

y1∈Y1
〈v, y1〉 − sup

y2∈Y2
〈v, y2〉

plyne

inf
y1∈Y1,y2∈Y2

‖y1 − y2‖ ≥
ε

‖v‖
> 0.

Nyńı ukažme opačnou implikaci. Mějme konvexńı množiny Y1, Y2 a necht’

inf
y1∈Y1,y2∈Y2

‖y1 − y2‖ > 0.
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Položme Y = Y1 − Y2. Jednoduše je možné se přesvědčit (viz Problémy 290
a 300), že Y je konvexńı a uzavřená množina. S ohledem na to, že 0 /∈ Y , plat́ı
p := PX(0) 6= 0. Dokážeme, že hledaným vektorem, který odděluje nadroviny
množin Y1, Y2, je právě vektor p. Pokud v (40.2) zvoĺıme z = 0, pro každé y ∈ Y
dostaneme

〈p, y〉 ≥ ‖p‖2 > 0.

Odsud
〈p, y1 − y2〉 = 〈p, y1〉 − 〈p, y2〉 ≥ ‖p‖2 ,

a proto
inf
y1∈Y1

〈p, y1〉 − sup
y2∈Y2

〈p, y2〉 ≥ ‖p‖2 > 0.

�

Poznámka 36 Z Věty 109 a z teorie metrických prostor̊u vyplývá toto tvrzeńı:
Jsou-li množiny Y1, Y2 ⊆ Rn disjunktńı, konvexńı, množina Y1 je nav́ıc uzavřená
a Y2 kompaktńı, potom jsou tyto množiny silně oddělitelné.

Definice 88 Mějme Y ⊆ Rn a z ∈ r∂ Y . Nadrovinu Hv,α nazýváme:

(i) opěrná nadrovina množiny Y v bodě z, pokud pro všechna y ∈ Y je

〈v, y〉 ≥ α = 〈v, z〉;

(ii) vlastńı opěrná nadrovina, pokud je opěrnou nadrovinou a dále existuje
ỹ ∈ Y tak, že

〈v, ỹ〉 > α.

Věta 110 Je-li Y ⊆ Rn konvexńı množina a bod z ∈ r∂ Y , potom plat́ı, že
v bodě z existuje vlastńı opěrná nadrovina množiny Y .

Problém 304 Dokažte Větu 110.

Věta 111 Necht’ Y1, Y2 ⊆ Rn jsou konvexńı množiny. Pak jsou Y1, Y2 vlastně
oddělitelné, právě když

ri (Y1) ∩ ri (Y2) = ∅.

Problém 305 Pomoćı Vět 109 a 110 dokažte Větu 111.
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Kapitola 41

DALŠÍ VLASTNOSTI
KONVEXNÍCH MNOŽIN

Definice 89 Pro konvexńı množinu Y ⊆ Rn bod y ∈ Y nazýváme krajńı bod
nebo extremálńı bod množiny Y , pokud ho pro žádné y1, y2 ∈ Y, γ ∈ (0, 1) neńı
možné zapsat jako

y = γy1 + (1− γ)y2,

tj. neexistuje žádná úsečka s krajńımi body, které nálež́ı do množiny Y , uvnitř
které lež́ı bod y. Zápisem E (Y ) znač́ıme množinu všech krajńıch bod̊u množiny Y.

Symbolem l+y,h budeme ńıže vyjadřovat polopř́ımku, jež vycháźı z bodu y a
má směrový vektor h ∈ Rn. Tedy klademe

l+y,h := {z ∈ Rn; z = y + hs, s ≥ 0}.

Symbolem l−y,h pak označujeme opačnou polopř́ımku a př́ımku, která je zadaná
bodem y a směrovým vektorem h, zapisujeme jako

ly,h := l+y,h ∪ l
−
y,h.

Věta 112 Pro neohraničenou uzavřenou konvexńı množinu Y plat́ı následuj́ıćı
tvrzeńı.

(i) Pro každý bod y0 ∈ Y existuje nenulový vektor h ∈ Rn takový, že l+y0,h ⊆ Y .

(ii) Pokud pro jisté y0 ∈ Y a h ∈ Rn je l+y0,h ⊆ Y , potom pro každé y ∈ Y je

l+y,h ⊆ Y .

Problém 306 Dokažte Větu 112.
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Věta 113 Necht’ y∗ je relativně hraničńı bod uzavřené konvexńı množiny Y ⊆
Rn. Necht’ je dále Hv,α vlastńı opěrná nadrovina množiny Y v bodě y∗, což zna-
mená, že

〈v, y〉 ≥ α = 〈v, y∗〉 pro všechna y ∈ Y

a že

〈v, ỹ〉 > α pro jisté ỹ ∈ Y.

Potom E (Y ∩Hv,α) ⊆ E (Y ) a dim (Y ∩Hv,α) < dim Y .

Problém 307 Dokažte Větu 113.

Věta 114 Je-li Y ⊆ Rn uzavřená konvexńı množina, pak množina všech krajńıch
bod̊u množiny Y je neprázdná právě tehdy, když v Y nelež́ı žádná př́ımka.

Problém 308 Dokažte Větu 114, která stanovuje, za jaké podmı́nky existuj́ı
krajńı body uzavřené konvexńı množiny.

Věta 115 Je-li Y ⊆ Rn konvexńı a kompaktńı množina, potom Y = conv E (Y ).

Problém 309 Dokažte Větu 115.

Následně budeme použ́ıvat pojem afinně závislé body, a proto jej nyńı připomeneme.

Definice 90 Řekneme, že body x1, x2, . . . , xm ∈ Rn jsou afinně závislé, pokud
existuj́ı č́ısla k1, k2, . . . , km ∈ R, která nejsou všechna nulová, taková, že

m∑
j=1

kj = 0,
m∑
j=1

kjxj = 0.

Problém 310 Ukažte, že body x1, x2, . . . , xm ∈ Rn jsou afinně závislé právě
tehdy, když vektory x2 − x1, . . . , xm − x1 jsou lineárně závislé.

Věta 116 (Hellyova věta) Je-li m ≥ n + 1 a jsou-li Y1, Y2, . . . , Ym ⊆ Rn
konvexńı množiny, přičemž každých n + 1 z nich má neprázdný pr̊unik, potom
plat́ı ⋂

j∈{1,2,...,m}

Yj 6= ∅.

Problém 311 Dokažte Větu 116.
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Řešeńı. Budeme postupovat matematickou indukćı vzhledem k m. Pro m =
n + 1 je platnost tvrzeńı triviálńı. Předpokládejme, že tvrzeńı je platné pro m,
a dokažme ho pro m+ 1 > n+ 1. Mějme

z1 ∈ Y2 ∩ · · · ∩ Ym ∩ Ym+1,

z2 ∈ Y1 ∩ Y3 ∩ · · · ∩ Ym+1,

...

zm+1 ∈ Y1 ∩ Y2 ∩ · · · ∩ Ym.

Indukčńı předpoklad zajǐst’uje neprázdnost těchto pr̊unik̊u, a tedy takováto zj
existuj́ı. Nebot’ m > n, jsou body z1, . . . , zm+1 afinně závislé, tj.

m+1∑
j=1

cjzj = 0,
m+1∑
j=1

cj = 0

pro jistá c1, . . . , cm+1, přičemž aspoň jedno cj je kladné.
Definujme nyńı

ŷ :=

∑
cj>0

cjzj∑
cj>0

cj
, ỹ :=

∑
cj<0

cjzj∑
cj<0

cj
.

Potom plat́ı ŷ − ỹ = 0, tj. ŷ = ỹ. Je-li cl ≤ 0 pro jisté l ∈ {1, . . . ,m+ 1}, potom
je bod ŷ konvexńı kombinaćı bod̊u

z1, . . . , zl−1, zl+1, . . . , zm,

přičemž každý z těchto bod̊u nálež́ı do množiny Yl. Odtud ŷ ∈ Yl. Stejnou úvahou
dospějeme pro cl > 0 k závěru, že ỹ ∈ Yl, tj. v tomto př́ıpadě také ŷ ∈ Yl. Plat́ı

ŷ ∈
m+1⋂
j=1

Yj ,

nebot’ l ∈ {1, . . . ,m+ 1} bylo libovolné. �

Lze dokázat také následuj́ıćı ześıleńı Hellyovy věty.

Věta 117 Necht’ K = {Kj ; j ∈ J} je libovolný systém konvexńıch a kom-
paktńıch množin v Rn, který je obecně nekonečný. Jestlǐze má kterýkoliv (n+1)-
prvkový podsystém systému K neprázdný pr̊unik, potom plat́ı⋂

j∈J
Kj 6= ∅.
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Problém 312 Mějte konvexńı množinu U ⊆ Rn. Zjistěte, jestli pro všechna
γ ∈ R plat́ı

ri (γU) = γ ri (U) .

Dokažte, či uved’te protipř́ıklad.



Kapitola 42

ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI
KONVEXNÍCH FUNKCÍ

Ačkoliv se konvexnost někdy studuje také v př́ıpadě funkćı, které mohou nabývat
nekonečných hodnot, zde uvažujeme pouze funkce nabývaj́ıćı konečných hodnot,
což je pro práci se základńımi vlastnosti konvexńıch funkćı postačuj́ıćı. Budeme
využ́ıvat výsledky o konvexńıch množinách z předchoźıch kapitol.

Definice 91 Funkci f : X → R, kde X ⊆ Rn je konvexńı množina, nazýváme:

(i) konvexńı na množině X, pokud plat́ı nerovnost

f(γx1 + (1− γ)x2) ≤ γf(x1) + (1− γ)f(x2)

pro každé x1, x2 ∈ X a každé γ ∈ [0, 1];

(ii) ostře konvexńı na množině X, pokud plat́ı nerovnost

f(γx1 + (1− γ)x2) < γf(x1) + (1− γ)f(x2)

pro každé x1, x2 ∈ X, x1 6= x2, γ ∈ (0, 1);

(iii) silně konvexńı na množině X s konstantou silné konvexnosti ν > 0,
pokud plat́ı nerovnost

f(γx1 + (1− γ)x2) ≤ γf(x1) + (1− γ)f(x2)− νγ(1− γ) ‖x1 − x2‖2

pro každé x1, x2 ∈ X a každé γ ∈ [0, 1].

Problém 313 Ukažte, že pro konvexńı množinu X ⊆ Rn, f1, . . . , fm : X → R
konvexńı funkce na množině X a k1, . . . , km ≥ 0 je funkce k1f1 + · · · + kmfm
konvexńı na množině X.
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Věta 118 Pro funkci f : Y → R, kde Y ⊆ Rn je konvexńı množina, plat́ı, že f
je na Y konvexńı, právě když nadgraf této funkce, tj.

{[y, α] ∈ Rn+1; y ∈ Y, α ≥ f(y)},

je konvexńı množina

Problém 314 Dokažte Větu 118.

Problém 315 Dokažte, že pro funkci f , která je na Y ⊆ Rn konvexńı, plat́ı:

(i) jakékoliv lokálńı minimum funkce f na množině Y je také minimem globálńım;

(ii) množina všech bod̊u z Y takových, že funkce f v nich nabývá na Y svého
minima, je konvexńı množina, resp. nejvýše jednoprvková, pokud je nav́ıc
funkce f na množině Y ostře konvexńı;

(iii) pokud je funkce f diferencovatelná na Y a pro ŷ ∈ Y je f ′(ŷ) = 0, tj. ŷ je
stacionárńı bod, potom ŷ je globálńı minimum funkce f na Y .

Řešeńı. Postupně dokážeme jednotlivá tvrzeńı.

(i) Vezměme bod ŷ, ve kterém je lokálńı minimum funkce f na množině Y .
Existuje tedy ε > 0 tak, že pro y, pro které je ‖y − ŷ‖ ≤ ε, je f(y) ≥ f(ŷ).
Nyńı libovolně zvolme y ∈ Y . Předpokládejme, že ‖y − ŷ‖ > ε, nebot’

pro ‖y − ŷ‖ ≤ ε již požadovanou nerovnost máme. Dále označ́ıme jako y∗

pr̊useč́ık úsečky, která spojuje body ŷ a y, s množinou ‖y − ŷ‖ = ε, tj.

y∗ = λy + (1− λ)ŷ,

kde

λ =
1

‖y − ŷ‖
.

Potom ‖y∗ − ŷ‖ = ε, a proto

f(ŷ) ≤ f(y∗) = f(λy + (1− λ)ŷ) ≤ λf(y) + (1− λ)f(ŷ).

Odsud už dostáváme, že bod ŷ je globálńı minimum funkce f na Y , nebot’

f(y) ≥ f(ŷ).

(ii) Tvrzeńı je triviálńı (prázdná množina je konvexńı), pokud funkce f nemá
minimum na Y . Existuj́ı-li taková y1, y2 ∈ Y , že plat́ı

f(y1) = f(y2) = f∗ = inf
y∈Y

f(y),
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potom
f(λy1 + (1− λ)y2) ≤ λf(y1) + (1− λ)f(y2) = f∗ (42.1)

pro libovolné λ ∈ [0, 1]. Konvexnost množiny bod̊u, v nichž funkce nabývá
svého minima, pak vyplývá z toho, že v (42.1) muśı nastat rovnost. Pro
ostře konvexńı funkci f pak nastává rovnost v (42.1) pro λ ∈ (0, 1), pouze
pokud je y1 = y2.

(iii) Protože je funkce f diferencovatelná, pro y, ŷ ∈ Y a λ ∈ (0, 1] máme

f(ŷ + λ(y − ŷ))− f(ŷ) = 〈f ′(ŷ), λ(y − ŷ)〉+ γ(λ(y − ŷ)), (42.2)

přičemž pro funkci γ plat́ı

lim
λ→0+

γ(λ(y − ŷ))

λ
= 0.

Zároveň, protože je f konvexńı, źıskáváme

f(λy + (1− λ)ŷ) ≤ λf(y) + (1− λ)f(ŷ).

Odtud a z (42.2) (a také s použit́ım f ′(ŷ) = 0) obdrž́ıme

f(y)− f(ŷ) ≥ 1

λ
[f(ŷ + λ(y − ŷ))− f(ŷ)] =

=
1

λ
[〈f ′(ŷ), λ(y − ŷ)〉+ γ(λ(y − ŷ))] =

=
γ(λ(y − ŷ))

λ
.

Dokazované tvrzeńı źıskáme limitńım přechodem λ→ 0+.

T́ım jsme dokázali všechna tvrzeńı. �



198 KAPITOLA 42. ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI KONVEXNÍCH FUNKCÍ



Kapitola 43

JENSENOVA NEROVNOST
A JEJÍ DŮSLEDKY

Věta 119 (Jensenova věta) Je-li Y ⊆ Rn konvexńı množina, f : Y → R
konvexńı funkce, y1, . . . , ym ∈ Y, λ1, . . . , λm ≥ 0 takové, že

∑m
j=1 λj = 1, potom

plat́ı nerovnost

f

 m∑
j=1

λjyj

 ≤ m∑
j=1

λjf(yj). (43.1)

Pokud je funkce f nav́ıc ostře konvexńı a λj ∈ (0, 1), j ∈ {1, . . . ,m}, potom
v (43.1) nastává rovnost právě tehdy, když

y1 = · · · = ym.

Poznámka 37 Nerovnost (43.1) se nazývá Jensenova nerovnost.

Problém 316 Dokažte Větu 119.

Řešeńı. Důkaz provedeme matematickou indukćı. Pro m = 2 jde př́ımo o de-
finici konvexńı funkce. Budeme předpokládat, že věta plat́ı pro m > 2. Pro
λm+1 6= 1 je

f(λ1y1 + · · ·+ λmym + λm+1ym+1) =

= f

(
(1− λm+1)

(
λ1y1

1− λm+1
+ · · ·+ λmym

1− λm+1

)
+ λm+1ym+1

)
,

a tedy

f(λ1y1 + · · ·+ λmym + λm+1ym+1) ≤
≤ f ((1− λm+1)ỹ + λm+1ym+1) ≤
≤ (1− λm+1)f(ỹ) + λm+1f(ym+1) ≤
≤ λ1f(y1) + · · ·+ λmf(ym) + λm+1f(ym+1),
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kde

ỹ :=
λ1y1

1− λm+1
+ · · ·+ λmym

1− λm+1
.

Pro př́ıpad ostré konvexnosti a rovnosti v (43.1) necht’ je

y = y1 = · · · = ym.

Pak zřejmě

f(λ1y1 + · · ·+ λmym) = f

y m∑
j=1

λj

 = f(y) = f(y)

 m∑
j=1

λj

 =

=
m∑
j=1

λjf(y) =
m∑
j=1

λjf(yj).

Pro d̊ukaz opačné implikace využijeme opět matematickou indukci. Je-li m = 2
a λ1 ∈ (0, 1), λ1 + λ2 = 1, nastává rovnost

f(λ1y1 + λ2y2) = λ1f(y1) + λ2f(y2)

pouze tehdy, když y1 = y2 (dle definice ostré konvexnosti). Dále předpokládejme,
že tvrzeńı je v platnosti pro m ∈ N a necht’

f

m+1∑
j=1

λjyi

 =

m+1∑
j=1

λjf(yj), (43.2)

kde

λ1, . . . , λm+1 ∈ (0, 1),
m+1∑
j=1

λj = 1.

Polož́ıme-li

ŷ :=
m∑
j=1

λj
1− λm+1

yj ,

potom dostáváme

f(λ1y1 + · · ·+ λmym + λm+1ym+1) =

= f((1− λm+1)ŷ + λm+1ym+1) ≤

≤ (1− λm+1)f

(
λ1

1− λm+1
y1 + · · ·+ λm

1− λm+1
ym

)
+ λm+1f(ym+1) ≤

≤ λ1f(y1) + · · ·+ λmf(ym) + λm+1f(ym+1).
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To však s ohledem na (43.2) znamená, že v obou předchoźıch nerovnostech plat́ı
dokonce rovnosti. Z prvńı z nich dostáváme ŷ = ym+1 a z druhé plyne

y1 = · · · = ym.

Celkem jsme obdrželi
y1 = · · · = ym = ym+1.

�

Problém 317 Uvažujte konvexńı funkci f : R → R a z1 < z2 < z3. Ukažte, že
plat́ı nerovnost

f(z3)− f(z1)

z3 − z1
≥ f(z2)− f(z1)

z2 − z1
.

Problém 318 Pro libovolnou konvexńı funkci f : R → R a u, v > 0 ukažte, že
plat́ı nerovnost

f(u+ v) ≥ f(u) + f(v)− f(0).

Problém 319 Pro riemannovsky integrovatelnou funkci ψ : [a, b] → R a spoji-
tou konvexńı funkci f : R→ R dokažte, že plat́ı nerovnost

f

(∫ b
a ψ(s) ds

b− a

)
≤ 1

b− a

b∫
a

f(ψ(s)) ds,

tj. Jensenova nerovnost v integrálńım tvaru.

Problém 320 Pomoćı Věty 119 dokažte tuto nerovnost

p

√
yp1 + · · ·+ ypn

n
≥ q

√
yq1 + · · ·+ yqn

n

pro p > q > 0 a kladná y1, . . . , yn.

Problém 321 Větu 119 použijte k d̊ukazu Hölderovy nerovnosti

n∑
j=1

|xjyj | ≤

 n∑
j=1

|xj |p
1/p n∑

j=1

|yj |q
1/q

,

kde p, q > 1 splňuj́ı
1

p
+

1

q
= 1,

tj. p, q jsou konjugovaná č́ısla.



202 KAPITOLA 43. JENSENOVA NEROVNOST A JEJÍ DŮSLEDKY



Kapitola 44

DALŠÍ VLASTNOSTI
KONVEXNÍCH FUNKCÍ

Problém 322 Dokažte, že za předpokladu, že Y ⊆ Rn je konvexńı množina a
funkce f : Y → R je na Y konvexńı, je f spojitá v každém relativně vnitřńım
bodě Y .

Řešeńı. Zvolme libovolně bod ỹ ∈ ri (Y ). Necht’ F (y) := f(ỹ−y)−f(ỹ). Tato
funkce je spojitá v bodě y = 0, právě když je funkce f spojitá v bodě y = ỹ.
Budeme ji nyńı uvažovat namı́sto funkce f . Předpokládejme nejdř́ıve, že vnitřek
Y je neprázdná množina. Položme

Kr :=

{
y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn; max

i∈{1,...,n}
|yi| < r

}
,

přičemž r > 0 je dostatečně malé, aby Kr ⊂ Y . Označ́ıme dále vrcholy krych-
le Kr jako y1, . . . , ym, přičemž m = 2n. Definujme

α := max
i∈{1,...,m}

F (yi).

Pro libovolný bod z ∈ Kr plat́ı, že ho lze zapsat jako konvexńı kombinaci bo-
d̊u y1, . . . , ym, a tedy existuj́ı λi ≥ 0, i ∈ {1, . . . ,m} splňuj́ıćı

m∑
i=1

λi = 1, z =

m∑
i=1

λiyi.

Protože funkce F je konvexńı, je

F (z) = F

(
m∑
i=1

λiyi

)
≤

m∑
i=1

λiF (yi) ≤ α.
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Polož́ıme-li K∗ε := εKr pro libovolné ε > 0, pak y/ε ∈ Kr pro každé y ∈ K∗ε ,
a proto

F (y) = F
(ε
ε
y + (1− ε) · 0

)
≤ εF

(y
ε

)
+ (1− ε)F (0) ≤ αε.

Stejně tak máme

0 = F (0) = F

(
1

1 + ε
y +

ε

1 + ε

(
−y
ε

))
≤ 1

1 + ε
F (y) +

ε

1 + ε
α.

Odsud F (y) ≥ −αε, a to dává |F (y)| ≤ αε, což implikuje spojitost funkce F
v bodě 0. V př́ıpadě, kdy ri (Y ) 6= int (Y ), lze tento postup uvažovat s krychĺı
o stejné dimenzi, jakou má množina Y . �

Problém 323 Uved’te konkrétńı př́ıklad funkce a množiny Y , který dokládá, že
tvrzeńı Problému 322 neńı v platnosti pro relativně hraničńı body.

Tvrzeńı uvedené v Problému 322 lze ześılit, což je obsahem věty ńıže (viz
také Definice 26).

Věta 120 Pro konvexńı množinu Y ⊆ Rn, konvexńı funkci f : Y → R a pro
každou kompaktńı podmnožinu M ⊆ ri (Y ) existuje konstanta L tak, že

|f(y1)− f(y2)| ≤ L ‖y1 − y2‖

pro všechna y1, y2 ∈M , tj. funkce f je lipschitzovská na množině M s konstan-
tou L.

Problém 324 Uvažujte konvexńı množinu Y ⊆ Rn, libovolnou indexovou mno-
žinu J a konvexńı funkce fj : Y → R pro každé j ∈ J . Dále necht’ je množina
{fj(y); j ∈ J} shora ohraničená pro každé y ∈ Y . Dokažte, že funkce f defino-
vaná jako

f(y) := sup
j∈J

fj(y), y ∈ Y,

je konvexńı funkce na Y .

Věta 121 Je-li Y ⊆ Rn konvexńı množina, h1, . . . , hm jsou konvexńı funkce na
Y a f : Rm → R je konvexńı a neklesaj́ıćı funkce, potom kompozice

f(h1(y), . . . , hm(y))

je konvexńı funkce na Y .

Problém 325 Dokažte Větu 121.
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Pro následuj́ıćı problém připomeňme, jak definujeme jednostrannou směrovou
derivaci funkce.

Definice 92 Pokud pro f : Rn → R, ỹ ∈ Rn a h ∈ Rn existuje limita

lim
t→0+

f(ỹ + th)− f(ỹ)

t
,

pak je tato limita nazývána jednostrannou směrovou derivaćı funkce f v bo-
dě ỹ a směru h. Použ́ıvá se označeńı f ′(ỹ, h).

Problém 326 Dokažte, že pokud Y ⊆ Rn je konvexńı množina, f : Y → R je
konvexńı funkce a ỹ ∈ ri (Y ), potom existuje f ′(ỹ, h).

Věta 122 Jsou-li X,Y ⊆ Rn konvexńı množiny a ri (X) ∩ ri (Y ) 6= ∅ a je-li
f : X → R konvexńı funkce a h : X → R konkávńı funkce (tj. −h je konvexńı),
přičemž pro každé x ∈ ri (X) ∩ ri (Y ) je f(x) ≥ h(x), potom existuje afinńı
funkce s(x) = 〈a, x〉+ b tak, že pro všechna x ∈ X a y ∈ Y je

f(x) ≥ s(x), s(y) ≥ h(y).

Problém 327 Dokažte Větu 122.

Problém 328 Uvažujte konvexńı množinu Y ⊆ Rn a funkci f , která je silně
konvexńı a spojitá na Y . Dokažte, že potom pro každé k ∈ R je množina

Yk := {y ∈ Y ; f(y) ≤ k}

ohraničená.

Poznámka 38 Zat́ımco silnou konvexnost jako předpoklad v tvrzeńı v Problé-
mu 328 nelze nahradit slabš́ı vlastnost́ı, jakou je ostrá konvexnost, lze tuto větu
zobecnit jinak – viz následuj́ıćı věta.

Věta 123 Jestlǐze je množina Y ⊆ Rn konvexńı a f : Y → R spojitá a konvexńı
funkce a jestlǐze existuje k ∈ R takové, že množina Yk je neprázdná a ohraničená,
potom množina Yk je ohraničená pro každé k ∈ R.
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Kapitola 45

KRITÉRIA KONVEXNOSTI
PRO DIFERENCOVATELNÉ
FUNKCE

Z diferenciálńıho počtu funkćı jedné reálné proměnné je známo, kdy je diferen-
covatelná funkce konvexńı na intervalu I ⊆ R. V této kapitole se zaměř́ıme na
obdobu pro diferencovatelné funkce v́ıce proměnných. Doplňme, že silnou kon-
vexnost́ı s konstantou silné konvexnosti ν = 0 se rozumı́ konvexnost.

Věta 124 Je-li Y ⊆ Rn konvexńı a f diferencovatelná funkce na Y , potom je
tato funkce f silně konvexńı na Y s konstantou silné konvexnosti ν ≥ 0, právě
když je splněna nerovnost

f(y) ≥ f(y0) + 〈f ′(y0), y − y0〉+ ν ‖y − y0‖2 (45.1)

pro každé y, y0 ∈ Y .

Problém 329 Dokažte Větu 124.

Řešeńı. Dokažme nejprve implikaci zleva doprava. Necht’ je funkce f silně
konvexńı s konstantou silné konvexnosti ν ≥ 0. Odtud s uvážeńım diferencova-
telnosti funkce f máme

f(y)− f(y0)− ν(1− λ) ‖y − y0‖2 ≥
1

λ
[f(λy + (1− λ)y0)− f(y0)] =

=
1

λ
[〈f ′(y0), λ(y − y0)〉+ ξ(λ)] =

= 〈f ′(y0), y − y0〉+
ξ(λ)

λ
,
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kde ξ je funkce, pro kterou plat́ı

lim
λ→0+

ξ(λ)

λ
= 0.

Nerovnost (45.1) odtud źıskáme limitńım přechodem pro λ→ 0+.
Pod́ıvejme se na d̊ukaz opačné implikace. Libovolně zvolme y1, y2 ∈ Y a

λ ∈ [0, 1]. Dále položme
y0 := λy1 + (1− λ)y2.

Z nerovnosti (45.1) plyne

f(y1) ≥ f(y0) + 〈f ′(y0), y1 − y0〉+ ν ‖y1 − y0‖2 ,
f(y2) ≥ f(y0) + 〈f ′(y0), y2 − y0〉+ ν ‖y2 − y0‖2 .

Když nyńı vynásob́ıme prvńı nerovnost λ a druhou nerovnost (1−λ) a obě tyto
nerovnosti sečteme, źıskáme

λf(y1) + (1− λ)f(y2) ≥ f(y0) + 〈f ′(y0), λy1 + (1− λ)y2 − y0〉+

+ ν
(
λ ‖y1 − y0‖2 + (1− λ) ‖y2 − y0‖2

)
.

Protože je

y1 − y0 = (1− λ)(y1 − y2), y2 − y0 = λ(y2 − y1),

funkce f je silně konvexńı s konstantou silné konvexnosti ν. Stač́ı uvážit

f(y0) = f(λy1 + (1− λ)y2) ≤ λf(y1) + (1− λ)f(y2)− λ(1− λ)ν ‖y1 − y2‖2 .

�

Věta 125 Je-li Y ⊆ Rn konvexńı množina, potom diferencovatelná funkce f :
Y → R je silně konvexńı na množině Y s konstantou silné konvexnosti ν ≥ 0
tehdy a jenom tehdy, když plat́ı nerovnost

〈f ′(y)− f ′(y∗), y − y∗〉 ≥ 2ν ‖y − y∗‖2

pro všechna y, y∗ ∈ Y .

Problém 330 Dokažte platnost ekvivalence ve Větě 125.

Věta 126 Pro konvexńı množinu Y ⊆ Rn takovou, že int (Y ) 6= ∅, a funkci
f : Y → R se spojitou matićı druhých derivaćı plat́ı, že funkce f je silně konvexńı
na Y s konstantou silné konvexnosti ν ≥ 0, právě když plat́ı nerovnost

〈f ′′(y)h, h〉 ≥ 2ν ‖h‖2

pro každé y ∈ Y a h ∈ Rn.



209

Problém 331 Dokažte Větu 126.

Problém 332 Uvažujte funkce:

(a)
f1(y) := 〈My, y〉+ 〈b, y〉, y ∈ Rn,

kde M je symetrická n× n matice a b ∈ Rn;

(b)
f2(y) := ‖y‖ , y ∈ Rn;

(c)

f3(y) :=

√
1 + ‖y‖2, y ∈ Rn;

(d)

f4(y) :=

√
1 + ‖y‖2, ‖y‖ ≤ 1.

Vyšetřete (ostrou, silnou) konvexnost těchto funkćı (pomoćı předchoźıch vět).
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IX. TRANSCENDENCE

VÝZNAMNÝCH ČÍSEL





Kapitola 46

TRANSCENDENCE
EULEROVA ČÍSLA

Tato a následuj́ıćı kapitola čerpá z rozpracované disertačńı práce Jǐriny Šǐsolákové.
Transcendentnost č́ısla e ukážeme pomoćı postupu Charlese Hermita z roku 1873.
Budeme k tomu potřebovat dvě lemmata.

Lemma 10 Pro polynom f s celoč́ıselnými koeficienty plat́ı, že všechny koefici-
enty k-té derivace f (k) jsou dělitelné k! pro každé k ∈ N.

Problém 333 Dokažte Lemma 10.

Řešeńı. Operace derivováńı je lineárńı, a tak stač́ı ukázat, že tvrzeńı lemmatu
je platné pro xl, kde l ∈ N. Ovšem k-tá derivace xl je nulová pro k > l a pro
k ∈ {1, . . . , l} je pak rovna

k!

(
l

k

)
xl−k.

Očividně
(
l
k

)
je ale celé č́ıslo. �

Lemma 11 Necht’ f je polynom stupně l a má všechny koeficienty reálné. Pro

F (x) := f(x) + f ′(x) + f ′′(x) + · · ·+ f (l)(x), x ∈ R (46.1)

plat́ı

ex
x∫

0

f(t)e−t dt = F (0)ex − F (x), x ∈ R. (46.2)

Poznámka 39 Vztah (46.2) se nazývá Hermitova identita.
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Problém 334 Dokažte Lemma 11.

Řešeńı. K d̊ukazu stač́ı použ́ıt metodu per partes. S jej́ı pomoćı snadno
źıskáme

x∫
0

f(t)e−t dt = f(0)− f(x)e−x +

x∫
0

f ′(t)e−t dt, x ∈ R.

Daľśım aplikováńım metody per partes, celkem obdrž́ıme

x∫
0

f(t)e−t dt = F (0)− F (x)e−x, x ∈ R.

Jednoduchá úprava již dává (46.2). �

Věta 127 Eulerovo č́ıslo e je transcendentńı.

Problém 335 Dokažte Větu 127.

Řešeńı. Budeme sporem předpokládat, že č́ıslo e je algebraické, a tedy je
kořenem polynomu s celoč́ıselnými koeficienty, kdy máme

amem + am−1e
m−1 + · · ·+ a1e + a0 = 0 (46.3)

pro
am 6= 0, a0 6= 0, ak ∈ Z, k ∈ {0, 1, . . . ,m}.

Necht’ f je libovolný polynom s reálnými koeficienty. Hermitova identita (46.2)
dává

F (0)ek − F (k) = ek
k∫

0

f(t)e−t dt, k ∈ {0, 1, . . . ,m},

což vynásob́ıme ak pro k ∈ {0, 1, . . . ,m}. Poté sečteme źıskané rovnice. Za po-
moci (46.3) obdrž́ıme

−
m∑
k=0

akF (k) =

m∑
k=0

ake
k

k∫
0

f(t)e−t dt. (46.4)

Lemma 11 zaručuje, že (46.4) plat́ı pro každý polynom f s reálnými koeficienty.
Zvolme

f(x) :=
1

(n− 1)!
xn−1(x− 1)n · · · (x−m)n, x ∈ R
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pro dostatečně velké přirozené č́ıslo n splňuj́ıćı určité podmı́nky – tyto podmı́nky
uvedeme a použijeme později. Větu 127 dokážeme t́ım, že levá strana rovnosti
(46.4) je nenulové celé č́ıslo, ale pravá strana je v absolutńı hodnotě menš́ı než
č́ıslo 1. To bude požadovaný spor.

Protože polynom f má kořen 0 násobnosti n − 1 a kořeny 1, . . . ,m násob-
nosti n, máme

f (l)(0) = 0, l ∈ {0, 1, . . . , n− 2}, (46.5)

f (n−1)(0) = (−1)mn(m!)n, (46.6)

f (l)(k) = 0, l ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, k ∈ {1, . . . ,m}. (46.7)

Dále podle Lemmatu 10 jsou koeficienty l-té derivace polynomu

xn−1(x− 1)n · · · (x−m)n

dělitelné l!, tj. pro l ≥ n jsou koeficienty f (l) dělitelné n. Uvažme to společně
s (46.1), (46.5) a (46.6). Vı́me tak, že

F (0) =

(m+1)n−1∑
l=n−1

f (l)(0) = (−1)mn(m!)n + nA, (46.8)

kde A ∈ Z. Z (46.1) a (46.7) potom plyne

F (k) =

(m+1)n−1∑
l=n

f (l)(k) = nBk, (46.9)

kde Bk ∈ Z, k ∈ {1, . . . ,m}. V daľśım kroku identifikujeme požadavky na č́ıslo n.
Necht’ n vyhovuje těmto podmı́nkám

n > |a0|, (n,m!) = 1, (46.10)

tj. n a m! nemaj́ı žádného společného celoč́ıselného dělitele větš́ıho než 1. Z (46.8)
a (46.9) vyplývá, že v (46.4) jsou na levé straně pouze celá č́ısla. Z (46.3), (46.8)
a (46.10) potom plyne, že a0F (0) neńı dělitelné n. Všechny hodnoty akF (k)
jsou však pro k ∈ {1, . . . ,m} dělitelné n. Z tohoto d̊uvodu levá strana (46.4) je
nenulové celé č́ıslo. Plat́ı předevš́ım∣∣∣∣∣

m∑
k=0

akF (k)

∣∣∣∣∣ ≥ 1. (46.11)
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Pokud nyńı odhadneme shora absolutńı hodnotu pravé strany (46.4), máme
na intervalu [0,m] absolutńı hodnotu každého činitele x−k pro k ∈ {0, 1, . . . ,m}
shora ohraničenou č́ıslem m. Proto je

|f(x)| ≤ m(m+1)n−1

(n− 1)!
, x ∈ [0,m]

a ∣∣∣∣∣∣
m∑
k=0

ak

k∫
0

f(t)ek−t dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ m(m+1)n−1

(n− 1)!

m∑
k=0

|ak|
k∫

0

ek−t dt <

<
m(m+1)n

(n− 1)!
em

m∑
k=0

|ak| =
Cn

(n− 1)!
· C0,

(46.12)

kde konstanty C a C0 nezáviśı na n. Nerovnosti (46.11) a (46.12) nyńı aplikujeme
na (46.4). Odtud máme

1 ≤

∣∣∣∣∣
m∑
k=0

akF (k)

∣∣∣∣∣ < Cn

(n− 1)!
· C0.

To však nemůže platit pro velká n ∈ N, protože pravá strana konverguje k 0 pro
n→∞. Dostali jsme spor. �



Kapitola 47

TRANSCENDENCE
LUDOLFOVA ČÍSLA

Důkaz transcendentnosti π byl předložen později, než tomu bylo u konstanty e.
Jako prvńı podal úplný d̊ukaz Lindemann v roce 1882. Ve svém d̊ukazu se oṕıral
o podobnou konstrukci, jakou jsme viděli v d̊ukazu transcendentnosti Eulerova
č́ısla. V d̊ukazu využijeme Hermitovu identitu (46.2) a Eulerovu identitu, která
je obsahem lemmatu ńıže.

Lemma 12 (Eulerova identita) Plat́ı

eiπ + 1 = 0.

Problém 336 Dokažte Eulerovu identitu, tj. Lemma 12.

Lemma 13 Necht’ α je algebraické č́ıslo stupně n, tj. necht’ n je nejmenš́ı stupeň
polynomu, jehož je α kořenem. Dále necht’ α1, . . . , αn jsou kořeny daného poly-
nomu nejmenš́ıho stupně. Necht’ polynom

F (x1, . . . , xk;α1, . . . , αn)

s racionálńımi koeficienty pro k ≥ 0 v proměnných α1, . . . , αn je symetrický
vzhledem k α1, . . . , αn. Potom polynom

F (x1, . . . , xk)

v proměnných x1, . . . , xk má také racionálńı koeficienty a F ∈ Q, když k = 0.
Nav́ıc, je-li α kořenem daného polynomu nejmenš́ıho stupně s celoč́ıselnými

koeficienty a polynom F (x1, . . . , xk;α1, . . . , αn) má celoč́ıselné koeficienty pro
k ≥ 0 v proměnných α1, . . . , αn, potom F (x1, . . . , xk) má také celoč́ıselné koefi-
cienty. Nav́ıc F ∈ Z, když k = 0.
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Problém 337 Rozmyslete si, co ř́ıká a proč plat́ı Lemma 13.

Věta 128 Ludolfovo č́ıslo π je transcendentńı.

Problém 338 Dokažte Větu 128.

Řešeńı. Důkaz provedeme sporem, a tedy předpokládejme, že π je alge-
braické. Potom je rovněž c1 := iπ algebraické č́ıslo. Uvažujme polynom g nejnižš́ıho
stupně n s vedoućım koeficientem 1 a s racionálńımi koeficienty, jehož je c1
kořenem. Necht’ c1, . . . , cn jsou všechny kořeny tohoto polynomu g. Z Eulerovy
identity (viz Lemma 12) vid́ıme, že

n∏
i=1

(1 + eci) = 0.

Tato identita může být rozepsána jako

n∏
i=1

(1 + eci) =

1∑
ε1=0

· · ·
1∑

εn=0

eε1c1+···+εncn = 0, (47.1)

kde je 2n sč́ıtanc̊u ve tvaru eϕ. Některé hodnoty ϕ jsou nulové. Počet nenulových
označ́ıme jako m. Proto nulových je a := 2n −m ≥ 1. Ony nenulové exponenty
nyńı označ́ıme ϕ1, . . . , ϕm a (47.1) zaṕı̌seme ve tvaru

a+ eϕ1 + · · ·+ eϕm = 0. (47.2)

Dále ukážeme, že existuje polynom p stupně m s celoč́ıselnými koeficienty,
jehož kořeny jsou právě ϕ1, . . . , ϕm. Nejprve uvažujme polynom

α(x) :=
1∏

ε1=0

· · ·
1∏

εn=0

(x− (ε1c1 + · · ·+ εncn)) ,

který je symetrický vzhledem k c1, . . . , cn, a tedy ho lze vyjádřit pomoćı ele-
mentárńıch symetrických polynomů, které nutně (až na znaménko) splývaj́ı s mi-
nimálńım polynomem c1, tj. s g, a proto má polynom α racionálńı koeficienty,
kořeny ϕ1, . . . , ϕm a kořen 0 násobnosti a. Potom však polynom

γ(x) := x−aα(x)

má racionálńı koeficienty a kořeny ϕ1, . . . , ϕm. Necht’ je r ∈ Z společný jmeno-
vatel koeficient̊u γ. Uvažujme dále polynom

p(x) := rγ(x) = bmx
m + · · ·+ b1x+ b0
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s celoč́ıselnými koeficienty a kořeny ϕ1, . . . , ϕm, přičemž bm > 0, b0 6= 0.
Nyńı v rovnosti (46.2) dosad́ıme po řadě

x = ϕ1, . . . , x = ϕm

a s využit́ım (47.2) obdrž́ıme

−aF (0)−
m∑
k=1

F (ϕk) =

m∑
k=1

eϕk

ϕk∫
0

f(x)e−x dx. (47.3)

Volbou polynomu f ve tvaru

f(x) :=
1

(n− 1)!
bmn−1m xn−1pn(x) =

=
1

(n− 1)!
b(m+1)n−1
m xn−1(x− ϕ1)

n · · · (x− ϕm)n

pro dostatečně velké n ∈ N následně obdrž́ıme požadovaný spor.
Pro derivace funkce f v bodě x = 0 máme

f (l)(0) = 0, l ∈ {0, 1, . . . , n− 2}

a
f (n−1)(0) = bmn−1m bn0 .

Proto je (F je definováno v (46.1))

F (0) =

(m+1)n−1∑
l=n−1

f (l)(0) = bmn−1m bn0 + nA, (47.4)

kde A ∈ Z. Vı́me, že ϕ1, . . . , ϕm jsou kořeny polynomu f s násobnost́ı n, a tedy

f (l)(ϕk) = 0, l ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, k ∈ {1, . . . ,m}.

Podle Lemmatu 10 má l-tá derivace xn−1 pn celoč́ıselné koeficienty, které jsou
všechny dělitelné n! pro l ≥ n. Pro l ≥ n jsou tak koeficienty f (l) celoč́ıselné a
dělitelné n bmn−1m . Máme proto

F (ϕk) =

(m+1)n−1∑
l=1

f (l)(ϕk) = nbmn−1m β(ϕk), k ∈ {1, . . . ,m}, (47.5)

kde
β(ϕk) ∈ Z, k ∈ {1, . . . ,m}. (47.6)
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Uváž́ıme-li, že funkce β je symetrická vzhledem k bmϕk, můžeme ji vyjádřit
pomoćı elementárńıch symetrických funkćı vzhledem k bmϕk. Viz Lemma 13.
Z (47.6) nav́ıc plyne, že také hodnoty elementárńıch symetrických funkćı jsou
v bmϕk celá č́ısla. Proto pro k ∈ {1, . . . ,m} je

bmn−1m β(ϕk) ∈ Z.

Dále zaved’me

D :=
m∑
k=1

bmn−1m β(ϕk), (47.7)

kde D ∈ Z. Z (47.4), (47.5) a (47.7) máme

aF (0) +
m∑
k=1

F (ϕk) = abmn−1m bn0 + n(aA+D). (47.8)

Zvolme n ∈ N tak, aby platilo

n > a, max{c ∈ N; c|n, c|b0bm} = 1, (47.9)

kde u|v znamená, že u děĺı v. Pak ve (47.8) napravo obdrž́ıme celé č́ıslo, které
neńı dělitelné n a je nenulové. Proto∣∣∣∣∣aF (0) +

m∑
k=1

F (ϕk)

∣∣∣∣∣ ≥ 1. (47.10)

Nyńı odhadneme pravou stranu (47.3). Necht’ hodnoty ϕ1, . . . , ϕm jsou všechny
v kruhu daném nerovnost́ı |x| ≤ R. Označme

C := max
|x|≤R

|bmm p(x)| ,

přičemž C nezáviśı na n. Funkci f lze shora ohraničit. Stač́ı uvážit nerovnost

max
|x|≤R

|f(x)| ≤ Rn−1Cn

(n− 1)!
.

Pro dostatečně velké n ∈ N splňuj́ıćı (47.9) je∣∣∣∣∣∣
m∑
k=1

eϕk

ϕk∫
0

f(x) e−x dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
m∑
k=1

ϕk∫
0

|f(x)|
∣∣eϕk−x∣∣dx ≤

≤ Rn−1eR

(n− 1)!
Cn

m∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
ϕk∫
0

dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ m eR

(RC)n

(n− 1)!
< 1.

Odsud, z (47.3) a z (47.10) již plyne, že 1 < 1. To je spor dokazuj́ıćı transcen-
dentnost č́ısla π. �
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Kapitola 48

LIMITY REÁLNÝCH
POSLOUPNOSTÍ

48.1 Stolzova věta

Věta 129 (Stolzova věta) Necht’ pro posloupnosti {an}n∈N a {bn}n∈N plat́ı, že
{an}n∈N je zcela libovolná reálná posloupnost a {bn}n∈N je posloupnost reálných
č́ısel, která je rostoućı a neńı shora ohraničená, tj. limn→∞ bn =∞. Necht’ dále
existuje vlastńı nebo nevlastńı limita

lim
n→∞

an − an−1
bn − bn−1

= L.

Pak plat́ı, že

lim
n→∞

an
bn

= L.

Problém 339 Dokažte Stolzovu větu (tj. Větu 129) – uvažujte dva separované
př́ıpady, kdy L ∈ R a L ∈ {−∞,∞}.

Problém 340 Udejte př́ıklad, který dokazuje, že implikaci ve Stolzově větě (tj.
ve Větě 129) nelze obrátit.

Problém 341 Ukažte, že předpoklad neohraničenosti posloupnosti {bn}n∈N ve
Větě 129 je nutný.

Problém 342 Určete za pomoci Stolzovy věty (tj. Věty 129) limitu limn→∞ pn,
je-li

pn :=

∑n
j=1 j

k

nk+1
, n ∈ N,

kde k ∈ N je dané.
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Problém 343 Proved’te srovnáńı Stolzovy věty (tj. Věty 129) s l’Hospitalovým
pravidlem.

48.2 Cauchyova věta o limitě pr̊uměr̊u

Nejdř́ıve doplňme, že ńıže uvedená Cauchyova věta je d̊uležitá pro Cesàrovu
součtovou metodu, které je věnována Kapitola 23.

Věta 130 (Cauchyova věta o limitě pr̊uměr̊u) Necht’ {rn}n∈N je posloup-
nost reálných č́ısel. Pro posloupnost {sn}n∈N definovanou jako

sn :=
1

n
(r1 + r2 + r3 + · · ·+ rn), n ∈ N

plat́ı, že pokud existuje (vlastńı nebo nevlastńı) limita limn→∞ rn = L, existuje
rovněž limita posloupnosti {sn}n∈N a je rovna také L.

Problém 344 Dokažte Cauchyovu větu o limitě pr̊uměr̊u (využijte Stolzovu vě-
tu, tj. Větu 129).

Problém 345 Necht’ {rn}n∈N a {sn}n∈N jsou posloupnosti z Cauchyovy věty
o limitě pr̊uměr̊u (tj. z Věty 130). Ukažte na př́ıkladu, že limn→∞ sn existovat
m̊uže, ale limn→∞ rn existovat nemuśı.

Věta 131 Necht’ {pn}n∈N je posloupnost kladných č́ısel a necht’ existuje limita

lim
n→∞

pn+1

pn
= L.

Pak plat́ı, že existuje také limn→∞ n
√
pn a je rovna L.

Problém 346 Dokažte Větu 131 pomoćı Cauchyovy věty o limitě pr̊uměr̊u (tj.
Věty 130).

Problém 347 Dokažte, že plat́ı také obecněǰśı výsledek než Věta 131: Pro libo-
volná kladná č́ısla pn, n ∈ N je

lim inf
n→∞

pn+1

pn
≤ lim inf

n→∞
n
√
pn ≤ lim sup

n→∞
n
√
pn ≤ lim sup

n→∞

pn+1

pn
.

Problém 348 Při srovnáńı Cauchyova (tzv. odmocninového) a d’Alembertova
(tzv. pod́ılového) kritéria pro konvergenci nekonečných č́ıselných řad plat́ı, že
Cauchyovo kritérium je silněǰśı. Objasněte tuto skutečnost pomoćı Věty 131 a
Problému 347 a uved’te př́ıklad řady, u které je možné k rozhodnut́ı o konvergenci
použ́ıt Cauchyovo kritérium, ale nikoliv kritérium d’Alembertovo.

Problém 349 Použijte Větu 131 k d̊ukazu identity

lim
n→∞

n
n
√
n!

= e.
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48.3 Stirlingova formule

V této podkapitole budeme symbolem log označovat přirozený logaritmus.

Problém 350 Odvod’te identitu

π

2
= lim

n→∞

1

2n+ 1

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2

. (48.1)

Poznámka 40 Vzorec (48.1) se nazývá Wallisova formule.

Problém 351 Dokažte, že existuje vlastńı limita

lim
n→∞

 n∑
j=1

1

j
− log n

 . (48.2)

Poznámka 41 Doplňme, že hodnotě limity (48.2) se ř́ıká Eulerova konstan-
ta.

Problém 352 Pomoćı Problém̊u 350 a 351 dokažte, že existuje vlastńı limita

lim
n→∞

log
n! en

nn+1/2
.

Problém 353 Necht’ n ∈ N. Na základě dosavadńıch výsledk̊u této podkapitoly
odvod’te, že

n! =
√

2π
nn+

1
2

en
e
γn
12n (48.3)

pro jisté γn ∈ (0, 1).

Poznámka 42 Vzorec (48.3) se nazývá Stirlingova formule.

Problém 354 Použijte Stirlingovu formuli k sečteńı řady

∞∑
n=1

(
n log

2n+ 1

2n− 1
− 1

)
.
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Kapitola 49

NEROVNOSTI

49.1 Youngova a Čebyševova nerovnost

Věta 132 (Youngova nerovnost) Necht’ t > 0 a f je funkce spojitá a rostoućı
na intervalu [0, t] taková, že f(0) = 0. Potom pro z1 ∈ [0, t] a z2 ∈ [0, f(t)] plat́ı

z1∫
0

f(x) dx+

z2∫
0

f−1(x) dx ≥ z1 · z2.

Problém 355 Pomoćı náčrtu objasněte, co ř́ıká Věta 132.

Problém 356 Vyšetřete, za jakých podmı́nek nastává v Youngově nerovnosti
(viz Věta 132) rovnost.

Problém 357 V Youngově nerovnosti výše (viz Věta 132) zvolte vhodně funk-
ci f tak, abyste obdrželi následuj́ıćı tvrzeńı. Je-li s, t ≥ 0, p > 1 a q > 1 takové,
že

1

p
+

1

q
= 1,

potom plat́ı
sp

p
+
tq

q
≥ s · t.

Problém 358 Uvažujte výslednou nerovnost uvedenou v Problému 357 a vy-
vod’te, za jakých podmı́nek plat́ı rovnost.

Věta 133 (Čebyševova nerovnost) Pro funkci h integrovatelnou v Lebes-
gueově smyslu na množině M ⊆ R, pro kterou je h ≥ 0 s.v. na M , plat́ı nerovnost

µ ({x ∈M ; h(x) ≥ C}) ≤ 1

C

∫
M

h(x) dx
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pro každé C > 0, kde µ(A) je Lebesgueova mı́ra množiny A.

Problém 359 Dokažte Čebyševovu nerovnost, tj. Větu 133.

49.2 Hölderova nerovnost

Věta 134 (Hölderova nerovnost pro konečné součty) Pro každé aj ≥ 0,
bj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , n}, p > 1 a q > 1 splňuj́ıćı

1

p
+

1

q
= 1

plat́ı

n∑
j=1

ajbj ≤

 n∑
j=1

apj

 1
p
 n∑
j=1

bqj

 1
q

. (49.1)

Poznámka 43 Nerovnosti (49.1) ve Větě 134 se ř́ıká Hölderova nerovnost pro
konečné součty.

Problém 360 Dokažte Větu 134. Viz také Problém 321.

Věta 135 (Hölderova nerovnost pro nekonečné součty) Necht’ {an}n∈N,
{bn}n∈N jsou libovolné posloupnosti reálných č́ısel a p, q > 1 jsou taková č́ısla,
že

1

p
+

1

q
= 1.

Pak plat́ı nerovnost∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

anbn

∣∣∣∣∣ ≤
( ∞∑
n=1

|an|p
) 1

p
( ∞∑
n=1

|bn|q
) 1

q

,

pokud má součet vlevo smysl.

Problém 361 Pomoćı Věty 134 odvod’te Hölderovu nerovnost pro nekonečné
součty, tj. dokažte Větu 135.

Problém 362 Kdy v Hölderově nerovnosti (viz Věty 134 a 135) nastává rov-
nost?
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49.3 Minkowského nerovnost

Věta 136 (Minkowského nerovnost) Necht’ {an}n∈N, {bn}n∈N ⊂ R jsou li-
bovolné posloupnosti a p ≥ 1. Pak plat́ı nerovnost( ∞∑

n=1

|an + bn|p
) 1

p

≤

( ∞∑
n=1

|an|p
) 1

p

+

( ∞∑
n=1

|bn|p
) 1

p

.

Problém 363 S použit́ım Hölderovy nerovnosti (tj. Věty 135) dokažte Min-
kowského nerovnost (tj. Větu 136).

Problém 364 Je-li aj ≥ 0, j ∈ {1, . . . , n}, pak je funkce f definovaná jako

f : x 7→

 n∑
j=1

axj

 1
x

, x ∈ (0,∞)

nerostoućı. Proto existuje
lim
x→∞

f(x).

Dokažte toto tvrzeńı a určete př́ıslušnou limitu.

Problém 365 Použijte Problém 364 k odvozeńı inkluze mezi prostory posloup-
nost́ı lp1 a lp2 pro 1 ≤ p1 < p2. Dokažte, že daná inkluze je ostrá.
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Kapitola 50

NEKONEČNÉ SOUČINY

Také v této kapitole bude log označovat přirozený logaritmus.

Definice 93 Necht’ je dána reálná posloupnost {an}n∈N. Položme

An := a1 · a2 · a3 · · · · an =
n∏
j=1

aj , n ∈ N.

Řekneme, že nekonečný součin
∏∞
n=1 an konverguje k A a ṕı̌seme

∞∏
n=1

an = A,

pokud existuje nenulová vlastńı limita

lim
n→∞

An = A.

O nekonečném součinu
∏∞
n=1 an řekneme, že diverguje, pokud A = 0 nebo

A =∞.

Věta 137 Nutná podmı́nka pro konvergenci nekonečného součinu
∏∞
n=1 an je

lim
n→∞

an = 1.

Problém 366 Dokažte Větu 137 a rozhodněte, zda je daná podmı́nka postačuj́ıćı.

Problém 367 Necht’ je an > 1, n ∈ N. Dokažte následuj́ıćı ekvivalenci. Ne-
konečný součin

∞∏
n=1

an
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je konvergentńı právě tehdy, když nekonečná řada

∞∑
n=1

log an

je konvergentńı.

Věta 138 Necht’ je an > 0 pro všechna n ∈ N, nebo an < 0 pro všechna n ∈ N.
Potom nekonečný součin

∞∏
n=1

(1 + an)

je konvergentńı právě tehdy, když je nekonečná řada
∑∞

n=1 an konvergentńı.

Problém 368 Dokažte Větu 138.

Věta 139 Necht’ je an > −1 pro všechna n ∈ N. Pokud nekonečný součin

∞∏
n=1

(1 + an)

diverguje k 0, potom
∞∑
n=1

log (1 + an) = −∞.

Problém 369 Dokažte Větu 139.

Problém 370 Plat́ı opačná implikace k tvrzeńı Věty 139? Dokažte ji, nebo
uved’te př́ıslušný protipř́ıklad.

Věta 140 Je-li {an}n∈N rostoućı posloupnost všech prvoč́ısel, pak je

∞∏
n=1

1

1− 1
an

= +∞.

Problém 371 Dokažte Větu 140.

Tvrzeńı Věty 140 doplńıme následuj́ıćı větou.

Věta 141 Je-li {an}n∈N rostoućı posloupnost všech prvoč́ısel, pak pro x > 1 je

∞∏
n=1

1

1− 1
axn

=

∞∑
n=1

1

nx
=: ζ(x),

přičemž ζ je tzv. Riemannova funkce zeta.
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Problém 372 Dokažte Větu 141. Nápověda: Lze využ́ıt identitu (vzorec pro
součet geometrické řady)

1

1− 1
axn

=
∞∑
i=0

1

(axn)i
,

která plat́ı pro všechna n ∈ N a x > 1.
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