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Uvod

Publikace Problémy z matematické analyzy vznikla z potieby rozvijet nadané
studenty se zdjmem o predméty matematické analyzy (napi. M1100-M4100 nebo
M1100F-M3100F na PiF MU ¢ MB142 a MB152 na FI MU). Tento text zahr-
nuje fadu rozmanitych oblasti, na které pfi klasické hodinové dotaci nezbyva cas
(madme na mysli netrividln{ rozvinuti zafazenych témat). V reakci na to vznikla
popf. zahrnujici rozsahlejsi teorii nez tu, ktera se v zdkladnich kurzech matema-
tické analyzy standardné vyucuje. Pro lepsi orientaci je publikace rozdélena do
10 oddili (tématicky piibuznych kapitol) a celkem 50 kapitol. Redeni problémi
zadanych v jednotlivych oddilech (resp. navody k jejich feseni) je mozné nalézt
v pouzité literatuie. Konkrétné se staci omezit na zdroje ptirazené nize.

I. SPOJITOST - [2, 17, 12]

II. DIFERENCIALNI POCET - [7, B, 12, 19]
I1I. INTEGRALNI POCET — [10} (12} 14, (15, [19]

IV. RADY - [5, 6, 8, 21]
e V. FUNKCE S KONECNOU VARIACI - [3, 8, 10, 11]
VI. ABSOLUTNE SPOJITE FUNKCE - [8, 10, 20]

VIL. DALSI TRIDY FUNKCI - [2, 12, [16]
VIII. KONVEXNI ANALYZA — [4, [13]

IX. TRANSCENDENCE VYZNAMNYCH CISEL - [17]
X. DALSI TEMATA - [7, B, [12]



U ¢tenaie se predpokladé znalost alespon jednoho kurzu matematické analyzy
(napt. MB142 nebo MB152); k plnému porozuméni (k feseni naroénéjsich prob-
lému ve vétsiné casti) je vsak tfeba znalost latky v rozsahu vsech predmétu
M1100-M4100. Zajemci zde naleznou partie rozsifujici bézné probiranou latku.
Tato kniha nemé za cil zahrnout feseni predkladanych problému — s vyjimkou
jistych dukazu, které jsou (autory povazované za) zajimavé (resp. ndvodné pro
feseni dalsich problému) nebo které jsou obvykle povazovény za piilis narocné
pro studenty. V kazdé kapitole na nutnou teoretickou pasiz (¢asteéné prohlu-
bujici zakladni l4tku) navazuji lohy lehéiho a posléze tézstho réazu. Vyjimkou
pak nejsou problémy propojujici vice ruznych kapitol i oddila.

Kazdy ctenar, ktery navaze na zakladni kurzy matematické analyzy touto
knihou a zvlddne jeji problematiku, dosdhne nadstandardni irovné znalosti, ¢imz
splni pfani autoru.

Tato publikace vznikla v rdmci projektu MUNI/FR/0893/2019 Fondu roz-
voje Masarykovy univerzity.

V Brné dne 22.12.2020 Autofi
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I. SPOJITOST






Kapitola 1

POLOSPOJITE FUNKCE

Tuto kapitolu vénujeme jedné z dulezitych vlastnosti redlnych funkci, a to tzv.
polospojitosti. Rozlisujeme jednak funkce polospojité v bodé a dale polospojité
na mnoziné. Oba dva pojmy nyni zavedeme a budeme s nimi ddle pracovat. Dle
ocekdvani se nejednd o vlastnosti tak silné, jako je pfimo spojitost funkce.

Definice 1 Necht funkce f je definovand na intervalu (a,b) C R a necht ¢ €
(a,b). Pokud je splnéno

(Ve >0)(35>0)(Vx € (c—0d,c+9))(f(c) —e < f(x)),
pak funkci f oznacujeme jako polospojitou zdola v bodé c.
Analogicky zavadime:

Definice 2 Necht funkce f je definovand na intervalu (a,b) C R a necht ¢ €
(a,b). Pokud je

(Ve >0)(F6>0)(Vz € (c—d,c+0))(f(c) + e > f(x)),
pak funkci f nazjvame polospojitou shora v bodé c.

Poznamka 1 Zrejmé funkce f, kterd je zdola i shora polospojitd v ¢, je v tomto
bodé spojitd (a pochopitelné naopak).

Poznamka 2 Funkce f je ocividné zdola polospojitd v ¢, prdvé kdyz je funk-
ce —f shora polospojita v c.

Problém 1 Dokazte nasledujici tvrzeni. Funkce [ je zdola polospojitd v bodé ¢
pravé tehdy, kdyz
liminf f(z) > f(c),

Tr—C
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resp. shora polospojitd v bodée ¢ prdvé tehdy, kdyz

limsup f(z) < £(0).

Tr—cC

Definice 3 Je-li funkce f polospojitd zdola v kazdém bodé intervalu (a,b), pak
Ji nazgvame polospojitou zdola na intervalu (a,b).

Zcela analogicky:

Definice 4 Je-li funkce f polospojitd shora v kazdém bodé intervalu (a,b), pak
Ji nazyvame polospojitou shora na intervalu (a,b).

Nasledujici problémy jsou spojené s polospojitosti funkce v bodé, resp. na
intervalu.

Problém 2 Formulujte definici funkce polospojité zdola v bodé ¢ zleva, resp.
zZprava.

Problém 3 Vysetiete polospojitost souctu, soucinu a kompozice dvou funkct.

Definice 5 Funkci x definovanou na R tak, Ze

0 proxeRNQ;
x(x) =
1 proxeQ,

nazyvdme Dirichletovou funkct.

Definice 6 Funkci ¢ definovanou na R tak, Ze

() 0 proze{0}URNQ);
€Tr) =

% pro x = % €Z, kdep € Z~ {0} a q € N jsou nesoudélnd,
nazyvdme Riemannovou funkci.

Problém 4 Uvazujte Dirichletovu funkci x a Riemannovu funkci (. Prostudujte
polospojitost téchto dvou funkct.

Definice 7 Necht N C R. Funkci xn definovanou na R tak, Ze

xn(z) =

0 prox € N;
1 prox ¢ N,

nazyvdme charakteristickou funkci mnozZiny N.



Problém 5 Za jaké podminky je charakteristickd funkce mnoZiny N C R polo-
spojitd zdola, resp. shora?

Problém 6 Za jaké podminky je funkce, kterd nabyvd konecné mnoha hodnot,
polospojitd?

Problém 7 Uved'te priklad funkce f polospojité zdola na R, kterd md mnoZinu
bodi nespojitosti hustou v R; jinak feéeno, uvdzite-li véechny otevrené intervaly,
v kaZdém z mich je obsaZen aspori jeden bod nespojitosti funkce f.

Definice 8 Pro redlnou funkci f definovanou na okoli bodu z € R nazyvdme
oscilaci funkce f v bodé z vyjraz

oscy(z) = inf sup |f (t1) — f (t2)]. (1.1)
6>0 t1,t2€(2z—0,2+9)

Dale (také pro redlnou funkci f definovanou v okoli bodu z € R) klademe

limsup f(z) =inf  sup  f(¢),
Tz 0>0 te(2—6,246)

TeSP.

hgcn_)lglff(x) = — limsup(—f(z)).

T—z

Problém 8 Uvazujte libovolnou funkci f, kterd je ohranicend na R. Dokazte,
Ze pak oscy, limsup f a liminf f jsou polospojité funkce na R.

Problém 9 Pro funkci f definovanou na intervalu (a,b) dokazte ekvivalenci
téchto podminek:

(i) f je zdola polospojitd na (a,b);
(ii) mnoZina
(e, 00)) = {2 € (a,b); f(2) > ¢}
je oteviend pro kazdé c € R;
(iii) mnozina
FH(=o0,d]) = {2 € (a,b); f(2) < ¢}

je uzavrend pro kazdé c € R.
Vyslovte odpovidajici tvrzend pro funkce spojité.

Problém 10 S pouzitim tvrzeni z Problému[9 dokazte, Ze pokud jsou funkce fy,
n € N na intervalu (a,b) spojité, fn(x) < foy1(x) prox € (a,b),n€Na f, — f
pro n — oo na (a,b), potom funkce f je zdola polospojitd na (a,b).
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Opaéna implikace v tvrzeni obsazeném v Problému neplati obecné. Je
potieba doplnit jisty predpoklad — viz nasledujici tvrzeni.

Véta 1 Necht je funkce f na intervalu (a,b) zdola polospojitd a zdola ohranicend.
Pak existuje neklesajici posloupnost funkei { fn} spojitych na (a,b) takovich, Ze
fn — f pron — oo na (a,b).

Problém 11 Dokazte Vétu[l. Ndpovéda: Vezméte

fnlx) = i?fb)f(z)+n\z—x|, x € (a,b), n € N.
z€(a,

Problém 12 Zwazte nutnost predpokladu ohranicenosti zdola funkce f ve Vé-
té[1 Jak by znélo toto turzeni pro funkci polospojitou shora?

Véta 2 Necht funkce f je na intervalu (a,b) polospojitd zdola. Pak je funkce f
zdola ohranicend na kazdém intervalu [c,d] C (a,b).

Problém 13 Dokazte Vétu[3. Ndpovéda: MiZete pouZit dikaz sporem a Bolza-
novu—Weierstrassovu vétu o existenci hromadného bodu ohranicené posloupnosti,
popt. lze vyjit z dukazu obdobné véty pro spojité funkce.

Problém 14 Vyslovte odpovidagici vétu k Vété[g pro funkci f polospojitou shora
na intervalu (a,b).

Veéta 3 Necht g a h jsou ohranicené funkce na (a,b). Necht g je shora polo-
spojitd a mecht h je zdola polospojitd. Je-li g(x) < h(x), x € (a,b), pak existuje
spojitd funkce f na (a,b), pro kterou plati

g(z) < f(z) < h(x), x € (a,b).
Problém 15 Dokazte Veétul3.

Problém 16 Dokazte, Ze polospojité funkce maji hustou mnozinu bodi spoji-

tosti. (Viz také Problém[253)



Kapitola 2

SILNA A SLABA
SPOJITOST

Vedle zékladni vlastnosti funkce, jako je spojitost v bodé, resp. na mnozing,
muzeme obdobné zkoumat dalsi druhy spojitosti. V této kapitole si vSimneme
pojmu silnd a slaba spojitost (poté bude nasledovat aproximativni spojitost a
symetrickd spojitost).

2.1 Silna spojitost

Definice 9 O funkci f, kterd je definovand na néjakém okoli bodu xg € R,
rekneme, Ze je silné spojita v bodé x, je-li spinéno:

(36 > 0)(¥e > 0)(Var € (w0 — 6, 70 + 0))(|£(x) — F(w0)| < 2.

Definice 10 Nechf funkce f je definovand na otevieném intervalu I C R.
Rekneme, Ze f je silné spojita na I, jestliZe je silné spojitd v kaZdém bodé
tohoto intervalu.

Problém 17 Obdobngm zpisobem jako v Definici[g lze zavést silnou spojitost
zleva a silnou spojitost zprava. Definugjte tyto pojmy explicitné.

Poznamka 3 Podotknéme, Ze definice silné spojité funkce ,vzesla“ z definice
uddvagict ,klasickou® spojitost, a to zaménou poradi dvou kvantifikdtori. Vyznam
tohoto typu spojitosti je vsak zanedbatelny. Jednd se o skupinu funkci, které od-
povidaji funkcim konstantnim (viz niZe).

Problém 18 Dokazte, ze funkce f je silné spojitd v bodé xy prdvé tehdy, kdyz
je v jistém okoli tohoto bodu konstantni.

7
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Problém 19 Dokazte, Ze funkce f je silné spojitd na otevieném intervalu I
prdvé tehdy, kdyz je na I konstantni.

Nyni zobecnime pojem silné spojitosti pro obecné metrické prostory.

Definice 11 Necht (M, ) a (N, o) jsou metrické prostory. Necht zobrazeni f :
M — N je dané. Rekneme, Ze [ je silné spojité, pokud f(A) C f(A) pro
kazdou mnozinu A C M, kde A je uzdvér mnoZiny A.

Problém 20 Necht (M, o) a (N,o) jsou metrické prostory. Ukazte, Ze kazdé
silné spojité zobrazeni f : M — N je spojité.

Problém 21 Necht (M, o) a (N,o) jsou metrické prostory. Dokazte, Ze jsou
ekvivalentni ndsledujici vyroky:

(i) zobrazeni f: M — N je silné spojité;

(i) plati f(A) = f(A) pro kazdou mnoZinu A C M;

(iii) mnozina f~1(A) je oteviend pro kazdou mnozinu A C N;

(iv) mnozina f~1(A) je uzaviend pro kazdou mnozinu A C N;
)

(v) mmozina f~1(A) je obojetnd pro kazdou mnozinu A C N.

Véta 4 Necht (M,0) a (N,o) jsou metrické prostory. Necht f : M — N je
silné spojité zobrazeni a necht A C M je neprdzdnd souvisld mnoZina. Pak je
mnozina f(A) jednoprvkovd.

Problém 22 Dokazte Vétu[])

Problém 23 Udejte priklad zobrazend, které neni silné spojité, ale zobrazuje
kaZdou meprdzdnou souvislou mnoZinu na jednoprvkovou mnoZinu.

2.2 Slaba spojitost

Nejprve doplnme, ze mnozinou miry nula budeme nadale rozumét mnozinu nu-
lové Lebesgueovy miry (srovnej s Definic [66)).

Definice 12 O funkci f : R — R rekneme, Ze je slabé spojita, je-li mnozina
bodi nespojitosti funkce f miry nula.

Problém 24 Dokazte ekvivalentnost téchto podminek:

(1) funkce f je slabé spojitd;



2.2. SLABA SPOJITOST 9

(ii) pro otevienou mnozinu P C R existuji oteviend mnozina O a mnoZina N
nulové miry tak, Ze plati
/7Y (P)=0OUN;

(iii) pro uzavienou mnozZinu Q C R existuji uzaviend mnozina U a mnozina N
nulové miry tak, Ze plati

U@ =U~N.

Problém 25 Vysetrete, zda je soucet slabé spojitiych funkci téZ slabé spojitd
funkce.

Problém 26 Je soucin slabé spojitijch funkci funkce slabé spojita?

Problém 27 Zjistéte, zda je kompozice slabé spojityjch funkci také slabé spojitd
funkce.

Problém 28 Ukaste, Ze konvoluce (viz Kapitola @) slabé spojitych funkci ne-
mus? byt funkce slabé spojitd.

Problém 29 Dokazte, Ze konvoluce spojité a slabé spojité funkce je funkce slabé
spojitd.
Véta 5 Necht g je slabé spojitd funkce a h je slabé spojitd funkce s vlastnosti,
ze

#(A) > 0= u(h(4)) >0,

kde p je Lebesqueova mira. Potom je konvoluce g a h slabé spojitd funkce.

Problém 30 Dokaste Veétuld.
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Kapitola 3

APROXIMATIVNI
SPOJITOST

Ptedtim, nez se podivame na dalsi typ spojitosti — tzv. aproximativni spojitost,
je potfeba pfipomenout souvisejici uzité pojmy.

Definice 13 Nechf je mnoZina L C R lebesqueovsky méritelnd a je dany bod
xo € R. PolozZme

L _
D(L,z0) = tim L0 = hy2o £ )

3.1
Jim, 5T , (3.1)

kde u je Lebesgueova mira. Hustotu mnoziny L v bodé xg definujeme jako
D(L,xy), jestlize limita (3.1)) ezxistuje. Bod x¢ nazveme bodem hustoty mno-
ziny L, jestlize D(L,xo) = 1.

Poznamka 4 Ocividné je 0 < D(L,zg) < 1.

Poznamka 5 Je-li xg vnitinim bodem mnozZiny L, pak je bodem hustoty mno-
zZiny L.

Poznamka 6 Jestlize je bod xg bodem hustoty mnoZiny L a O = R\ L, pak
D(O,xy) = 0. V tomto pripadé nazveme bod xo bodem fFidkosti mnoziny O.

Problém 31 Ukazte na prikladu, Ze limita (3.1) nemusi existovat.

Problém 32 Dokazte tvrzeni: Pro lebesqueovsky meéritelnou mnozinu L C R je
bod xg € R bodem hustoty mnoziny L pravé tehdy, kdyz

h—0 h

=1.

11
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Véta 6 (Lebesgueova véta o hustoté) Pro lebesqueovsky méritelnou mnoZi-
nu L C R jsou skoro vsechny body z L body hustoty mnozZiny L. Zejména, jestlize
je u(L) > 0, pak existuje bod xg z mnoziny L takovy, Ze D(L,xo) = 1.

Problém 33 Dokazte Lebesgueovu vétu o hustoté.

Problém 34 Uvazujme mnozZinu N konecéné miry a definujme
N = p(N N (—o0,z]), z € R.

Ukazte, Ze plati:

(i) funkce yn je neklesajici na R a absolutné spojitd (viz Definice na
kazZdém uzavieném intervalu I C R;

(ii) pokud je p(N) > 0, pak yn nend konvezni na R (viz Definice [91);
(iii) bod xo € R je bodem hustoty mnozZiny N prdvé tehdy, kdyz
V(o) = 1.

Definice 14 Nechf je funkce f definovand na jistém okoli bodu xo € R. Pak
Ji nazyvdme aproximativné spojitou v bodé xg, jestliZe existuje mnoZina
N CR takovd, Ze D(N,zp) =1 a

lim  f(z) = f(zo).

r—xo,2EN

Definice 15 Funkce f je aproximativné spojitd na intervalu (a,b), jestlize
je aproximativné spojitd v kazdém bodé intervalu (a,b).

Véta 7 (Denjoyova véta) Je-li funkce f na intervalu [a,b] skoro vsude koneénd,
pak je f méritelnd prdavé tehdy, kdyz je ve skoro vsech bodech intervalu [a, b] apro-
ximativné spojitd.

Problém 35 Dokazte, Ze je-li funkce f spojitd v bodé xq, pak je v tomto bodé
také aprorimativné spojitd.

Problém 36 Uvazujte funkci
1
f(z):=sin—, z#0, f(0):=0.
x
Dokazte, Ze funkce f neni aprorimativné spojitd v bodé 0.

Problém 37 Dokazte, Ze k funkci f z Problému[30 existuje funkce primitivni,
prestoZe f nend aprorimativné spojitd.
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Problém 38 Uvazujte systém K viech méritelngch mnozin K C R takovych, Ze
pro kazZdy bod x € K plati, Ze je bodem hustoty mnoZiny K. UvazZujte libovolnou
funkci f, kterd je konecénd na R. Dokazte, Ze funkce f je aproximativné spojitd
prdvé tehdy, kdyz pro kazdé c € R je

{z €R; f(x) >c} €K, {z eR; f(x) <c} eK.

Problém 39 Uvazujte systém K méritelngch mnozin uvaZovany v Problému[38,
Vysetrete uzavrenost na jednotlivé mnozinové operace tohoto systému.

Problém 40 Necht g, h jsou funkce aproximativné spojité na R a k € R. Dokazte,
Ze funkce g+ h, k- g a g-h jsou aprorimativné spojité na R.

Problém 41 UvaZte stejnomérné konvergentni posloupnost aproximativné spo-
jJitgch funkci na intervalu (a,b) a rozhodnéte, jestli je jeji limita aproximativné
spojitd funkce.

Véta 8 Ke kazdé ohranicené aprorimativné spojité funkci existuje funkce pri-
mativng.

Problém 42 Dokazte Vétu[§ tak, Ze pro funkci ohranicenou a aprozimativné
spojitou ukdzZete, Ze je rovna derivaci svého neurcitého Lebesqueova integrdlu.
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KAPITOLA 3. APROXIMATIVNI SPOJITOST



Kapitola 4

SYMETRICKA SPOJITOST

Nyni se podivame na dal$i vyznamny typ spojitosti — tzv. symetrickou spojitost.
Samotny pojem predstavuje analyticky problém, kdy jsou zavedeny nové definice
a nasledné se vysetiuje, zda je mozné standardni vlastnosti prenést i na tyto
definice.

Definice 16 O funkci f, kterd je definovand na okoli bodu xg € R, Fekneme, Ze
je symetricky spojita v bodé zq, pokud

lim [f(2o + h) = f(zo — h)] = 0.

Je-li funkce f symetricky spojitd v kazdém bodé intervalu (a,b), pak Fekneme, Ze
je symetricky spojita na intervalu (a,b). Funkci f nazgvdme symetricky
spojitou na uzavieném intervalu [a,b], je-li symetricky spojitd na intervalu
(a,b), spojitd zleva v bodé b a spojitd zprava v bodé a.

Problém 43 Rozhodnéte o platnosti ndsledujicich tvrzeni. Pripadnou neplat-
nost implikaci ukazte na protiprikladu.

(1) Je-li funkce f spojitd v bodé xo, pak je f symetricky spojitd v tomto bodé.
(i1) Je-li funkce f symetricky spojitd v bodé xq, pak je f spojitd v tomto bodé.

(iii) Jsou-li funkce g a h symetricky spojité v bodé xg a av, B € R, pak je linedrni
kombinace ag + Bh symetricky spojitd funkce v bodé xq.

(iv) Jsou-li funkce g a h symetricky spojité v bodé xq, pak je soucin g-h syme-
tricky spojitd funkce v bodé xq.

(v) Jsou-li funkce g a h symetricky spojité v bodé xg, pak je max{g,h} symet-
ricky spojitd funkce v bodé xg.

15
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(vi) Je-li funkce g symetricky spojitd v bodé xo a h symetricky spojitd v bodé
g(xo), pak je funkce h o g symetricky spojitd funkce v bodé x.

Problém 44 Rozhodnéte o platnosti ndsledujicich tvrzeni. Pripadnou neplat-
nost implikaci ukazte na protiprikladu.

(i) Jsou-li f,, spojité funkce v bodé xy a fn(xo) = f(xo) pro n — oo, pak je f
symetricky spojitd funkce v bodé xq.

(i) Jsou-li funkce f, symetricky spojité na intervalu (a,b) pron € N a {f,}5°;
konverguje stejnomérné k funkci f na intervalu (a,b), pak je funkce f sy-
metricky spojitd na intervalu (a,b).

(iii) Je-li funkce symetricky spojitd na uzavieném intervalu [a,b], pak je tato
funkce ohranicend na [a,b).

(iv) Je-li funkce symetricky spojitd a ohranicend na uzavieném intervalu [a,b],
pak tato funkce nabyvd na |a,b] svého maxima.

(v) Je-li f symetricky spojitd funkce na intervalu (a,b), pak je funkce f dar-
bouzovskd na intervalu (a,b) (viz Kapitola[36).

(vi) Je-li funkce f symetricky spojitd v 0 a je-li Tesenim funkciondlni rovnice
F(x+y) = F(z)+ F(y) na R, potom je f linedrni na R.

Véta 9 Necht J C R je otevienyj interval a necht f je funkce symetricky spojitd
na J. Pak plati, Ze existuje hustd podmnozina intervalu J takovd, Ze funkce f je
spojita v kazZdém bodé této podmmnoziny.

Problém 45 Dokazte Vétu[d

Véta 10 Necht J C R je otevienyj interval a necht je na ném funkce f ohraniéend
a symetricky spojitd. Pak oscilace funkce f zavedend v (1.1)) je funkce symetricky
spojitda na intervalu J.

Problém 46 Dokazte Vétu 10

Véta 11 Necht J C R je otevieny interval a f je funkce symetricky spojitd
na J. Pak plati, Ze funkce f je skoro vsude spojitd na intervalu J.

Problém 47 Pomoci Véty[10 dokazte Vétu[11], kterd je zesilenim Véty[9

Poznamka 7 Z Veéty[1]] plyne, Ze kazdd symetricky spojitd funkce je méritelnd.
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Problém 48 Ukazte, Ze ohranicend symetricky spojitd funkce na [a,b] je rie-
mannovsky integrovatelnd na [a, b].

Problém 49 Ukazte, Ze na R existuje symetricky spojitd funkce, pro kterou
plati, Ze je nespojitd v nespocetné mnoha bodech.

Problém 50 Uvedte priklad funkce h takové, Ze mnozina C, kterd je pro libo-
volnou funkci f zavedena jako

C7 = {z € (a,b); f je symetricky spojitd v x},
neni lebesqueovsky meritelnd.

Problém 51 Dokazte, Ze pro lebesgueovsky méritelnou funkci f je mnoZina C;
lebesgqueovsky meritelnd.
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Kapitola 5

BODY NESPOJITOSTI
OBECNYCH FUNKCI

Nejprve pripomenme zndmou definici.

Definice 17 Necht je ddna funkce f.
(i) Necht funkce f neni spojitd v bodé xo a necht existuje vlastni limita

lim f(z) =L,

T—rT0
tj. f(xo) # L. Potom se bod xy nazgjvd bodem odstranitelné nespoji-
tosti funkce f.

(ii) Jestlize vlastnd limita lim,_,4, f(x) neexistuje, potom se bod x¢ nazyvd bo-
dem neodstranitelné nespojitosti funkce f. V tomto pripadé mohou
nastat dvé moznosti:

(a) Limita zleva

f(zg) := lim f(z)

QL‘—)CCO

a limita zprava

f(zf) == lim f(z)

+
(E—)IEO

existuji a jsou vlastni, ovsem nerovnaji se. Pak nazyvdme bod xg
bodem nespojitosti prvniho druhu a hodnotu f (xar) - f (xa)
nazyvdme skokem funkce f v bodé xg.

(b) Pokud nékterd z jednostrannijch limit

lim f(z), lim+ f(x)

.’E—>$0 :17—}{[!0
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20 KAPITOLA 5. BODY NESPOJITOSTI OBECNYCH FUNKCI

neexistuje nebo je nevlastni, potom nazgyvame bod xo bodem nespo-
jitosti druhého druhu.

Véta 12 Pro otevieny interval I C R a libovolnou funkci h : I — R je mnoZina
bodi nespojitosti pruniho druhu funkce h nejvyse spocetnd.

Problém 52 Dokaste Vétuli2

Reseni. Nejprve zavedeme dale pouzivané mnoziny. Oznacme M mnozinu
vSech bodu nespojitosti prvniho druhu funkce h na intervalu I a

MT = {xo €I; lim h(z)# h(wo)}a

T—x0+

M~ = {.’Eo el wgglih(f) ?é h(flfo)}7

M = {$0 el; lim h(z)> h(:no)},

T—x0+

My = {xo €l; lim h(z) < h(xo)}.

r—xo+

Je ziejmé, ze M = MT UM~ a M+ = M;" U M. Déle uspotddejme do prosté
posloupnosti {qx}ren vSechna raciondln{ éfsla, tj. Q = {qx; & € N}. Necht ¢ je
zobrazeni, které kazdému xzg € M 1+ prifazuje raciondlni ¢islo z intervalu

(h(:co), lim h(x))

T—xT0+

s nejmensim indexem v posloupnosti {gx }ren. To znamend, ze q(xo) = q; prave
tehdy, kdyz

oy € ()., im 1))

a
{a1,92,...,qj—1} N (h(xo),xE%Jr h(a:)) = 0.
Polozme
g ' (t) == {wo € M{"; q(mo) =t} .
Zejména

M= o). (5.1)

teQ

Chceme ukazat, ze pro t € Q je kazd4 mnozina ¢~ !(t) nejvyse spocetnd, ¢imz
dokazeme (uvazenim (§5.1])) tvrzeni véty pro mnozinu M, .
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Zvolme t € Q libovolné. Vezmeme-li do iivahy definici mnoziny M1+ i zobra-
zeni q, pro kazdé xo € ¢~ () existuje §(zg) > 0 takové, Ze

h(y) > q(zo) =t,  y € (zo, 20 + (20)) - (5.2)
Pokud existuji body z1, 22 € ¢~ () s vlastnosti, ze
r1 < X2, q(z1) = q(z2) =1,
potom z plyne
(1,21 4+ 6(x1)) N (22,22 + 6(x2)) = 0.
Pro z1 < z9 < x1 + §(z1) se totiz snadno presvédcime o vyplyvajicim sporu
t=q(z1) < h(z2) < q(z2) =t

Proto je pro zg € ¢ '(t) systém intervalii (zq,xo + d(x0)) disjunktni. Odtud
médme, ze mnozina ¢~ (t) je pro kazdé t € Q nejvyse spocetn.

Zcela analogicky je mozné dokazat, ze je nejvyse spoCetnd i mnozina MQJr ,
kterou muzeme zapsat jako

+ _ . 3 _ _
My = {xo € I; mlg:%-f h(z) > h(:co)}.

Jestlize pak mnozinu M~ uvazime jako sjednoceni M; U M, , kde

—xo—

M| = {xg €l; lim h(z)> h(xo)},

My = {xo €l; lim h(z)< h(a;o)},

T—T0—
lze podobné dokazat, ze je taktéz nejvyse spocetna. Mnozina M je sjednocenim

dvou nejvyse spocetnych mnozin, a proto je nejvyse spocetna. O

Véta 13 Je-li A C R libovolnd spocetnd mmnozina, potom existuje funkce f :
R — R takovd, Ze prdavé mnoZina A je pro ni mnozZinou bodu nespojitosti proniho
druhu.

Problém 53 Dokaste Vétu[I3.
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KAPITOLA 5. BODY NESPOJITOSTI OBECNYCH FUNKCI



II. DIFERENCIALNI POCET






Kapitola 6

ZOBECNENI ZAKLADNICH
VET DIFERENCIALNIHO
POCTU

Definice 18 Bod z € R je nulovym bodem funkce f ndsobnosti p € N, pokud
f@)=f(z) == f"D(z) =0
a f®)(z) #0.
Zatneme zobecnénim Rolleovy véty.

Véta 14 Méjte funkci f spojitou na intervalu [a,b] takovou, Ze na (a,b) existuje
™ pro dané n € N. Necht ddle 1, s, . . . ,x; € R spliiugict

a<z<T9<--<xj<Db
gsou nulové body funkce f s ndsobnostmi ki, ka,...,k;, pro které plati
ki +ka+-+kj>n+1
Potom ezistuje bod v € (a,b) takovy, ze f™(v) = 0.
Problém 54 Dokazte Vétu[1].
Pokracujme zobecnénimi Lagrangeovy véty.

Véta 15 Mejte libovolnou spocetnou mnozZinu S a funkci f, kterd je spojitd
na intervalu [a,b] a jeji jednostrannd deriwvace f', existuje (jako vlastni nebo
nevlastni) na mnoziné U = [a,b) . S. Potom plati

m(b—a) < f(b) = f(a) < M(b—a),

25
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kde

m := inf f (), M := sup f! (z),
zelU zelU

s vyjimkou situace, kdy je funkce f na [a,b] linedrni.
Problém 55 Dokaste Vétu[I4.

Véta 16 Meéjte konecnou mnozZinu N a funkci f, kterd je spojitd na intervalu
la,b] a takovd, Ze existuje jeji derivace f' na mnoziné (a,b) ~ N. Pak existuje
c € (a,b) takové, Ze

|f() = f(@)| < ()] (b - a).
Problém 56 Dokaste Veétu[I0.
Dale pripomenme jedno uziteéné tvrzeni.

Veéta 17 Je-li p polynom stupné n, ktery md pouze redlné koreny, potom poly-
nom p\9) pro libovolné j € {1,...,n — 1} md jen redlné koreny. Navic, pokud
vSechny koreny polynomu p ndlezi do intervalu [a,b], potom v tomto intervalu
jsou rovnés vsechny koreny polynomu pU).

Problém 57 Dokazte, Ze vsechny koteny polynomu definovaného jako
n
p:xwﬁ((ag—l)n)
lezi v intervalu [—1,1]. Uvazte Vétu |17
Poznamka 8 Polynom p definovany v Problému[57 je tzv. Legendredv polynom
n-tého stupné (az na multiplikativnd konstantu,).

Véta 18 Necht O je spocetnd mmnoZina. Méjte funkci f spojitou na intervalu
la,b] takovou, Ze f! existuje (jako vlastni ¢i nevlastni) na [a,b) ~ O. Potom
funkce f je neklesajici na intervalu [a,b], pokud f (x) >0 pro x € [a,b) N\ O.
Problém 58 Dokaste, Ze plati Véta[18.

Problém 59 Formulujte pro nerostouct funkce analogické tvrzeni k tvrzeni uve-
denému ve Vete[I8.

Nyni dopliime Vétu

Véta 19 Necht plati predpoklady uvedené ve Vété . Dadle necht je na husté
podmnoziné [a,b] splnéno f'. > 0. Potom je funkce f na intervalu [a,b] rostouct.
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Problém 60 Dokazte Veétu[13.
Problém 61 Rozhodnéte, zda je mozné tvrzeni Véty[19 obrdtit.
Problém 62 Necht S je spocetnd mnoZina. PouZijte Vétu k dokdzdni ne-

existence spojité funkce h na intervalu [0,1] takové, Ze pro x € [0,1) \ S plati
b (xz) = +oo.
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Kapitola 7

FUNKCE S DERIVACEMI
VSECH RADU

Nejprve zavedeme tiidu funkei ™.

Definice 19 Necht xy € R a necht f je funkce, kterd je definovand v okoli
tohoto bodu a md v xy derivace vech Tadu, coz zapisujeme jako f € ¢ (xg).
Je-li M oteviend mnoZina, oznacujeme jako ¢ (M) mnoZinu vsech funkct, které
maji v kazdém jejim bodé derivace viech Tddi.

Definice 20 Necht f € p>(xg). Taylorova fada funkce f v bodé zo je defi-
novdna jako

T{O(x) = Z Jm:‘to) (x — x0)"™.
n=0 ’

Problém 63 Necht zg € R. Uved'te priklad identicky nenulové funkce h takové,
Ze h € o™ (x0) a soucasné

h _ —
Th(x) =3 - (= 20)" =0
n=0

pro x € R.
Problém 64 Uvazujte funkci

oo

h(z) = Ze_” Cos (nzx) , z eR.
n=0

Dokazte, zZe Taylorova Tada Té‘ funkce h v bodé x¢g = 0 konverguje pouze v jednom

bode.
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Problém 65 Najdéte funkci h takovou, Ze h € p™(x9) a
h ¢ =(0(x0,0)), >0,
kde O(x,0) je okoli bodu x¢ o polomeéru o.
Problém 66 Necht n € N a e > 0. Najdéte funkci h takovou, Ze

h e ()OOO(<_17 1))

(i)
h0)=H(0)=---=hr"DO)y=0, KM (0)=1;

(i)
\M“@ﬂ<s, ze(-1,1),ke{0,1,...,n— 1}

(i)
Mwmﬂ>m k>n+1, keN.

Problém 67 Uvazte libovolnou posloupnost {ry }nen redlnych éisel. Dokazte, Ze
existuje funkce f € p>(0) takovd, Ze

f™0)=r,, neN

Problém 68 Uved'te priklad funkce f € p>(0) takové, Ze

=Y "

|
0 n:

n\n
n
T .

Viz také Problém[07].
Nyni zavedeme vzdalenost prvku z mnoziny ¢ ([0, 1]).

Definice 21 Necht f,g € ¢*°([0,1]), pricemz v krajnich bodech jsou uvaZovdny
prislusné jednostranné derivace. Necht ddle

kde

pro kaZdou funkci h € > ([0,1]).
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Problém 69 Ukazte, zZe je p°>°([0,1]) dplng metricky prostor s metrikou p (viz

Definice .

Definice 22 Necht t > 0 a L > 0. Jako M(L,t) oznacujeme mnoZinu vsech
f € ¢>([0,1]), pro kterd existuje x¢ € [0,1] s vlastnosti, Ze

F0)| <L ne{o1, )

Véta 20 Pro kazdé L > 0 at > 0 je mnozina M(L,t) uzaviend v metrickém
prostoru (¢>((0,1]), p).

Problém 70 Dokazte Vétu[20.

Véta 21 Pro kazdé L > 0 at > 0 je mnozina ¢*([0,1]) ~ M(L,t) hustd v me-
trickém prostoru (©>°([0,1]), p).

Problém 71 Dokaste Vétu[2].
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Kapitola 8

ANALYTICKE FUNKCE

Touto kapitolou navazujeme na Kapitolu |7} Zvlasté budeme pouzivat tam zave-
dené symboly a uvazovat realné funkce jedné realné proménné.

Definice 23 Funkci f nazjvdme analytickou v bodé xq, pokud:

(i) f €™ (o)

(ii) ezistuje 6 > 0 takové, Ze
T (2) = f(2)

pro vSechna x € (xg — 0,20 + 0).

Systém vsech funkct, které jsou analytické v bodé xo, znacime symbolem A(xg).
Dadle pro otevienou mnozinu M oznacujeme jako A(M) systém viech funkct,
které jsou analytické v kaZdém bodé této mnoZiny M.

Je dobfe znamo, ze
A(zo) € 9™ (20).

Tato inkluze je ostré, coz je obsahem nasledujiciho problému.
Problém 72 Dokazte, Ze

9> (o) \ A(zo) # 0.
Tj. wved'te priklad odpovidajici funkce. (Viz Problém . )

Problém 73 UvazZujte funkci g zadanou mocninnou radou a polomérem kon-
vergence R > 0, tj.
oo
g(z) = Z anz"
n=0
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pro x € (—R, R). Dokazte, Ze pak g € A(0) a pro x € (—R, R) plati
1Y (z) = Zanx”,
n=0

a tedy g = T§ na intervalu (—R, R).

Véta 22 (Bernsteinova véta) Je-li funkce f nezdpornd na intervalu I a pokud
jsou vsechny jeji derivace také nezdaporné na tomto intervalu, potom f € A(I).

Problém 74 Dokazte Bernsteinovu vétu. Napovéda: VyuZijte kupt. exponencidlni

funkci f(z) = e”.
Problém 75 Ukazte, Ze pokud g € ¢*°(R), pak je mnozina
Ay = {z € R; g je analytickd funkce v bodé x}
otevrend.
Problém 76 Ukazte, Ze pokud g € A((a,b)) a mnozina
B = {x € (a,b); g(x) = 0}
md v intervalu (a,b) hromadny bod, potom g = 0 na intervalu (a,b).
Nyni se podivame na obtiznéjsi ¢ast studované teorie.

Problém 77 Uvazujtet > 0 a funkci f; : R — R, kterd je definovdna ndsledujicim

vztahem

+2

filw) = ea?—t2 x € (—t,t);
0, x ¢ (—t,t).
Dokazte:
(i) fi € e*(R);
(ii) funkce fi je analytickd ve viech bodech x € R aZ na x = —t a x = t.

Problém 78 Uvazte prostou posloupnost vsech raciondlnich ¢isel {ay }nen. Ddle
pro t > 0 wvazte mnoZinu

N(t) == U (an —t27" 1 a, + 127771
n=1

Ukazte, ze mnozZina N(t) je oteviend a hustd mnoZina v R.
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Problém 79 Necht t > 0. Uvazujte funkci f; : R — R z Problému a
mnoZinu N (t) z Problému[78 Podle Problému[7§ je

N(t) = U (ﬁn_anvﬁn+an)a

pricemz {an}nEN C (07 OO)? {Bn}nEN CRa intem}al@/ (Bn — Qnp, Bn + an) jSO’LL po
dvou disjunktni. Dokazte nerovnost

Ly := sup {‘féi,?(x)

;ie{O,l,...,n},xeR}<oo
pro n € N.

Problém 80 Nechf t > 0. Uvazujte znaceni z Problému a funkci

Z fa” ﬂn xz eR.

Dokazte ndsledugici turzend:
(i) ge(x) >0, prdvé kdyz x € N(t);
(i) funkce g¢ nent identicky nulovd na Zddném intervalu kladné délky;
(i) gt € ¢ (R);
(iv) Taylorova tada funkce g; se stiedem v bodé xog ¢ N(t) je identicky nulovd;
(v) gt € A(zo), prdvé kdyz xo € N(t).
Problém 81 Pro liché prirozené ¢islo I > 1 polozte
h(z) ::iw, x € R.

n!
n=0

Ukazte, Ze funkce h ndlezi do ¢*°(R), ale neni analytickd v Zadném bodé R.
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Kapitola 9

DINIHO DERIVACE

Definice 24 Necht funkce g je definovand v okoli bodu xy. Klademe

D*g(w0) 1= lim sup I = 9(0).
ac—mg' T — Xo

D, g(xp) := liminf M,

m—ma' T — X

D g(w0) 1= lim sup I = 9(0).
Tz T — X

D_g(xp) := liminf M.

Ty T — o

Tyto hodnoty DV g(xg), Dyg(xo), D™ g(xo) a D_g(xo) se nazjvaji Diniho de-
rivace funkce g v bodé xg.

Poznamka 9 Diniho derivace na intervalech se pak definuji bod po bodu.

Definice 25 Necht funkce g je definovand v okoli bodu xo. Klademe

D g(xp) := lim inf 9(z) — g(zo)

T—rTQ T — To
a
D () 1= lim sup L) = 9(F0).
T—rXTQ T — X0

Hovori se 0o dolni a horni derivaci funkce g v bodé xy.

Poznamka 10 Zrejmé derivace g'(xq) existuje, prdavé kdyz D g(zo) = D g(xo).
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Poznamka 11 Obecné plati
D g(wo) = min{D,g(x0), D_g(x0)}, D g(wo) = max{D¥g(z0), D~ g(z0)}.

Problém 82 Dokazte, Ze funkce g je spojitd v bodé xg zprava, pokud jsou c¢isla
Dt g(zo) a Dyg(xg) koneénd.

Pred nésledujicim problémem pfipomenme jednu zékladni definici.

Definice 26 Funkci f : I — R nazyvdme lipschitzovskou na intervalu I,
pokud existuje konstanta L > 0 takovd, Ze pro vsechna ti,to € I je

|f(t2) — f(t1)] < Lta — ta].

Problém 83 Dokaste, Ze Diniho derivace D" g, Dyg, D™ g a D_g jsou ohranic¢ené
funkce na intervalu I, pokud je funkce g lipschitzovskd na I.

Problém 84 Uvazujte libovolnou funkci g : (a,b) — R. Dokazte, Ze mnoZina
{z € (a,b); D7 g(z) < Dyg(x)}

je mejvyse spocetnd.

Problém 85 Urcete Diniho derivace pro Dirichletovu funkci (viz Definice @

Problém 86 Urcete Diniho derivace pro Riemannovu funkci (viz Definice @

Véta 23 (Rolleova véta pro Diniho derivace) UvaZujte funkci g spojitou
na intervalu [a,b], pro kterou je g(a) = g(b) = 0.

(1) Jestlize neplati, Ze na intervalu [a,b] je g < 0, potom ezistuje nejméné
jeden bod & € (a,b) takovy, Ze pro Diniho derivace plati

D7g(§) =2 D-g(§) 20,  D4g(§) <D g(¢) <0.
Jestlize naopak plati, Ze na intervalu [a,b] je g < 0, potom

Dig(a) < D¥g(a) <0,  D7g(b) > D_g(b) > 0.

(i) Jestlize neplati, Ze na intervalu [a,b] je g > 0, potom existuje nejméné
jeden bod & € (a,b) takovy, Ze plati

D_g(§) <D7g(§) <0,  Dg(&) > D4g(§) > 0.
Jestlize naopak plati, Ze na intervalu [a,b] je g > 0, potom

D*g(a) > Dig(a) >0,  D_g(b) <D g(b) <0.
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Problém 87 Dokazte obé édsti Rolleovy véty pro Diniho derivace.

Problém 88 Predlozte priklad, ktery ukazuje, Ze predpoklad spojitosti funkce g
ve Vété[23 je nezbytny.

Problém 89 Vétu[23 pouZijte k dikazu zobecnéni Lagrangeovy véty v ndsledujicim
znénd. Je-li funkce f spojitd na intervalu [a,b], pak existuje nejméné jeden bod
¢ € (a,b) takovy, ze

p_fie) > 1O 5 pe g
nebo

D™f(§) <

TO=I) < pse).

—a

Problém 90 Dokazte, Ze pokud je funkce h spojitd na intervalu [a,b] a na tomto
intervalu je D_h > 0, potom je funkce h na intervalu |a,b] neklesajici.

Na zdvér kapitoly uvedme pro Diniho derivace jeden velmi silny vysledek.

Véta 24 (Denjoyova—Youngova—Saksova véta) Necht g je libovolnd funkce
definovand na intervalu I. Existuje mnozZina X C I nulové miry s vlastnosti, Ze
pro kazdé xo € I ~ X nastdvd prdvé jedna z mozZnosti:

(i) existuje vlastni derivace g'(xo);
(i)

D g(xz0) = D_g(x0) € R, D™ g(xg) = o0, D, g(zg) = —o0;

D™ g(wo) = Dyg(wo) € R, Dt g(zg) = o0, D_g(xg) = —o0;

D" g(w0) = D™ g(x0) =00,  Dig(xo) = D_g(w) = —c0.
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Kapitola 10

SYMETRICKA A DRUHA
SCHWARZOVA DERIVACE

10.1 Symetricka derivace

Definice 27 Pro funkci f definovanou na intervalu (a,b) zavddime symetric-
kou derivaci v bodé xg € (a,b) jako

FO (ag) = }ng(l) fao + h)z_hf(xo —h)

za predpokladu, Ze limita vpravo existuje (jako vlastni nebo nevlastni).

Problém 91 PredlozZte dikaz toho, Ze pro symetrickou derivaci a symetrickou
spojitost (viz Kapitola |4)) neplati Rolleova véta.

Lemma 1 Je-li funkce f spojitd na intervalu [t1,ts], pro niZ na (t1,t2) existuje
&) a f(t1) > f(t2), pak existuje nespocetné mnoho takovych bodi x € (t1,ts),
Ze f%(x) > 0.

Problém 92 Dokazte Lemma [l

Véta 25 Meéjte funkci f, kterd je spojitd na intervalu [a,b] a pro niz

Necht ddle na (a,b) existuje symetrickd derivace f (). Pak existuji téz body c1 a
co z intervalu (a,b) takové, Ze plati

F9(e1) <0< fo(ea).
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Problém 93 Pomoci Lemmatu[dl dokazte Veétu[23.

Problém 94 Vyuzijte Vétu[23 k odvozeni verze Lagrangeovy véty pro symetric-
kou derivacsi.

Problém 95 Meéjte funkci h spojitou na intervalu (a,b), v némz md nezdpornou
symetrickou derivaci h®). Dokazte, Ze potom je funkce h na (a,b) neklesajici.
Nezbytnost predpokladu spojitosti funkce h také dokaZte.

Problém 96 Dokazte, Ze pro funkci h spojitou na intervalu (a,b), kterd md na
tomto intervalu symetrickou derivaci, plati, Ze je na (a,b) lipschitzovskd (viz
Definice @ prdvé tehdy, kdyz h'®) je omezend funkce na intervalu (a,b).

Problém 97 Udejte priklad funkce f, pro kterou je f*) = 0 na intervalu (a,b),
ale kterd neni na (a,b) konstantni. Zamyslete se nad tim, zda-li pro funkci f
s témito vlastnostmi existuje podinterval intervalu (a,b) takovy, Ze f je na ném
konstanini. Pripadné zvazte, co zpusobi navic pridany predpoklad spojitosti fun-
kce f.

Podkapitolu zakon¢ime narocnéjsim tvrzenim bez dukazu.

Véta 26 Pokud f() existuje skoro vsude na (a,b), pak [’ také eristuje skoro
v$ude na (a,b).

10.2 Druha Schwarzova derivace

Definice 28 Pro funkci f definovanou na intervalu (a,b) zavddime druhou
Schwarzovu derivaci v bodé xy € (a,b) jako limitu

i J (0 + 1) = 2f(zo) + f(zo — 1)
h—0 h?

)

pokud (jako vlastni nebo nevlastni) existuje. Druhd Schwarzova derivace funkce f
v bodé xq se znaci ) (xq).

Problém 98 Dokazte, Ze z existence druhé derivace f"(xy) plyne existence druhé
Schwarzovy derivace ") (z0). Navic pak plati rovnost

F(zo) = F (o).

Problém 99 Necht zo € R. Udejte priklad funkce f : R — R s vlastnosti, Ze
FU)(xo) existuje, avsak f"(xo) neexistuje.
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Véta 27 (Schwarzova véta) Je-li funkce f spojitd na intervalu [a,b] a
fx) =0, =z €(ab),

potom existuji ¢isla o, f € R takovd, Ze f(x) = ax + 5 pro x € [a,b].

Problém 100 Dokazte Schwarzovu vétu, tj. Vétu[27,

Definice 29 Necht funkce f je definovand na intervalu (a,b). Rekneme, Ze cislo
S € R je druhym Schwarzovym éislem funkce f v bodé xzq, pokud existuje
posloupnost {hp }neny C (0,00) spliujici lim, oo hy, = 0 takovd, Ze

S — lim f(x0+hn)_2f($0)+f($0_hn)‘

n—o0 h2

Problém 101 Dokazte, Ze mnozina viech druhyjch Schwarzovijch ¢isel dané fun-
kce v daném bodé je vidy uzaviend podmnoZina R.

Problém 102 Udejte priklad funkce f : R — R takové, Ze md spojitou derivaci
na R, ale kaZdé redlné ¢islo je jejim druhym Schwarzoviym cislem v bodé xg = 0.
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Kapitola 11

LAPLACEOVA ROVNICE A
HARMONICKE FUNKCE

V této kapitole budeme uvazovat funkce n proménnych. Nejprve vyslovme zdkladni
definice. Klademe

n
82
Au(zx) := OU(;U)
j=1 Tj
prou: U — R, kde x = (21,...,2,) € U a U C R” je oteviend mnozina.
Definice 30 Laplaceova rovnice je
Au=0 na U, (11.1)

kde u: U C R™ — R je nezndmd funkce. Laplaceova rovnice se dopliiuje (pri
ohranicenosti mnoziny U ) Dirichletovou podminkou, kdy pro g: O0U — R se
uvaziuje

u(z) = g(z), x € oU.
Problém 103 Ve skaldrnim pripadé n =1 popiste vsechna tesend (11.1)).

Véta 28 Necht u € C*(R™) je resenim rovnice (11.1). Pro libovolnou orto-
gondlni matici R = (rij)?jzl funkce v € C?(R™) definovand jako

v(x) = u(Rz), z eR"
je také resenim rovnice (|11.1J).
Problém 104 Dokazte Vétu[28.
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Problém 105 Necht U C C je oteviend mnozina. UvaZujte holomorfni funkci
komplexni promeénné f: U — C. Pri identifikaci C s R x R lze vyjadrit z € C
jako z = x + iy, tj.
f(z) = u(z,y) +iv(z,y),

kde u je redlnd ¢édst, v imagindrni ¢dst funkce f, pricemzZ u,v: U CR xR — R.
Ukazte, Ze u a v na otevrené mnoZiné U vyhovuji rovnici , tj.

0?u  0%u v 0%

w + 87;2 @ + 87;2 na U.

Definice 31 Nechf log oznacuje prirozeny logaritmus a necht o oznacuje ob-
jem jednotkové koule v eukleidovském prostoru R™. Funkce ®: R™ \ {0} — R
definovand vztahem

1
— 5= log |z| n=2;
o 2 ) )
(@) = { 7; 1 n>3

n(n—2)a " [z["=2 =
se nazyvd fundamentdalni feseni (11.1) na R™ ~ {0}, kde 0 = (0,...,0).
Problém 106 Owérte, Ze fundamentdlni teseni ® je skutecné resenim Lapla-
ceovy rovnice (L1.1) na R™ ~ {0}.

Definice 32 KaZdd funkce u € C?(U) sphiujici Laplaceovu rovnici (I1.1]) se
nazyvd harmonicka na otevrené mnoziné U C R"™.

Definice 33 Objemovy prameér funkce f pres kouli B(x,r) je

[ 1w [ swa
B(z,r)

B(z,r)

a plodny pramér funkce f pres sféru OB(x,r) je

1
fas= - [ swas,
) )

OB(z,r OB(z,r

pricemz « je objem jednotkové koule a B(x,r) je oteviend koule se stredem v bo-
dé x € R™ a polomérem r > 0 v eukleidovském prostoru R™.

Véta 29 Je-li u harmonickd funkce na oteviené mnoZiné U C R"™, pak plati
u(z) = / u(y) dy = / u(y) ds
B(z,r) OB (z,r)

pro kazdou uzavienou kouli Blx,r] C U se stredem v bodé x € R™ a polomé-
rem v > 0 v eukleidovském prostoru R™.
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Problém 107 Dokazte Vétu[24.

Véta 30 Necht U C R"™ je oteviend mnozina. Pokud funkce u € C*(U) spliuje
podminku

u(z) = / u(y)dsS

OB(z,r)

pro kazdou uzavienou kouli Blx,r] C U se stredem v bodé x € R™ a polomé-
rem r > 0 v eukleidovském prostoru R™, potom je funkce u harmonickd na U.

Problém 108 Dokazte Vétu[30.

Véta 31 (Princip maxima) Necht je mnozina U C R™ oteviend a ohranicend
a funkce uw € C*(U) N C(U) je harmonickd na U. Potom:

(i) plati
max u(z) = max u(z);
zeU zedU
(i) je-li mnozina U navic souvisld, pak ezistence bodu xo € U s vlastnosti
u(zo) = maxu(z)
zeU
implikuje konstantnost funkce u na U.

Problém 109 Dokazte Princip mazima.

Véta 32 Je-li otevirend a ohranicend mnozZina U C R™ také souvisld a u €
C*(U) N C(U) je resenim okrajového problému Au = 0 na U, u = g na OU,
pricemz g > 0, potom je u > 0 na U, pokud je funkce g kladnd aspon v jednom
bodé OU .

Problém 110 Pomoci Principu mazima, tj. Véty[31], dokazte Veétu[34

Véta 33 Necht U C R"™ je oteviend a ohrani¢end mnoZina a g € C(9U). Potom
ezistuje nejuijise jedno reseni u € C*(U) N C(U) Dirichletova problému

Au=0 na U,
uU=g na OU.
Problém 111 Pomoci Principu mazima, tj. Véty[31], dokazte Veétu[33

Na zavér uvadime dalsi charakteristické vlastnosti harmonickych funkei.
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Véta 34 (Liouvilleova véta) Kazda harmonickd a ohranicend funkce na R™
je konstantni.

Véta 35 Necht U C R" je oteviend mnoZina. KaZdd funkce, kterd je harmo-
nickd na U, je také analytickd na U (viz Definice .

Definice 34 Necht U C R" je oteviend mnoZina a V je oteviend mnoZina
splnugici V-.C 'V C U, pricemZV je kompakini mnoZina. V tomto pripadé se tikd,
zZe mnozina V je kompaktné vnotrena do U, coZ se zapisuje jako V CC U.

Véta 36 (Harnackova nerovnost) Necht U C R" je libovolnd oteviend mno-
zina a necht V.C R"™ je souvisld a oteviend mnoZina, pricemz V CC U. Potom
existuje ¢ > 0 zdvisejici pouze na 'V a U takové, Ze pro kazdou kladnou harmo-
nickou funkci u na U je

supu(z) < c¢- inf u(x),
sup u(a) < c- inf u(z)

t.
1

Problém 112 Dokazte Vétu[38.



III. INTEGRALNI POCET






Kapitola 12

KONVOLUCE FUNKCI

Nejprve pripomeneme zakladni definice z teorie miry a integralu.

Definice 35 Pro mevitelnou mnozZinu N CR™ a1 < p < 0o oznacujeme sym-
bolem L,(N) mnozinu vsech (kompleznich) méritelnych funkci na N, pro které
konverguje Lebesquetiv integrdl

[1r@p .
N

V pripade, kdy N =R, pak zapisujeme jen Lp.
Definice 36 Pro f € L,(N) klademe

1/p

1fllp = / @) de
N

Poznamka 12 O prostoru L,(N) je zndmo, Ze je linedrni. Navic je také zndmo,
Ze zobrazeni f — ||f||, md ndsledugjici vlastnosti:

f =0 s.v., prdvé kdyz || f||, = 0;
Lf+gllp < 1Fllp +llgllp,  fr9 € Lp(N);

lle- fllp = lel-[Ifllp, — f€Lp(N), ceC.

To znamend, Ze prostor L,(N) je normovany, pokud ztotoZnime funkce, které se
157 na mnoziné miry nula.
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Problém 113 V Pozndmce je uvedeno, Ze prostor L,(N) je normovany. Je
tento prostor Banachuv (tj. uplny)?

Problém 114 Uved'te dvé funkce z prostoru Ly(N), pro které jejich soucin do
L,(N) uz nendlezi.

Problém 115 Necht g € L,(N) a h € Ly(N), pricemz 1/p+1/qg=1, p > 1.
Ukazte, Ze

(i)
g-heLi(N);

(i)
g - Al < llgllp - [IAllq-

Veéta 37 Jestlize g,h € L1, pak pro skoro vsechna x € R ndleZi funkce
2 g(x — 2)h(2), zeR

do prostoru L.

Problém 116 Dokazte turzeni Véty[37

Definice 37 Nechf g,h € L1. Pro x € R definujeme funkci g @ h vztahem

(9®h)(z) == / oz — 2)h(2) dz,

R

pokud integrdl vpravo konverguje. V bodech x € R, kde ji takto nelze definovat,
Ji dodefinovdvdme hodnotou 0. Tuto funkci g ® h nazgvime konvoluci funkci
g ah.

Problém 117 Necht g,h € Lq. Ukazte, Ze g@ h € L1 a Ze
g @ hllx < llgllx - [|A]]1-

Problém 118 Pro vsechna f,g,h € L1, a,b € C dokazte ndsledujici vlastnosti
konvoluce:

i) fRg=9® f;
(i) f@(g@h)=(fog)@h
(iii) (af +bg) @ h=a(f ®h)+b(g® h).
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Problém 119 Zjistéte, zda ezistuje funkce f € L1 s vlastnosti, Ze f ® g = g pro
vSechna g € L.

Véta 38 Je-li funkce h ohranicend a meévitelnd na R a funkce g € L1, pak
konvoluce g ® h je na R stejnomérne spojitd a plati

sup [(g ® h)(x)| < [|g][1 - sup [h(z)].
z€R zeR

Problém 120 Dokazte Vétu[38.
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Kapitola 13

FOURIEROVA
TRANSFORMACE

V této kapitole budeme pouzivat znaceni z Kapitoly

Definice 38 Pro funkci f € L1 zavddime funkci f na R vztahem

f(z) = \/127_R/f(a:) e 17 g, z € R.

Zobrazent f — f se nazyvd Fourierova transformace.
Problém 121 Ukazte, Ze definice Fourierovy transformace je korektnd.
Problém 122 UvdZenim identity
et — e%(cos b + isin b), a,beR
objasnéte vztah mezi Fourierovymi Tadami a Fourierovou transformaci.

Véta 39 (Riemannovo—Lebesgueovo lemma) Je-li f € L1, pak je funkce f
stejnomerne spojitd na R a plati

lim
|z]—o0

)| =o.

.
(Ve > 0) (320 > 0) (V2 |2| > 20) (‘f(z)‘ < 5) .

Problém 123 Dokazte Riemannovo-Lebesgueovo lemma, tj. Vétu[39
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Poznamka 13 Necht Cy je systém vsech spojitych funkci h na R, pro které je
lim |h(z)| = 0.

|z]—o0

Fourierova transformace, kterd funkci h pritazuje funkci h, je zobrazeni prosto-
ru L1 do Cy.

Problém 124 Uvazte zobrazeni z Pozndmky[13 a dokazte, Ze se jednd o zobra-
zend linedrni a ohranicené, konkrétné dokazte nerovnost
1
| < ——=IIhlk
T

Ver

sup |h(z)
z€R

pro kazZdé h € L.

Problém 125 Ukazte, zZe Fourierova transformace je injektivni zobrazeni pro-
storu L1 do Cy.

Problém 126 Naleznéte podminku, kterd je nutnd a postacujici k tomu, aby h
byla lichd funkce.

Problém 127 Dokazte, Ze pokud g,h € L1, potom

m =g-h
na R.
Problém 128 Dokazte, Ze pro g, h € Ly je

[ st ds = [ g(@)hia)d.

R R

tj. dokazte tzv. zdkladni identitu pro Fourierovu transformaci.
Véta 40 Necht g € L1 a necht funkce
h:x— —ixg(x), reR
také ndlezi do L1. Pak plati (§)' = h.
Problém 129 Dokazte Vétu[{0
Véta 41 Pokud h € Ly je absolutné spojitd (viz Definice funkce na R a
n e Ly, pak

pro vSechna x € R.
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Problém 130 Dokazte Vétu[{1]
Problém 131 Necht je ddna funkce

N

x

h:xw—e 2, x €R.
Ukazte, Ze pro tuto funkci je h=h naR.

Nyni struéné zavedeme zobecnéni Fourierovy transformace pro funkce nabyvajici
komplexnich hodnot definované na R”.

Definice 39 Pro funkci f € L1 (R™) definujeme jeji Fourierovu transfor-
maci jako

. 1 .
= —— [ e f(x)dx, R™
=" R/ fyde,  ye

kde xy je eukleidovsky skaldrni soucin vektoru x,y € R™. Inverzni Fourierovou
transformaci funkce f pak rozumime

y 1 .
= e f(x) dx, R™.
fw) WR[ f@yde,  ye

Problém 132 Ukazte, Ze Definice[39 je korektni.

Fourierovu transformaci je v aplikacich tieba definovat na celém prostoru
Lo (R™), coz je Hilbertuv prostor, jak je zndmo ze zékladnich kurzi matematické
analyzy. Ovsem Ly (R™) netvoii podmnozinu £; (R™). Proto nejprve uvedme
nasledujici vétu.

Véta 42 (Plancherelova véta) Pokud f € £; (R™")NLy (R™), pak f, f € Lo (R™)

4

Problém 133 Dokazte Plancherelovu vétu.

Lo(R™) = HfHEQ(R”) = Hf”ﬁg(R")

Problém 134 Pomoci Plancherelovy véty, tj. Véty zavedte Fourierovu tran-
sformaci a inverzni Fourierovu transformaci na prostoru Lo (R™).

Véta 43 Pro kazdé funkce g, h € Lo (R™) je

/ g(z) - R(z) dz = / §(z) - h(z) dz.
R7 R”™
Problém 135 Dokazte Vétu[f3

Véta 44 Pro kazdou funkci f € Lo (R™) je f = (f)v v Lo (R™).

Problém 136 Dokazte Vétu[f4)
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Kapitola 14

ZAVEDENI
HENSTOCKOVA-KURZ-
WEILOVA INTEGRALU

Nejprve pripomeneme definici déleni intervalu.

Definice 40 Necht a < b a [a,b] C R je uzavieny interval. Konecnou posloup-
nost bodi D = {xg,x1,...,z,} z intervalu [a,b] takovou, Ze

a=z0<x1 < - <xp=">,
nazgvdme déleni D intervalu [a,b], pricemz normou déleni D rozumime

max (wi_;,_l — 1‘1) .

i€{0,1,....,n—1}
Jestlize doplnime body v;,i € {1,...,n}, pro které plati x;—1 < v; < x;, potom
0 mnozineé
D = {(Vi, [:L'i_l,l'i]); 1€ {1, . ,n}}
rikdme, Ze jde o déleni s vyznaénymi body vy,...,v,.

Definice 41 Pro [a,b] C R je libovolnd funkce 6 : [a,b] — (0,00) nazgvdina
kalibrem na intervalu [a, b].

Definice 42 Pro kalibr § : [a,b] — (0,00) na intervalu [a,b] definujeme 6-jem-
né déleni intervalu [a,b] jako délent intervalu [a,b] s vyznaéngmi body

D = {(vi, [wi—1,2)); i € {1,...,n}},
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pro které
I/i—(S(UZ‘)<.1‘Z'_1§I/i§$i<l/i+5(l/i), iE{l,...,n}.

Symbolem A (0, [a, b]) potom oznacujeme mnozinu véech 6-jemnyjch délent inter-
valu [a, b].

Problém 137 Dokazte tzv. Cousinovo lemma, které rikd, Ze pro kazdy kalibr
d : [a,b] = (0,00) je A(0,[a,b]) # 0, tedy pro kazdy kalibr existuje §-jemné
délend.

Definice 43 Necht f : [a,b] - R a D = {(vi,[wi—1,2]);i € {1,...,n}} je
délent intervalu [a, b] s vgznaéngmi body. Zavadime integralni soucet prislusny
déleni D a funkci f ndsledovné

o(f;D):= Zf (i) (z; — x4-1) -
i=1

Definice 44 Pro funkci f : [a,b] — R definujeme jeji Henstockuv—Kurz-
weiluv integral na intervalu [a,b] jako c¢islo J € R, pokud pro kazdé ¢ > 0
existuje kalibr ¢ : [a,b] — (0,+00) tak, Ze je pro kazdé §-jemné déleni D splnéna
nerovnost

o0(f; D) — J| < e. (14.1)

Tento integrdal znacime
b
a

Jestlize existuje, pak o funkci f rikdme, Ze je integrovatelna v Henstockové—
Kurzweilové smyslu, cozZ zapisujeme zkrdcené jako HK integrovatelnd. Sym-

bolem HK|a,b] znac¢ime mnozinu vsech HK integrovatelnijch funkci na interva-
lu [a,b].

Definice 45 Pro a < b ddle definujeme:

(1)

(HK)/f(iL‘)d{B =0.
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Problém 138 Dokazte, Ze hodnotu Henstockova—Kurzweilova integrdlu
b
J:(HK)/f(a:)dx

uréuge podminka (14.1) v Deﬁm’cz’ jednoznacné.
Problém 139 Uvazte funkci definovanou jako

1 0:
:: 7 T > U;
9(x) { 0, z = 0.

Urcete Henstockuv—Kurzweiluv integrdl této funkce na [0,1] primo z definice,
resp. ukazte, Ze

1
(HK) [ g(x)dz = 2.
/

Véta 45 (Bolzanova—Cauchyova podminka) Funkce g : [a,b] — R je HK
integrovatelnd na intervalu [a,b] tehdy a jenom tehdy, kdyz ke kazdému € > 0
existuje na [a,b] kalibr § : [a,b] — (0,+00) tak, Ze je splnéna nerovnost

0 (g;D1) — o (g;: Da)| <e
pro kazdd dvé §-jemnd déleni Dy, Dy intervalu [a,b].
Problém 140 Dokazte Vétu [/

Resend. Nejdifve predpoklidejme, ze
b

(HK)/g(m)dx =J.

a

Z Definice 44] vime, ze pro kazdé ¢ > 0 existuje kalibr 0: [a,b] — (0, 00) s vlast-
nosti, ze pro kazdé J-jemné déleni D je

o (9:D) 7] < 3. (14.2)

Kdyz (14.2)) déle vyuzijeme pro libovolnd d-jemnd déleni Dy a D intervalu [a, b],
obdrzime

13 &
lo (9;D1) — o (9;D2)| < |o(g;D1) — J| + |0 (g;D2) — J| < sty =¢
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K dukazu druhé implikace méjme dané € > 0 a zvolme kalibr ¢ na [a, b] tak,
aby pro kazda d-jemnd déleni D a Do intervalu [a, b] platilo

€
0 (9: D1) — 0 (9; D2)| < > (14.3)
Nyni nechf P je mnozina ¢&isel r € R takovych, Ze pro né existuje kalibr § a
nerovnost 7 < o (g; D) je splnéna pro kazdé d-jemné déleni D. Zvolme déle §-
jemné déleni D intervalu [a, b]. Pouzijeme-li ((14.3)), pro vSechna 0-jemnd déleni D

intervalu [a, b] mame

a(g;[?) —%<a(g;D)<a<g;l~?)+§. (14.4)
(rlo9)-3)cr

pe (uo(n) )

Zejména mnozina P je neprazdné a shora ohranicena. Tedy

Odtud

J(g;D) —g SsupPga(g;D) —I—g. (14.5)
Uvéazime-li (14.4) a (14.5), pak pro kazdé d-jemné déleni D intervalu [a, b] je
lo (g; D) — sup P| < ‘a(g;D) -0 (g;f))‘ + ‘0’ (g;f)) - supP‘ <e.

Definice [44] pak jiz dévé

b
(HK)/g(:U) dz = sup P.



Kapitola 15

ZAKLADNI VLASTNOSTI
HENSTOCKOVA-KURZ-
WEILOVA INTEGRALU

Problém 141 Ukazte, Ze jsou-li funkce g, h z mnoziny HK|a,b], potom i soucet
g+ h e HK[a,b] a plati rovnost

b b b

(HK)/g(x)Jrh(x)d:E: (HK)/g(x)dx+(HK)/h(:p)dx

a a a

Problém 142 Dokazte, Ze pro funkci g € HK]|a,b] a redlnou konstantu c je
c-g€ HKJa,b] a zZe

b b
(HK)/c~g(a;)dx:c ((HK)/g(x)d:t:) .

a a

Problém 143 Dokazte, Ze jsou-li g, h : [a,b] — R funkce HK integrovatelné na
intervalu [a,b] a g(x) < h(x) pro vSechna x € [a,b], pak plati

b b

(HK) / g(z)dz < (HK) / h(z) dz.

a a

Z Problému [143] ihned dostdvame dusledek nize.
Dusledek 1 Necht f : [a,b] — R je nezdpornd, HK integrovatelnd funkce na
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intervalu [a,b]. Potom plati

b
(HK)/f(a:)dx > 0.

Véta 46 Jsou-li f : [a,b] = R a |f] : [a,b] = R funkce HK integrovatelné na
intervalu [a,b], pak plati nerovnost

b

b
(HKX/ﬂ@dx<(HKX/U@de (15.1)

a

Problém 144 Dokazte Vétu[f6

Reseni. Véta 46| plyne uvdzenim nerovnosti

—f@)| < fl@) <[f@)],  x€lab
a Problému ktery davé

b b b
~(HEK) [ |f@)] dz < (1K) [ f@)do < HE) [|f@)] dn. (152)
Z totiz ihned plyne . O

Problém 145 Dokazte, Ze je-li funkce h : [a,b] — R spojitd, potom funkce h je
HK integrovatelnd na intervalu [a, b).

Reseni. Necht ¢ > 0 je libovolné. Dle stejnomérné spojitosti funkce h na
intervalu [a, b] existuje kalibr 6 > 0 s vlastnosti, ze

Ih(y) — h(z)| < —

2W—a) y € la,b] N (z—6,2+6), z € [a,b].

Uvazme pevné dané d-jemné déleni
D={a=a<wi <a1 < <ap1 <wp<ay,=0b}

intervalu [a,b] s vyznaénymi body wi,...,w, a funkci k: [a,b] — R definujme
jako
k(x) = h(w;), x € laj-1,a5),j €{1,...,n}

a k(ap) := h (wy). Funkce k zjevné spliuje




65

Snadno lze ovérit, ze funkce k je HK integrovatelnd na [a, b] (mj. to vyplyne
z Dusledku [2| v nésledujici kapitole). Necht déle je § kalibr na intervalu [a, b
takovy, ze pro kazdé §-jemné déleni D intervalu [a, b] plati

b
o (k; /k da:<f

D = {(rj,[ejor,a3]): 5 € {L,....n}}

libovolné é-jemné déleni, pak plati

Je-li

b
o (h; /k: Ydz| < |o (h; D) — o (k; D)| +
b
o (k; /k: )dz| <
<Z|h 7)) = k()] (g —2j) + 5 <
5(b—a) €
2(b—a)+§_€'

Pro libovolna é-jemnd déleni Dy a D intervalu [a, b] odtud odvodime

|o (h; D2) — o (h; D1)| < 2e.

b
(HK) / h(z) dz

pak dava Véta O

Existenci
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Kapitola 16

HENS’OI‘OCKIOJV—KURZ-
WEILUV INTEGRAL NA
PODINTERVALECH

Problém 146 Dokazte, Ze pro funkci g : [a,b] — R HK integrovatelnou na
intervalu [a,b] a pro kazdy podinterval [c,d] C [a,b] rovnéz existuje

d

(HK) / g(z) da.

C

Reseni. Pouzijeme Vétu 45| a zvolime pro dané e > 0 kalibr 6 na [a, b] tak,

aby
7 (6:D) =< (4D)| <

pro kazd4 6-jemné délenf D a D intervalu [a, b]. Protoze je [¢,d] C [a, b], interval
[a, b] obsahuje intervaly

které se neprekryvaji, a kazdd z mnozin
[Cvd]ﬂ[rjasj]a ] 6{1 ..... n}

je nejvyse jednoprvkova, pricemz

[a,0] = [e.d| U | ] [rj, 5]

J=1
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Nynf kazdému j € {1,...,n} pfitad me é-jemné délen{ D; intervalu [r;, s;]. Necht
Dy a Dy jsou d-jemnd déleni intervalu [c, d]. Potom ziejmé

DiuD,U---UD,, DyUDyU---UD,

jsou d-jemnymi délenimi intervalu [a, b]. Odsud

‘0 (9; 151> —0o (g; 151>‘ =

= 0(9;151) +> o(g:Dj)—o (9;151) ~) a(g:Dj)| =
j=1 j=1

:‘a(g;DlLJDlU---UDn)—U(g;f)1UD1U~-UDn> <e.

Existence integralu
d

(HK) / o(z) dz

pak vyplyvé z Bolzanovy—Cauchyovy podminky (tj. z Véty . O

Véta 47 Je-lia<c<d<bah:[a,b — R funkce takovd, Ze je h(z) =0 pro
x € [a,b] \ [e,d], potom plati, Ze pokud existuje

b
(HK) / h(z)dx

anebo
d
(HK) / h(z)dz,

existuje také ten druhy integrdl a

b

d
(HK)/h(CL’) dz = (HK)/h(w) dz. (16.1)

a

Problém 147 Dokazte Vétu {7

Resend. 7 Problému vime, ze pokud existuje integral (HK) f; h(z)dex,
pak existuje také integral (HK) fcd h(z) dz. Déle ukdzeme opacnou implikaci a
rovnost ([16.1)) pro a = ¢ < d < b. Ostatni piipady, kdy a < ¢ < d = b a
a < ¢ < d < b, lze dokézat zcela analogicky.



69

Piedpokladejme, ze existuje (HK) fcd h(z)dz, a méjme libovolné predem
dané € > 0. Necht 61 : [¢,d] — (0,+00) je takovy kalibr, ze plat{
d
o(h;D)— (HK) / h(z)dz| <e (16.2)
pro kazdé déleni D € A (d1,[c,d]). Zavedme nyni kalibr § : [a,b] — (0, +00)
vztahem

min {(51 ,CFTZ ) r < d;
6(a) = { min{ e 51(d)} z = d:
x%d, x>d.

Daéle méjme déleni
D = {(wja [:ijlwrj]) 1 J € {17 s 777/}} € A(éa [CL, b])
takové, ze existuje index j € {1,...,n} splnujici w; = d. Potom
Dl = {anWO)xl) ce al‘j—lij)d}

je d-jemné déleni intervalu [a, d]. Protoze

13
2 = dl = laj = sl <8 y) = 0(d) < T

mame

|0 (h; D) — o (h; D1)| = |h(d) (z; — d)| <e. (16.3)

Z nerovnosti (16.2) a ([16.3) dostavame

d
lo (h; D) — o (h; D1)| + |0 (h; D1) — /h(x) dz| < 2e,

[

a proto plati . O
Véta 48 Pro funkci h : [a,b] — R a ¢ € (a,b) je existence Henstockova—Kurz-
wetlova integrdlu (HK) f(f h(z) dz ekvivalentni soucasné existenci integrali
c b
(HK) / ho)de,  (HK) / h(z) dz,

a c

pricemZz plati
c

/bh dz = ( )/h( dx+HK/bh

a
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Problém 148 Dokazte Vétu /8,

Resend. Uvazme nejprve Problém Meéjme € > 0 dané libovolné. Necht
funkce h € HK [a, c] a soucasné h € HK [c,b]. Proto existuje kalibr 6; na inter-
valu [a, c] s vlastnosti, ze pro kazdé d1-jemné déleni D, intervalu [a, c] je

C

o (h: D1) — (HK)/h(a:) da| < %

a
a ddle existuje také kalibr d2 na intervalu [c, b] takovy, ze pro kazdé do-jemné
déleni D5 intervalu [c, b] je

b

o (h; Do) — (HK)/h(x) da| < g

C

Necht ¢ je kalibr na intervalu [a, b] zavedeny predpisem

min {1 (x),c — z}, a<z<c
0(z) := < min{01(z),d2(z)}, T =c
min {d2(x),x — ¢}, c<x<hbh.

Je evidentni, Ze existuje d-jemné déleni

D ={(v1,[r1,81]) sy Wn,y[Tn, Sn])}

intervalu [a,b] s vlastnosti, ze ¢ = s; = rj41 pro urcité j € {1,...,n —1}. Pro
jistd 0-jemnd déleni D, intervalu [a,c] a Do intervalu [c,b] je D = D; U Da,
a proto plati

c b
o (h: D) — | (HEK) / h(z)de + (HK) / hz)dz || =

[

c b
o (b Dy) + 0 (h; Dy) — (HK)/h(:U) dx+(HK)/h(x) dz || <

a

c b
o (b Dy) — (HK)/h(x) dz| + |o (h; Dy) — (HK)/h(x) dz| < =,

a

IN

7 Veéty 48| 1ze snadno obdrzet nésledujici dusledek.
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Dusledek 2 Jsou-li h: [a,b] = R a
a=ty<ti < - <th_1<t,=0b,

pak (HK) f; h(z) dz existuje, prdvé kdyz existuje kazdy z integralu

t;

(HK)/h(IE)dCL‘, ie{l,...,n}.

Potom je

t1 tn

b
(HK) / h(z)dz = (HK) / ha)de + -+ (HE) / h() de.

to tn—1
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Kapitola 17

DALSI VLASTNOSTI
HENSTOCKOVA-KURZ-
WEILOVA INTEGRALU

Véta 49 Jestlize plati F'(x) = f(x) pro viechna x € [a,b], kde f : [a,b] - R a
F je funkce diferencovatelnd na [a,b], pak

b
(HK) / f(z)dz = F(b) — F(a).

Problém 149 Dokazte Vétu[{9

Véta 50 Je-li f: [a,b] — R funkce spojitd a funkce F, kterd je definovand jako
F(o)i= (HK) [ f9)ds o fab]

je diferencovatelnd, potom plati

Problém 150 Dokazte Vétulad

Problém 151 Dokazte, Ze pro HK integrovatelnou funkci h : [a,b] — R a HK
integrovatelné funkce h; : [a,b] — R pro j € N tvorici monotonni posloupnost
{hj}en takovou, Ze

lim h;(z) = h(z), x € |a, b,

Jj—00
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plati
b

lim (HK) [ hj(z)de = (HK)/h( ) da. (17.1)

Resend. Necht € > 0 je libovolné. Ukazme nejdiive, ze existuje

b
I:= glggo(HK) / hj(x)da.
a
Vyuzitim monotonie {%;}, y uvazme kalibr § na [a,b] s vlastnosti, Ze nerovnost

a(hj;D)—(HK)/hj(x)dx < jen

plati pro kazdé 0-jemné déleni D. Uvazme konvergenci posloupnosti {h;} en a
zvolme takové d-jemné déleni D a n € N, aby platilo

- ~ £
U(hp;D)—U(hq;D)‘<§, p,q > n.
Pro p,q > n pak obdrzime existenci I, nebot

b

b
(HK)/hp(a:)dx—(HK)/hq(z)da: <

a

b
< |(HK) /hp dz — o (hy D)|+

—i—’a hp;D) —a(hq;D)’—i-

( b
1ot

Nyni predpokladejme, ze D je §-jemné déleni [a, b] a ze

o(h:D)—a(h;D)| <<,  neN
3

b
I—(HK)/hn(ac)dx <z, n € N.
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Pak obdrzime

lo(h; D) —I| <|o(h;D) — o (hy; D)|+
b
+ U(hn;D)—(HK)/hn(x)dx +

a
b

e € €
+ (HK)/hn(a:)dx—I <§+§+§—6.

a

Posledni nerovnost déva dle Definice 44| existenci integralu (HK) ff h(z)dz a
také (T7.1). O
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Kapitola 18

HAKEOVA VETA

Lemma 2 (Saksovo—Henstockovo lemma) Je ddna funkce f : [a,b] — R,
kterda je HK integrovatelnd na [a,b], a € > 0, kterému odpovidd kalibr 0 na
intervalu [a,b] v tom smyslu, Ze pro kazdé o-jemné déleni D intervalu [a,b] je

b
a(f;D)—(HK)/f(:c)da: <.

Pak pro kazZdy systém
{Ogs [ug, o)) s ke {1,...,n}},
pro ktery je
a<u; <A <vp<up< A< <oy <upy <Ay <o, <O,
A — 0 (M) <up < A S v < A +6(Ag), ke{l,...,n},
plati

n

ST F Ow) (o — wy) — (HE) / fa)de || <e.

k=1 b

Problém 152 Dokaste Lemmald.

(18.1)

(18.2)

(18.3)

Reseni. Budeme predpoklddat, ze je ddn systém , pro ktery plati ne-
rovnosti (18.2)). Necht vy = a a up+1 = b a necht £ > 0 je libovolné. Pokud pro
i €40,1,...,n} plati v; < u;4+1, potom existuje na intervalu [v;, u; 1] kalibr ¢;
takovy, ze pro kazdé = € [v;, ui1] je 0;(z) < d(z) a pro kazdé d;-jemné déleni D;

intervalu [v;, u;41] plati

Uit1
§

a(f;Di)—(HK)/f(x)dx <t

7

(18.4)
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Dale je

n

FOw) (vk —ur) + Y0 (f; Dy)
=0

k=1
integralni soucet pro [a, b]. Z predpokladu lemmatu tak vime, ze

n b
D ) (ok — +Z (HK)/f(x)dx <e. (18.5)
k=1 a

Uvazime-li nyni nerovnosti (18.4) a (18.5)), dostavame

n

S |70 o ) = () /f <

k= g

b

<D FOw) (e —uR) + > o (f5Dy) (HK)/f(:c)dz +
k=1 =0

a
Ui+1

(x)de —o (f; D) || <
| [ g

CH

<8+(n+1)n_§|_1:5+§.

Vzhledem k tomu, ze £ > 0 bylo zvoleno libovolné, plati (18.3]). O

Nyni zobecnime pojem é-jemného délent.

Definice 46 Pokud je ¢ : [a,b] — (0,+00) kalibr a dand soustava bodu z (|18.1)
spliuje nerovnosti (18.2)) v Lemmatu@ pak mluvime o j-jemném systému na
intervalu [a, b).

Véta 51 (Hakeova véta) Je-li funkce f : [a,b] — R HK integrovatelnd na
intervalu [c, b] pro ¢ € (a,b), pak integrdl (HK) ff f(x)dz existuje tehdy a jenom
tehdy, kdyz existuje vlastni limita

b

cl_1>r£1+(HK)/f($) dz. (18.6)
V takovém pripadé plati
b b
(HK) / f(x)de = lim (HE) / f(z) da (18.7)

a Cc
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Problém 153 Dokazte Hakeovu vétu, tj. Veétu[51}
Resend. Predpokladejme, ze f € HK [a,b] a € > 0 je dano libovolné. Necht &

a & jsou kalibry zvolené tak, aby pro kazda délenf D a D intervalt [a,b] a [t, D]
pro t € [a,b), kterd jsou d-jemnd a d-jemnd, platilo

b
7 (£:D) = (HE) [ f()de] < 5,

b
a(f;D)—(HK)/f(a:)dm <§.

Déle predpoklddejme, Ze & je ztiZeni § a zvolme ¢ € (a,b) tak, aby

[f (a)[ (¢ —a) <

W ™

Necht ¢ € [a,¢] a D je 0-jemné déleni intervalu [t, b]. Polozme

D=DU{(a,]at)}.

Je ztejmé, ze D je d-jemné déleni intervalu [a, b] a

HK/f da:—HK/bf
t

b

< |(HK) / f(@)de — o (f:D)| +

a

b
tlo (5D /j ydee| + |f ()] (t - a) < .

Nyni predpoklddejme existenci vlastni limity . Necht je déna posloup-
nost {cp}ooy C [a,b], pficemz ¢g = b, ¢py1 < ¢p pron € Na ¢, — a pron — co.
Necht §,, je kalibr na intervalu [cp,c,—2] pro n > 1 s vlastnosti, Ze pro kazdé
Op-jemné déleni D intervalu [c,, c,—2] je

o (f;D) - (HK) / Flayde| < o
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Nésledné vybereme N € N takové, aby platilo

c—a+

co b
(HK)/f(m)dx— lim (HK)/f(:U)dx <e, t € (a,cn]

a zdroven
|f (a)| (en —a) <e.

Na intervalu [a, b] definujme kalibr ¢ jako

CN — G, xr = aq;
o0(x) =14 co—cq, x € (1, c);
min {6, (x), ch—2 — cn}, x € (Cp,Cp_1],n > 2.

Nyni uvazujme jednak J-jemné déleni D intervalu [a,b] a také déleni D,, C D
nejmensiho intervalu obsahujiciho [¢y,, ¢;,—1]. Oznaéme jako I,, sjednoceni délicich
podintervalu v D,,. Tedy D,, je d,-jemné déleni na I,,, pficemz I C [c1,co] a
I, C [cn, cn—2). Ze Saksova—Henstockova lemmatu (t;. Lemmatu pak obdrzime
nerovnost

(HK)/f(:c)dx—a(f;Dn) < 2%
In

Protoze plati

c—a+

b
lim (HK) [ fa)do o (£:D)| <

<If @l (ex —a)+|3 (HK)/f(w)dx—U(f;Dn) +
n=1 I,

c—a+

b b 0o
+ | lim (HK)/f(x)d:c—(HK)/f(az)dx <5+22%+€:36,
c eN n=1

funkce f je HK integrovatelna a plati ((18.7]). O

Problém 154 Dokazte analogicky jako Vétu ze pro HK integrovatelnou
funkci f : [a,b] — R na intervalu [a,c] pro ¢ € (a,b) plati ndsledujici tvrzend.
Integral (HK) f; f(z)dz existuje prdvé tehdy, kdyz existuje vlastni limita

lim (HK)/f(x)dx

c—b—
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V tomto pripadé pak plati identita

c—b—

b c
(HK)/f(x)dm: lim (HK)/f(x)dx

Problém 155 Uvazujte funkci

1
; €10,1);
h(z) := 1-z z€[0,1)
0, rz=1.

Ukazte s vyuZitim Problému Ze tato funkce je HK integrovatelnd na inter-
valu [0, 1], resp. uréete prislusnou hodnotu Henstockova—Kurzweilova integrdlu.

Problém 156 Dokazte, Ze pro funkci h : [a,b] — R, kterd je HK integrovatelnd
na [a,b], plati
lim [ (HEK) / Bt dt + h(v) (v —2) | = (HE) / h(z) dz

T—v
a

pro v € (a,b).

Problém 157 Uvazte funkci

Urcete, cemu je roven integrdl
1
0

Reseni. Pro kazdé x > 0 mame jako primitivni funkci k y = 1/x funkci
F(x) =logz, tj. pfirozeny logaritmus. Déle plati

(HK)/nf(x)d:v:(1)”(HK)/idx:(1)" (logilognil>.

n+1 n+1
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Vezmeme-li v avahu Dusledek [2| potom pro m > 3, m € N obdrzime

m

1 1—1 1
(HK)/f(J:)da::(HK) / f(x)d:c++(HK)/f(x)dx:

m 2

— n+1
m—1
1
= 3 (~1)"log
n=1 n
Integral
1
/f(a:) dx
C
ma pro
1 1
<ec< —
m+1 m

hodnotu mezi ¢isly
1
(HE) / f@)de,  (HE) / f(z)de,

nebot funkce f je na intervalu [1/(m + 1), 1/m| monoténni. Z rovnosti

+oo

n+1 T
—1)"1 — —log -
E( )" log - g5

n=1

proto dostavame
1

lim (HK) / f(z)dz = —log —.

c—0+
c

7 Hakeovy véty pak mame
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Poznamenejme, ze pro x € (0,1] je |f(z)] = 1/z, | f(0)] = 0 a integrél

(HK)/l( )| do = HK/1
0 0

neexistuje (jako redlné ¢&fslo), nebot

dx

8=

1
1
lim (HK)/dac =logl— lim logc = o0
c—0+ x c—0+

Cc
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KAPITOLA 18. HAKEOVA VETA



Kapitola 19

PRIMITIVNfO FUNKCE PRO
HENSTOCKUV-KURZ-
WEILUV INTEGRAL

V néavaznosti na Véty [49] a [50] modifikujme pojem primitivni funkce.

Definice 47 Rekneme, Ze funkce F : (a,b) — R je primitivni funkce k fun-
kci f : la,b] — R na otevieném intervalu (a,b) v Henstockové—Kurzweilové
smyslu, pokud plati

d
(HK) / f(z)dx = F(d) — F(c) (19.1)

pro kazdé c,d € (a,b). Obdobné o funkci F : [a,b] — R Fekneme, Ze je primi-
tivni funkce k funkci f : [a,b] — R na uzavieném intervalu [a,b] v Hen-
stockové—Kurzweilové smyslu, pokud pro kazdé c,d € [a,b] plati (19.1)).

Véta 52 Je-li funkce f : [a,b] — R takovd, Ze k ni na intervalu (a,b) exis-
tuje primitivng funkce F : (a,b) — R v Henstockové—Kurzweilové smyslu, pak

(HK) f; f(z)dzx existuje, prdveé kdyz existuji obé viastni limity lim,_,.+ F (z) a
lim, ,,— F (x). Ddle v tomto pripadé plati rovnost

r—b— z—a+

b
(HK)/f(a:)dm: lim F (z)— lim F(z).

Problém 158 Dokaste Vétul[52.

85
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Resend. Piedpokladejme existenci integralu

b
(HE) / f(z) da

S pomoci Problému a Véty 48| obdrzime pro kazdé ¢ € (a,b) a d € (a,b)
identitu

d b b
F(d) - Flo) = (HE) [ f(o)de = (HE) [ fa)do~ (1K) [ )
c c d
Zjevné
b
Jim (HE) [ 7 (@) do =
d
Pak ale

d—b— _>b_

b b
lim F(d):(HK)/f(J:)dx—l—F( — lim ( /f
c d

b
— (HK) / @) dz + Fle).
C
Podobné muzeme ukazat, ze v levém krajnim bodé existuje vlastni limita zprava

Jim F(d) = —(HK) / f(z)dz + F(c).

Upravami ziskame

lim F(x)— lim F(z)=

r—b— r—a+
b

:(HK)/f(ac)dm—i—F(c)— ((HK)/f(:r)dx—i—F(c)) =

C

b c b

_ (HK) / F(@)dz + (HK) / f(@)dz = (HE) / F(z) da.

Cc a a



87

K dukazu opac¢né implikace predpokladejme, Ze existuji vlastni limity

lim F(x), lim F (z).

r—a+ r—b—

Z existence limg 4+ F () plyne existence limity

d— d—a+

hl;ILlJr(HK) d/f(aj) dz = F(c) — lim F(d).

Z Véty [61] pak méame

C
(HK)/f(:U) de = F(c) — lim F(d).
d—a+
a
Analogicky obdrzime totéz pro limitu lim,_,,— F' (x), kdyz uvazime Problémm
Nyni uz jen staci uzit pravidlo ndvaznosti (tj. Vétu a ziskdme

b

(HK»/f@ﬁh:(HKXjf@)MH%HKxif@Mm:

a

= F(c) = Jim F(d)+ Jim F(d)—F(c) =

= lim F(d) — lim F(d).
S B F @
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Kapitola 20

INTEGRACNI METODY
PRO HENSTOCKUV-KURZ-
WEILUV INTEGRAL

Zacneme metodou per partes (a vyuzijeme Definici [47)).

Véta 53 Jsou-li funkce F,G : [a,b] — R primitivni funkce k funkcim f,g :
[a,b] — R na intervalu [a,b] v Henstockové—Kurzweilové smyslu, pak plati, Ze
F-g+ f-G:la,b] — R je HK integrovatelnd funkce a
b
(HK) / [F(z)g(x) + f(2)G(x)] dz = F(b)G(b) — F(a)G(a).

a

Problém 159 Dokaste Vétu 53

Reseni. Mé&jme € > 0 libovolné zvolené. Véta a Problém implikuji
spojitost funkei F' a G na intervalu [a,b]. Odtud mame, Ze existuje konstanta
K > 0 tak, Ze pro vSechna x € [a,b] je |F(z)| < K a |G(z)| < K. Déle Véta [p2]
zajistuje existenci kalibru 6 na intervalu [a, b] takového, Ze je

b
o (f; D) - (HK) / f(z)de| < e,

o(g;D) — (HK) [ g(z)dz| <e

Se— .
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pro kazdé S—jemné déleni D intervalu [a,b]. Nyni zvolime takovy kalibr 4, pro
ktery bude platit

T min < &(z %
0< (@) < {5< )’1+\f(x)+!g(x)|+|f(95)|g($)’}

pro véechna z € [a, b]. Pokud uvazime déleni

D = {(wj,[zj-1,75]));  €{1,...,n}}
intervalu [a, b], dostaneme pro néj odhad

o (Fg+ fG; D) = [F(b)G(b) — F(a)G(a)]| <

<Y F (W) g (w)) + f (W) G (w))] (w5 — 25-1) —
j=1
= [F(z5) G (z) = F (2j-1) G (zj-1)]|.
Predpoklddejme, Ze je w; = x; pro véechna j € {1,...,n} a uvazme

Xj o= [[F(wy) g (wj) + f (wy) G (wy)] (x5 — wj-1) —
— [F (25) G (xj) = F (zj-1) G (zj-1)] |,

tj. j-ty ¢len souctu, ktery se vyskytuje u vySe uvedené nerovnosti na pravé strané.
Z

F(2;) = F (1) = (HK) / f(z) da

plyne
F(2jo1) = F(w;) + f(w) (xj — zj-1) —

—(HEK) [ f(x)dz— f(w)) (zj —2j-1)

J

a obdobné

G (zj-1) = G (wj) + g (W)) (xj — wj-1) —

Zj

— (HEK) / g(2) de — g (w;) (2 — 25-1).

Tj—1
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Pokud nyni opét dosadime do vyrazu, ktery se vyskytuje u vyse uvedené nerov-
nosti na pravé strané, obdrzime

Xj <|F(wj) g (wj) (x5 — xj—1)| + | f (wj) G (wj) (25 — 25-1)] —
— |F (w)) G (wy)| +

_l’_

+ <IF(wj)!+ fwj) (j —xj1) - (HK) / f(z)da

+ | f (wj) (x5 — 55]‘—1)’> X

g (w;) (w; — 551) — (HEK) / o(x) da

Tj—1

x <|G<wj>|+ T

+ 19 (wy) (xj — 2j-1)| ) :

Odsud méame

f(wj)(zj—xj1) — (HK) [ f(z)dz

X; < X
Zj
< |g@) (a5 = 2j0) = (HE) [ gla)do) +

+ (1F (W)l + 1f (w5) (25 = 25-1)]) X

Ty

% |g (w5) (25 — 51) — (HK) / o(x) dz| +

Tj—1

(G W)l + g (wj) (25 = zj-1)]) *

% | f () () — 251) — (HE) / f(z) da

+1f @)l g @)l (25— 2j-1)*

Pro vsechna z € [a,b] mdme |F(z)| < K, |G(z)| < K. Z volby kalibru ¢ pak
mame rovnez

|f (wj) (25 — z5-1)| < |f ()] 20 (wy) <&,
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|9 (wj) (25 — 1) < g (wj)]20 (w;) <e,
|f (wi)l g (w5) (25 — zj—1)] < [f (w))l g (w;)] 26 (wy) <e.
Nyni pouzijeme vSechny tyto nerovnosti a Lemma [2| a ziskdme
g

X; < [e+ (K + )] g (@5) (5 — 1) — (HEK) / o) der| +

Tj—1

(K +9)|f (@) () — 251) — (HE) / o) da| +e(e; — 2y ).

Tj—1
Soucet pres j € {1,...,n} davéd

0 (Fg + [G; D) = [F(b)G(b) = F(a)G(a)]| <

<K +29) Y |g ) oy — 1) = (HE) [ gla)do] +

Jj=1 Tj1

+ (K +2))_ |f () (x5 —xjo1) — (HK) / f(z)dz|+e(b—a).

=1 o

Pokud .
) (@~ 20) = (HE) [ f(o)da] <

j=1 .
() (a2 2j0) = (HE) [ gla)do <.

=1 o

pak obdrzime

lo(Fg+ fG; D) = [F(b)G(b) — F(a)G(a)]| <
< (K+4+2)e+ (K+e)e+elb—a)= 2K +3c+b—a)e.

Tim jsme vétu dokézali, nebot € > 0 bylo zvoleno libovolné. g

Kapitolu zakonéime verzi substituéni metody pro Henstockuv-Kurzweiliv

integral.
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Véta 54 Necht je ddna funkce v : [a,b] — R, kterd je spojitd a neklesajici
na intervalu [a,b], a ddle funkce f : [y(a),v(b)] — R. Jestlize md funkce v na
intervalu [a, b] koneénou derivaci, pak existuje-li jeden z integrali

~(b) b
(HK) / f@)de,  (HE) / FO/ () (8 dt,
v(a) a

existuje i ten druhy a plati rovnost

v(b) b

(HE) [ f@)do = HE) [ 1600 O

v(a) a
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Kapitola 21

SROVNANI RUZNYCH
TYPU INTEGRALU

V této kapitole se zaméfime na srovnani Henstockova-Kurzweilova integralu
s dalsimi typy integrali. V kontextu také pfipomeneme definice integralu ze
zakladnich kurzi matematické analyzy.

21.1 Riemanntuv integral

Definice 48 Pro ohranicenou funkci f : [a,b] — R a délend s vjznacngmi body
D = {(v, [wi—1,zi]) ;i € {1,...,n}}

nazyvdme Riemannovym integralnim souctem prislusnym funkci f a déle-
ni D ¢islo
n
p(f; D)= f () (wi—wia).
i=1
Dadle J € R nazgvdime Riemannovym integralem funkce f na intervalu [a,b],
pokud pro kazdé € > 0 existuje 9 > 0 tak, Ze pro vSechna déleni D intervalu [a, b]

s normou mensi nez U je
lp(f; D) = J| <e.

Riemanniuv integrdl funkce f na [a,b] znac¢ime jako

b
(R)/f(a:) dz = J.

MnoZinu vSech funkci integrovatelnigjch v Riemannové smyslu na |a,b] potom
znacime Rla, b].

95
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Poznamka 14 Riemannuv integral se lisi od Henstockova—Kurzweilova integrdlu
v tom smyslu, zZe u Henstockova—Kurzweilova integrdlu musi bijt délent tak jemné,
jak to vyZaduge kalibr (nikoli jenom dle normy délent). Tento ,nepatrnyg rozdil
vsak implikuje, Ze mnozina HK integrovatelnijch funkci je podstatné vétsi nez
mnozina riemannovsky integrovatelnych funkct.

Véta 55 Necht existuje (R) f; f(z)dz, tj. Riemanniv integrdl na intervalu [a, b]
funkce f: [a,b] — R. Pak existuje rovnéz (HK) fab f(z)dx a plati

(HK) /b fa)de = (B) [ f(2)da.

a

Problém 160 Dokazte Vétu [

Problém 161 Uved'te priklad funkce, kterd je HK integrovatelnd na [0,1], ale
nend integrovatelnd v Riemannové smyslu na [a, b].

21.2 Newtonuv integral

Definice 49 Pro funkci f : [a,b] — R, k niZ existuje funkce F : [a,b] — R
takovd, ze F'(x) = f(x), x € [a,b], definujeme Newtonuv integral této funkce
jako

b
(N)/f(a:) da = F(b) — F(a). (21.1)

Mnozinu viech funkci integrovatelngjch v Newtonové smyslu na [a,b] znacime
jako Nla,b.

Véta 56 Md-li funkce f : [a,b] — R Newtonuv integrdl (N) f; f(x)dz, pak

existuje rovnéz Henstockiv—Kurzweiliv integrdl (HK) fab f(z)dz a plati

b
(HK)/f(x)dx:(N)/f(:v)dx (21.2)

a

Problém 162 Dokazte Vétul50.

Regeni. Necht ¢ > 0 je libovolné a existuje Newtontv integréal (21.1]). Vyuzijeme
pfimo definici derivace. Pro kazdé w € [a, b] existuje 6(w) > 0, pro které

x € [a, ],
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pokud
0< |z —w| <d(w),

a tedy

€
!F(x)—F(w)—f(w)(m—w)\Sm\x—w% z € [a, b],
kdyz 0 < |z — w| < 0(w). Je-li

w—I(w)<zr<w<y<w+i(w),

potom
F(y) = F (@) = £ () (y— )| <
<IF @)~ F (@)~ f @) (y— o) +
FIF @) = F () - f (@) (@ —2)| <
< s g (el tlo—al) = o= w=a).
Pokud je

D = {(vj,[zj_1,25])); j € {1,...,n}}
libovolné d-jemné déleni intervalu [a, b], obdrzime

b

V) [ f@)de = (£:D)| = |F(®) - Fl@) = 3 £ 05) (o~ j-1)| =
j=1

a

n

=) [F (x5) = Fxj1) = £ (v) (w5 — 251)]| <

J=1

< 72(;_ ) > (g —wjm1) <e

J=1

Proto Henstockuv—Kurzweiluv integrél existuje a plati (21.2). Poznamenejme,
ze dukaz lze provést také s pomoci Véty 9 O

Problém 163 Uved’te priklad funkce, kterd je HK integrovatelnd na [0,1], ale
nend integrovatelnd v Newtonové smyslu na [0, 1].
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21.3 Lebesguetv integral

Nejprve pfipomeneme zavedeni Lebesgueova integralu, coz je mozné provést
mnoha ekvivalentnimi zpusoby (je tedy mozné, ze zde prezentovana vystavba
je odlisna od té, ktera je provadéna ve vétsiné zakladnich kurzt matematické
analyzy). Pojem lebesgueovsky méfitelné mnoziny vsak jiz nepfipominame (jeho
zavedeni je standardizované). Podobné integral jednoduché funkce nepfipomindme
(jeho hodnota je zfejma).

Definice 50 O funkcih : [a,b] — R fekneme, Ze je na intervalu [a, b] méFitelna
v Lebesgueové smyslu, jestliZe pro vSechna ¢ < d je mnozina

h™t (e,d]) = {z € [a,0]; h() € [e,d]}
lebesgueovsky meritelnd.

Definice 51 Rekneme, Ze funkce h je jednoducha na [a,b], pokud lze interval
[a, b] vyjddrit jako sjednoceni koneéného poctu navzdjem disjunktnich méritelnich
mnozin a funkce h je na kazdé z téchto mnoZin konstanini.

V souvislosti s Definici [52] nize pfipomenme nasledujici vétu.

Véta 57 Kazdd méritelnd a nezdpornd funkce h : [a,b] — R je limitou urcité
monotonni posloupnosti funkct, které jsou jednoduché.

Definice 52 Pro nezdpornou funkci h, kterd je na intervalu [a,b] méritelnd,
a pro monotonni posloupnost jednoduchyjch funkci {hy},cy takovou, Ze

lim h,(z) = h(zx), x € [a,b],

n—oo
definujeme Lebesgueuv integral nezaporné funkce h na [a,b] jako
b b
(L) / h@)de = lim [ ho(2)dz < oo,

n—0o0
a [¢]

Definice 53 Necht h : [a,b] — R. Nezapornou ¢&ast funkce h definujeme jako
hy(x) := max{0, h(x)}, x € [a, b
a nekladnou ¢éast funkce h jako

h_(x) := max{0, —h(x)}, x € [a,b].
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Definice 54 Je-li h méritelnd funkce na [a,b] a plati-li

b b

(L)/h+(az) dz < oo, (L)/h(m) da < oo,

a a

pak Lebesgueuv integral méfitelné funkce h na intervalu [a,b] definujeme
jako
b b b
(L)/h(m) dz := (L)/h+(x) dz — (L)/h_(aj) dz.

Mnozinu vsech funkct, které jsou integrovatelné v Lebesgueové smyslu na inter-
valu [a,b], znacime symbolem Lla, b).

Lemma 3 Pro kazdé € > 0 a pro libovolnou funkci h : [a,b] — R, kterd md na
intervalu [a, b] Lebesquetiv integrdl, existuji zdola polospojitd funkce u : [a,b] — R
a shora polospojitd funkce v : [a,b] — R (viz Kapitola , pro které je

u(z) > h(z), v(z) < h(x), x € |a, b
“ b b
(L) /u(:c) dz — (L) /v(m) dz <e.

Problém 164 Pomoci Lemmatu [§ dokazte, Ze pokud md funkce h : [a,b] — R
na intervalu [a,b] Lebesquetv integrdl, pak je na [a,b] HK integrovatelnd a plati

(HK) /b h(z)dz = (L) /b h(z) dz.

Poznamka 15 Doplriime, Ze pro kaZdd a,b € R spliujici a < b existuji funkce,
které jsou HK integrovatelné na intervalu [a,b], ale nejsou lebesgueovsky integro-
vatelné na [a, b].

Ptipomenme jesté dobfe znamy vztah Lebesgueova a Riemannova integrélu.

Véta 58 Jestlize pro funkci h : [a,b] — R existuje na intervalu [a, b] Riemanniv
integrdl (R) f: h(z) dz, pak ezistuje také Lebesguetiv integrdl (L) fab h(z)dz a
plati

(R) /b h(z)dz = (L) /b h(z)dz.
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Poznamka 16 V zdkladnich kurzech matematické analyzy je wvddén priklad
funkce, kterd md Lebesqueuv integrdal na obecném nedegenerovaném intervalu
[a,b], ale nent integrovatelnd v Riemannové smyslu na [a,b]. Viz mj. Definice 5

Jadrem této kapitoly byly tedy ostré inkluze

Nla,b] € HK|a,b], Rla,b] C L[a,b] C HK]|a,b).
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Kapitola 22

KRITERIA KONVERGENCE
RAD S NEZAPORNYMI
CLENY

Vedle zakladnich kritérii konvergence nekonecnych ¢iselnych fad s nezapornymi
¢leny (napf. (limitni) srovnévaci, podilové, odmocninové ¢ integralni) existuji
dalsi méné vyuzivana, avSak uziteénd, kritéria pro rozhodovani o konvergenci,
resp. divergenci ¢iselnych fad. Text této kapitoly vychézi ze sbirky [6].

Véta 59 (Raabeovo kritérium) Necht je a, > 0 pro vsechna dostatecné vel-
kd n a necht existuje (vlastni nebo nevlastni) limita

L= limn (1 — an+1>.
n—00 an

Potom plati:
(i) jestlize L > 1, fada Y 7 \ an konverguje;
(ii) jestlize L <1, fada Y 7 y an diverguge.

Poznamka 17 Podotknéme, Ze Raabeovo kritérium je silnéjsi nez hojné vyuzivané
limitni podilové kritérium. Pokud tedy odvodime konvergenci (nebo divergenci)
pomoct limitniho podilového kritéria, lze ji obdrzet rovnéz uzitim Raabeova kritéria.
To neplati naopak, jok ukazuji priklady nize.

Problém 165 Vysetrete konvergenci Tady
i (2n)!
= 4n(nl)? '
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Reseni. Raabeovo kritérium dava

hn171(1—-a”+1) _ hnlyl(l__(2n+—2x2n—+1)) _

n—00 an n—o00 4(n + 1)2
2 1 1
im0 ) i 2o,

a tedy zadand fada diverguje. Snadno lze ovéfit, ze aplikovanim limitniho podilového
kritéria nic nezjistime, protoze

(2n+-2)! 9 92)(2 1

n+1 2
lim &L iy TR @nd2)@ntl)
n—oo  Q n—o00 47(]2(712;2 n—o00 4(n_|_ 1)2

Problém 166 UZitim Raabeova kritéria urcete, zda Tada

n!

2 ) (VA (V)

konverguje, nebo diverguje. Ddle ukazte, Ze nelze pouzit limitni podilové kritérium.

Véta 60 (Cauchyovo kondenzaéni kritérium) Necht {a,}>° ,n C [0,00) je
nerostouci posloupnost. Potom plati, Ze fada y > on a,, konverguje, pravé kdyz
konverguje fada S5y 28 aqn.

Problém 167 Aplikovinim Cauchyova kondenzacéniho kritéria vySetrete kon-

vergenct rady
o

Z 1

2 Y
— nlog”n

kde log je prirozeny logaritmus.

Poznamka 18 Dodejme, Ze priklad v Problému[167 je resitelny také napr. po-
moct integrdlniho kritéria.

Véta 61 (Gaussovo kritérium) Necht {a,}>2; C (0,00) a necht

a
= :a—i—é—i—lg, neN,
An+41 n n

pricemz {yn}22 je ohranicend posloupnost. Potom plati:

(i) jestlizeaw>1 a > 1, fada Y o2 an konverguje;
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(ii) jestlize « <1 a <1, fada Y .- y an diverguje.
Problém 168 Aplikovinim Gaussova kritéria pri volbé o = 1 ukaste, Ze Tada

S (L)

n=1

diverguje.

Véta 62 (Kummerovo kritérium) Necht a,, > 0 pro vsechna dostatecné vel-
kd n. Potom plati:

(i) Tada Y .7y an je konvergentni, prdavé kdyz existuje A > 0 a {p,}32 5 C
(0,00) tak, Ze

an

D — Pnt1 = 4, n>N,néeN.

n
an+1

(i) fada 2 an je divergentnd, prdvé kdyz existuje {p,}5°  C (0, 00) spliujici

1
IR
n:an
¢ a
Pn—— — pny1 <0, n>N,neN.
An+

iﬁ 1+ klogk
nzlkzl\/ﬁ—i-(k—i—l)log(k—i—l)’

kde log je pfirozeny logaritmus.

Véta 63 (Ermakovo kritérium) Necht funkce f : [N,00) — (0,00) je neros-
touct a
an = f(n), n>N,neN.

Necht ddle existuje (jako vlastni ¢i nevlastni) limita

_ oy E (€7
PR TIw

Potom plati:

(i) jestlize L < 1, fada Y2y an konverguje;
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(ii) jestlize L > 1, fada Y "y an diverguge.
Problém 170 Uzitim Ermakova kritéria v zdvislosti na kladném parametru o
rozhodnéte o konvergenct rady

o0

Z 1
o )
annlog n

kde log je prirozeny logaritmus.

Problém 171 Rozhodnéte, zda konverguje Tada

g+a(a+’y)+a(a+7)(a+2y)
B BB+ BB+YB+2)

v zdvislosti na kladnijch parametrech o, 5,7y.

Problém 172 Zjistéte, zda konverguje fada

) -5 ()

n=1 n=1

v zdvislosti na redlném parametru .

Problém 173 V zdwislosti na kladnych parametrech o, 5 rozhodnéte o konver-

genci Tady
ZH a—i-k:logk:
= 164— 1)log(k+1)’

kde log je prirozeny logaritmus.



Kapitola 23

CESAROVA SOUCTOVA
METODA

V této a nasledujicich 2 kapitolach se zamérime na pfifazovani redlnych souctu
i jistym nekonvergentnim radam.

Definice 55 Pro fadu . 7 a, s ¢dstecéngmi soucty

n=1

k

sk:Zaj, keN

j=1

se zavddi Cesaruv soucet jako
= lim — g Sk
n—oo n

Poznamka 19 Je treba doplnit predchozi definici. Cesaruv soucet predstavuje
konvergenci posloupnosti pruméru édastecnijch souctu. Tato konvergence ale ne-
mus? nastat. Je tak treba hledat limitu posloupnosti sloZenou z pruméry jiZ
wvazovanych pruméri. Tento krok vsak nemust stacit, ale lze pokracovat stejnym
zpusobem dal. Dodejme, Ze konvergence nemusi nastat v Zadném konecéném kroku.

Definice 56 Pro 7adu .~ a, polozme
Kg =a1 +az2+az+ -+ ay,
K} =K)+K}+KJ+ - + K.,
Ky =K +Ky+ K+ + K,
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K=K "+ K7 v KT KDY

pricemz KO znaci n-tyj c¢dstecny soucet, K} znacéi n-ty édstecny soucet édstec-
nych soucti a tak ddle. Necht ddle by =1 a bj =0 pro j € {2,3,...,n}. Pro
tuto konkrétni ¢iselnou posloupmost oznacime odpovidajici hodnoty K jako qul,
tj. klademe

n—1
Lg::1+0+0+~--+0:< 0 )

n—+0
L;::L?+L3+L§+--~+L2:( ) )

n+1
Be=rirre s ti= ("),

P -1 —1 i—1 i1 _ (nti—1
Ll =L +Ly +Ly +---+ L :( ; >

Necht n,j € N. Definujeme Cesaruv n-ty Easteény soucet pro j-tou po-
sloupnost praméra jako podil

&

L,

.
a Cesaruv soucet pro j-tou posloupnost praméru jeko limitu

g K
S:= lim S} = lim —.

Poznamka 20 Pro Cesaruv soucet se rovnéZ poufivd zdpis soucltu ve tvaru
(K,7)S, kde j € N uddvd, v poradi kterd posloupnost danych pruméru konvergugje
k prislusnému souctu.

Problém 174 Dokazte, zZe konvergentni rada ), | an se souctem S md zdroven

Cesariuv soucet, ktery je také roven S, tj. (K,1)S = S.

Resend. Piedpokladem je to, ze fada Y- ; a, je konvergentni se souctem S,
cOZ znamena, ze

lim s, = S.
n—oo
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Ukéazeme, ze Cesaruv soucet je roven také S, tj.
1 n
lim — E s = S.
n—oo n
k=1

Necht € > 0 je libovolné dané. Uvazme v absolutni hodnoté rozdil n-tého ¢lenu
Cesarova souctu a souctu dané konvergentni fady, tj.

n

> (- 8)

k=1

1 n
PIEEE
n
k=1
n

1< 1
ZﬁZ|Sk—5|+ﬁ > lsk =S,
k=1 k

:p+1

%Zsk—s

k=1

<

IA

pricemz provedeme volbu p tak, aby pro kazdé k > p platilo
€

-S| < <.

sk =S <5

Moznost zvolit takto p vychazi z predpokladu konvergence posloupnosti ¢asteénych
souctt k S. V dalsfm necht je N € N dostateéné velké tak, aby

1p’ S|<€
fE:s_ -
n k 2
k=1

pro v8echna n > N. Celkem pak dostavame

n

1< 1 e 1 €
52\5;{—51—1—% Z |sk—S\<§+ﬁ(n—p)§<e.
k=1 k=p+1

O

Poznamka 21 Twrzeni uvedené v Problému se v literature oznacuje pod
pojmem regularita Cesarovy souc¢tové metody.

Problém 175 Dokazte, Ze Cesaruv soucet je linedrni.

Problém 176 Stanovte Cesariv soucet Grandiho Tady

o0
D) =1—141-1+1—1+--

n=1
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Problém 177 Uvazte nekonvergentni nekonecénou tadu

don(-)"=1-2+3-445-6+7—--

n=1

Zjistéte, jestli md tato fada Cesariuv soucet. Prip. ho urcete.



Kapitola 24

ABELOVA SOUCTOVA
METODA

V této kapitole jsou vyuzivany néasledujici pojmy a znalosti z teorie komplexnich
mocninnych Fad.

Definice 57 Komplexni mocninnou fadou se stredem ¢ € C a koeficienty
an € C rozumime nekonecénou tadu tvaru

o
n
E ap (z — )",
n=1
pricemz z € C je proménnd.

Nez se dostaneme k problémum tykajicich se Abelovy souCtové metody, shr-
neme zakladni tvrzeni platna pro konvergenci komplexnich mocninnych fad.

Lemma 4 Bud zy # ¢ bod, v némz mocninnd fada’y . | a, (z—c)™ konverguge.
Pak tato fada absolutné konverquje pro kazdé z € C, které spliiuje nerovnost

|z — ] <R,
kde R < |zp — ¢.
Problém 178 Dokazte Lemma [{}

Poznamka 22 Podle Lemmatu |4 mocninnd tada oy an (z — ¢)™ konverguje
na mnozine, kterd je sloZena z vnitrku kruhu a édsti jeho hranicni kruZnice.
Tento konvergencni kruh je urcéen stredem c a polomérem r, kterému se tikd
polomér konvergence.
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Véta 64 Necht je
0 < limsup V/|ay| < oo.

n—oo

Potom pro polomér konvergence mocninné fady > o 1 an (z — )" plati
1

r=—————.
lim sup {/|ay,|

n—0o0

limsup {/|a,| =0,
n—oo

Je-li

pak 1 = co. Pokud

limsup {/|a,| = oo,
n—oo

jer=20.
Problém 179 Dokazte Vétu[64)

Problém 180 Urcete polomér konvergence (prip. obor konvergence) pro kom-

plexni mocninnou Tadu
o

Z (1+1)" n
n2+3n+2°
n=1

Az nyni se dostavame k Abelové souctové metodeé.

Definice 58 Pro komplezni fadu ) - | a, definujeme jeji Abeliv soucet jako

limitu
o0
lim E anz",
z—1
n=1

kde z € C, |z| < 1 a limita pro z — 1 je uvaZovdna na édsti otevieného jednot-
kového kruhu dané nerovnosti

1=z < L(1—|z])
pro jistou konstantu L, tj. ve Stolzové prostoru.

Poznamka 23 Abeliv soucet tedy dle Definice |58 existuje za predpokladu exis-
tence souctu fady > o4 anz™, resp. limity tohoto souctu pro z — 1 ve Stolzové
prostoru.

Poznamka 24 Nutnd podminka pro existenci Abelova souctu je zrejme to, aby
pro koeficienty mocninné fady Y7 | anz" platila nerovnost

1

lim sup,,_,oo V/|an|

> 1.
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Véta 65 (Abelova véta) Je-li nekonecnd komplezni fada S°°  a, konver-
gentni, potom pro

oo
f(z):= Zanz”, |z2| <1, z€C
n=1

plati, Ze Tada napravo konverguge pro |z| <1 a

oo
lim f(z) = Za
z—1 f( ) w
n=1
pricemz limita pro z — 1 je uvaZovdna ve Stolzové prostoru.

Problém 181 Ovérte linearitu Abelovy souctové metody.

Problém 182 Uvazujte Grandiho tadu Y oo ,(—1)"L. Jaky je Abeliv soucet
této Tady?

Problém 183 UvazZujte Tadu

i n (_1)n+1‘
n=1

Urcete jeji soucet pomoct Abelovy souctové metody.
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Kapitola 25

BORELOVY SOUCTOVE
METODY

Definice 59 Pro fadu Y.~ a, definujeme jeji soucet ziskany Borelovou ex-
ponencialni metodou jako limitu

oo
. g "
lim e E — Sp,
2—00 n!
n=1
kde

n
Sp = g aj, n € N.
j=1

Definice 60 Pro fadu Y, a, definujeme jeji soucet ziskany Borelovou in-
tegralni metodou jako

o0 0o xn
—z

/e Z s ap dx.

0 n=1
Problém 184 Dokazte, Ze Borelova exponencidlni metoda a Borelova integrdlni
metoda jsou linedrnyi.
Problém 185 Dokazte, Ze Borelova exponencidlni metoda je reguldrni, tj. dokazte,
Ze v pripadé konvergence Tady Y o7 | an ddvd stejny soucet také Borelova expo-

nencidlni metoda.

Resend. Je tieba dokézat, ze pokud

[eS)
E anp = S,
n=1
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potom
X n
s= lim e ” E — S
T—00 n!
n=1
Predné je

Dale vyjadiime

oo :L'n n
> (2 2w) -
n=1 i=1
x x? 3 zt
Fa1+j(a1+a2)+§(a1+a2+a3)—|—m(a1+a2+a3+a4)+
Nésledné provedeme vytykani a, se ziskem
v x? 23 ot 2?3 ot
a1 ﬂ+ +§+E+ + as +§+E+ +
x3 z?
+ a3 —l— — —l— + -
3|
Prvni zdvorka odpovidd nekoneénému rozvoji funkce e* a kazda dalsi zavorka
cast tohoto rozvoje postrada. My tuto chybéjici ¢ast nyni do piislusné zavorky
doplnime. Ziskdme tak

z r  x? r 22 2
aie +a2(e —f>+a3 — F+2l +aq - 1'+7+3' +e

Tento vysledek zjednodusime do tvaru

Sl n)

Dostdvame tak prepis puvodni mocninné fady v Borelové exponencidlni metodé,
kde se vyskytuje funkce e, a to

o0 n

)

n=1 n=1 i=1

Odtud ihned plyne

lim e™* Z — 8, = lim e E Z
T—00 n! T—00 ’L — 1
n=1 = i=1
n

n=1
o0 i
= xli)rglo (an (1 —e ° = 1)‘>> .
n=1 =1
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Na zdvér vyuzijeme dvé skutecnosti — predpoklad, ze puvodni fada Y 7, a,
konverguje k s, a fakt, ze plati

n l’iil n xi*l
1 [ _— = 1 — _— = — =
S {1y ) i - ) <0

=1 =1

Konec¢né dostavame

n=1 n=1 =1
0 n i )
—x T T "
= lim an | 1—e E = lim e g — Sp,
T—00 (7, — 1)' T—00 n!
n=1 =1 n=1

Problém 186 Podobné jako v Problému dokazte, Ze Borelova integralni
metoda je regquldrni.

Problém 187 Zjistéte, za jaké podminky ddvaji Borelova exponencidlni metoda
a Borelova integrdlni metoda stejny soucet fady » -~ | an. Ndpovéda: UvaZujte
viyraz

Problém 188 Sectéte Grandiho fadu oo (—1)"T1 pomoci Borelovy exponencidini
metody 1 Borelovy integrdlni metody.

Problém 189 Uvazujte fadu Y oo n(—1)"T1. Uréete soucet této Fady nejprve
pomoci Borelovy exponencidlni metody a poté Borelovy integrdalni metody.
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V. FUNKCE
S KONECNOU VARIACI






Kapitola 26

ZAKLADNI VLASTNOSTI
FUNKCI S KONECNOU
VARIACI

Nejprve néasledujici definici pfipomeneme déleni intervalu (viz Kapitola .

Definice 61 Délenim intervalu [a,b] nazgvdme kaZdou konecnou posloupnost
bodii {x;}7_ C la,b], kterd je vzestupné usporddand, tj.

To <21 < -0 < Tp,

pricemz pro krajni body plati zo = a,x, = b. Oznacujeme Dla,b] = {z;}7_,.
Symbol Dla,b] pak znaéi mnoZinu vech déleni intervalu [a,b]. Ddle definujeme
velikost (normu) déleni jako

|Dla, b]| := jefhax () —xj1),

kde
Dla,b] = {x;}j_o € Dla,b].

Definice 62 Pro danou funkci h : [a,b] — R a déleni D,y = {z;}]_o interva-
lu [a,b] klademe

V (h, Dyy)) E: h(zj-1) |

a definujeme

b
\Vh=sip V(hDyy).
a Dia,t1€Dfa,b)

Takto zavedenou velicinu \/Z h nazgvame variaci funkce h na intervalu [a, b].
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Poznamka 25 Definici[69 je potreba doplnit.

e Definujeme \/o h :=0 pro a € R a kaZdou funkci h, kterd je v bodé xo = a
definovand.

e V pripadé neohranicenosti mnozZiny
{V(h. Do) ; Diagy € Doy}
definujeme \/Z h = oo.

Poznamka 26 Je evidentni, Ze funkce h je konstantni na intervalu [a,b], prdvé

kdyz \/° h = 0.

Definice 63 Funkcih, jez je definovand na |a,b], nazjvime funkci s koneé¢nou
variaci na [a,b], pokud existuje konstanta K € R takovd, Ze pro libovolné déleni
intervalu [a,b], tj. pro kaZdé Dy, = {:Uj};”zo € Da), je splnéna nerovnost

D I h(zg) = h(zj-1) | < K.
j=1

K feseni néasledujiciho problému bude potfeba formule pro délku lomené ¢éry,
ktera spojuje body [z, h(z;)], j € {0,1,...,n} grafu spojité funkce h na [a, b],
a to

> \/(xj — ;1) + (h(x;) — h(z;-1))°,
j=1

kde {z;}"_, je libovolné délen{ intervalu [a, b]. Déle uvedme i vztah pro vypocet
délky grafu d (h, [a,b]) spojité funkce h na intervalu [a, b] ve tvaru

n

d(hfab) = swp S\ @y —am)? + (hlay) — hlaso1)
{237 20€Dlap] j=1

Véta 66 (Jordanova véta) Necht je funkce h spojitd na intervalu [a,b]. Potom
jeji graf na tomto intervalu md koneénou délku, prdvé kdyZ md tato funkce h
konecnou variaci na intervalu |a, b].

Problém 190 Dokazte Jordanovu vétu, tj. Vétu[66

Problém 191 Méjte funkci h : [0,2] — R zadanou predpisem

hz) = {O pro x = 0;

rsin®  pro x € (0,2].

Urcete variaci funkce h na intervalu [0,2]. Je konecnd?
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Problém 192 Dokazte, Ze je-li funkce f spojitd na intervalu [a,b] a md na
vnitiku tohoto intervalu, tj. na (a,b), ohrani¢enou derivaci, potom md f konecnou
variaci. Dokazte, Ze je-li navic funkce |f'| riemannovsky integrovatelnd na [a,b],
potom pro variaci funkce f na [a,b] plati

\V = / |f'(z)| da. (26.1)

Resend. Mé&jme funkci f, kterd je na intervalu [a, b] spojitd a pro vSechna
x € (a,b) plati
|f'(2)] < K < oo,

kde konstanta K > 0 nezavisi na z. Necht ddle x,y € [a, b] jsou libovolné. Podle
Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté vime, Ze existuje mezi body x a y bod c, tj.

¢ € (min {z,y}, max {z, y})
tak, ze

fly) — f(=)
y—x

f'(e) =

Odtud
fy) = f@)| < Kl|y—=

pro kazdé x,y € [a,b]. Potom pro kazdé déleni {x;}!" , intervalu [a, b] mdme

Z‘fmz_ le!<KZ —2i 1) =K (b—a),

a proto
b

VI<K®b-a).

a

Pro dtkaz druhé ¢édsti tvrzeni méjme déano libovolné € > 0. V predpokladu
véty je, ze existuje koneénd hodnota Riemannova integrdlu

/ /()] da.

a
Proto existuje é > 0 takové, Ze nerovnost

b

E:\f &) i—ﬁm—l)—l/Wf%x)‘dx < g (26.2)

a
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plati pro vSechna déleni {z;}!" , uvazovaného intervalu [a,b], pro které
{zi}icol <6, (26.3)
a také pro body &;, pro které je
& € [mim1, x4, ie{l,...,n} (26.4)

Definice variace funkce iikd, ze existuje déleni {x;}!" , € Dy, takové, ze plati

nerovnost (26.3) a zaroven
b
V7
a

Déle dle Lagrangeovy véty existuji body &;, i € {1,...,n} splnujici (26.4]) takové,
ze

n

b
> 1 f (@) = fl@io)] >\/f—g. (26.5)

=1

v

Z |f(2i) = fzi1)| = Z | f(&)] (@i — @iz1) - (26.6)
=1 i—1

Celkem z (26.2)), (26.5)) a (26.6) obdrzime

b b

Vi [17@)] )<
b n

<V =D 1) = fle)| |+
a =1

n

b
+ Z‘f’(ﬁi)‘(:Bi—xi—ﬂ—/}f'(x)‘dx e

i=1
Protoze € > 0 bylo zvoleno libovolné, plati (26.1). O

Problém 193 UkaZte, Ze identita

b
\/ b= h(5) - h(a)

plati pro kazdou funkci h monotonni na intervalu [a, b).

Problém 194 Dokazte tzv. pravidlo ndvaznosti, tj. vztah

b T b
Vi=\nh+\/h, (26.7)

pro libovolnou funkei h : [a,b] — R a libovolné x € [a, b].



Kapitola 27

MNOZINA FUNKCI
S KONECNOU VARIACI

Definice 64 Symbolem BV|a, b] je oznacovina mnozina véech funkci s kone¢nou
variact na intervalu [a, b].

Problém 195 Odvod'te, Ze pro kazdé dvé funkce hi, hs : [a,b] — R plati nerov-

nost
b b

b
V (b1 +ha) <\ i+ \/ ha.

Véta 67 Necht h : [a,b] — R je libovolnd funkce a k € R je také libovolné.

Potom plati
b

b
\ (k) =1k|\/h.

a

Problém 196 Dokazte platnost Véty[67.

Problém 197 Ukazte, Ze mnozina vsech funkci s konecnou variaci na intervalu
la, b], tj. BV][a,b], je normovany vektorovy prostor pro normu zavedenou jako

b
A == [n(a)| +\/h,  h€BVa,b]. (27.1)
Poznamka 27 Protoze pro libovolnou funkci h : [a,b] — R a kaZdé y € [a, b] je

b
h(y)| < |h(a)| + |h(y) = h(a)] < |h(a)| + \/ B, y € la,b],
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mdme
sup |h(y)| < ||A]l < oo, h € BV]a, b], (27.2)
y€la,b]

pricemz norma ||h|| je definovdna v (27.1)).
Problém 198 Ukazte, Ze mnozina BV]a,b] tvori dokonce Banachuv prostor.

Resent. Z Problémuvime, ze BV|a, b] je normovany linedrni prostor vzhle-
dem k normé definované v . Jediné, co je tedy tieba dokézat, je uplnost
tohoto prostoru, tj. ze kazda posloupnost cauchyovska v BV]a,b] mé v BV][a, b]
limitu. Necht je tedy posloupnost {f,}nen C BV[a,b] cauchyovska, tj. plati

(Ve > 0) (3ng € N) (Ym,n > ng, myn € N) (|| fn. — fmll <€) . (27.3)

Dle mame také
| fr(x) = (@) < || fo = s z € [a,b].

Podle je tak pro kazdé = € [a,b] posloupnost redlnych ¢isel {fp () nen
cauchyovska. Proto pro kazdé x € [a, b] existuje konecn4 limita a muzeme zavést
funkci

f(x) := lim f,(x), x € [a,b]. (27.4)

n—oo

V dalsim chceme ukazat, ze f € BV|a, b] a ze posloupnost { f,, }nen konverguje
k f vzhledem k normé prostoru BV[a,b]. Dle (27.1) a (27.3) existuje ny € N

takové, ze pro n > nqp je

b
\ o < 1 fall < Mlfnll + 1.

Odsud snadno vidime, ze ¢éiselnd posloupnost {\/f1 f”}n N je ohranicend. Bol-
zanova—Weierstrassova véta pak fika, ze z této posloupnosti je mozné vybrat
konvergentni podposloupnost, kdy

b
klin;o\!fnk =L < oo.

Tato konvergence ndm davé pro libovolné zvolené déleni {xi}gzo € Dla,b] exis-
tenci kg € N takového, ze

J
S fu(@i) = fap(@ic)| <L+1,  k>ko, k€N
=1
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Odtud ale plyne, ze
J

J
D) = flain)| = Jim 2_; [ () = Fny (2im)] S L+ 1,

b J
\/f= sw S |fe) - flei) SL+1<oo.

{z:}Y_,€Dlab] i=1

Tim je dokazéno, ze f € BV]a,b].
Vzhledem k (27.3)) také pro kazdé € > 0 existuje ng € N tak, Ze pro jakékoli
deleni {z;}]_, € Dla, b] plati
J

ST (o= f) @) = (fa = frn) (mic1) | <&, nym >ng, n,m €N

i=1
Pak ovsem pro kazdé {z; }5:0 € Dla, b] mame

J

DN = f) (@) = (f = fi) (i) | =

=1
j
= lim Y [ (fo = fin) (@) = (fa = fm) (@i-1) [ <,
=1
a proto
b
\V(f=fm)<e,  m>ng, meN (27.5)

Uvazime-li (27.5) a pfihlédneme-li k (27.4)), dostdvame, Ze posloupnost { fy, }nen
konverguje k funkci f vzhledem k normé BV(a, b]. O

Véta 68 Pro funkci h : [a,b] — R plati, Ze md koneénou variaci na intervalu
la, b], prdavé kdyz existuji takové funkce hy a hy neklesagici na |a,b], Ze plati

h(l’) = hl(x) - hZ(x)v x € [(L, b]
Problém 199 Dokazte Vétul6S

Dusledek 3 Pro libovolnou funkci h s koneénou variaci na intervalu [a, b] a pro
vSechna r € [a,b) a s € (a,b] plati, Ze existuji konecéné limity

lim h(x), lim_ h(z).

T—r+

Problém 200 Zdivodnéte platnost Disledku[3,
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Kapitola 28

BODY NESPOJITOSTI
FUNKCI S KONECNOU
VARIACI

Z Vety (12| a z Dusledku [3| vyplyvé nésledujici tvrzeni (viz Definice [17)).

Véta 69 Kazdd funkce s konecnou variaci md nejuyse spocetné mnoho bodi
nespojitosti. Navic vsechny jeji body nespojitosti jsou pruniho druhu.

Definice 65 Necht h je funkce s koneénou variaci na |a,b]. Klademe

Ath(zg) := lim h(z) — h(x), xg € [a,b)

r—xo+

A7 h(zp) := h(zg) — lim h(x), zg € (a,b].

T—xo—
Poznamka 28 Upozornéme, Ze Dﬁsledek‘@ zajistuje smysluplnost Definice @

Véta 70 Necht h ndlezi do BV[a,b] a T = {t;}ren je prostd posloupnost bodi
z intervalu (a,b). Pak plati

00 b
|ATh(a)] + [ATRD)] + D (|ATRt)| + [ATR(t)]) < \/ . (28.1)
k=1 a

Problém 201 Dokazte Vétu[70.
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Resend. Predpokladejme nejprve, ze funkce h je neklesajici. Potom mame

|A*h(a |+Z}A+htk\+\A h(ty)| + |ATh(b)| =
k=1

=A%h(a)+ ) (ATh(ty) + A"h(ty)) + A”h(b).
k=1

Pro dané n € N uvazujme libovolné déleni {z;}7% intervalu [a,d] takové, ze
{zi} ) ={a}U{ti; k=1,...,n} U {b}.
Pro n € N obdrzime

ATh(a +Z (A7h(te) + ATh(tr)) + A”h(b) =

= lim h( )—h( ) +h(t) = lim h(z)+ lim h(z) —h(t) +--+

z—a+t Tt — o—ti+
+ h(ty) — xggzi h(z) + xElg}Jr h(xz) — h(t,) + h(b) — xlgn_ h(z) =
= x]_l}l}}_i_ h(z) — h(a) + h(z1) — xl}g}_ h(z) + zEE}-}- h(z) — h(x1) + -+
+ h(z,) — mllgi_ h(z) + mgmanr h(z) — h(zy) + h(b) — mligl_ h(z).

Pouzijeme-li odhady
h(z1) — lim h(z) < h(x1) — lim h(z),

T—T1— r—a+

lim h(z) — h(z;) < m h(z) — h(z1),

r—x1+

h(zy) — lim h(x) < h(zy,) — lim h(x),

T—Tp— T—Tpn—1+

lim hA(x) —h(z,) < Jigl_ h(z) = h(zn),

T—Tp+

dostaneme
AYh(a) + ) (A7 h(te) + ATh(tk)) + ATh(b) <
k=1
< mlggr h(z) — h(a) + h(x1) — xlgggr h(z) + xggi h(z) —h(z1)+---+

+ h(xn) — lim  h(x)+ lim A(z) — h(x,) + h(b) — lim h(z) =
T—=Tp—1+ T—b— T—b—

= h(b) — h(a).
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Odtud a z Problému pak vime, ze
% b
ATh(a) + Y (ATh(te) + A™h(t)) + A™h(b) < h(b) — h(a) = \/ h.
k=1

Pro kazdou neklesajici funkei h na intervalu [a, b] tedy nerovnost (28.1) plati.
Nyni uvazme libovolnou funkci h, kterd ma na intervalu [a, b] koneénou va-
riaci. Definujme pro ni funkce hq, ho jako

n

sup S (h(z) — h(zi—1)t, € (a,b];
hi(x) := { {2i}}0€Dla,0) 1=1

0, T =a,

n

sup Z (h(x;) — h(zi—1))”, =€ (a,bl;

ho(z) = § {2i}7-0€Pla s =
0, T = a,

pfiéemz symbol ¢g© zna&f nezdpornou ¢dst funkce g a symbol g~ jeji nekladnou
¢ést (viz Definice [53)). Evidentné

b
\/ 1o = Ry (b) + ha(D). (28.2)
Dale je
|ATh(v)| = Athi(v) + At hy(v), v € (a,b]
|A™h(w)| = A™hi(w) + A”ha(w), w € [a,b).

7 vyse uvedené prvni ¢asti dikazu pak ziskdvame

Athy(a) + ) (ATha(tk) + A7 ha(tr)) + A7hy(b) < by (D),
k=1

AThy(a) + Y (AThy(tk) + A ho(tr)) + A ha(b) < ha(b).
k=1
Pokud tyto dvé nerovnosti seCteme a pouzijeme (28.2), dokédzali jsme tvrzeni
veéty
b
|Ath(a)| +Z (|ATAtR)| + | AT R(t)]) + |[ATR(b)| < ha(b) + ha(b) = \/ h.
k=1 a
O
Tvrzeni Véty [70l muze byt prepsdno do podoby néasledujici véty.
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Véta 71 Pro libovolnou funkci h, kterd md koneénou variaci na intervalu [a, b],

plati
b
S ATh@)| + Y [ATh()| <\ b

z€[a,b) z€(a,b]



Kapitola 29

SKOKOVE FUNKCE A
ROZKLADY FUNKCI
S KONECNOU VARIACI

Pro pottieby nasledujicich definic nejdiive zavedeme mnoziny nulové miry.

Definice 66 Necht E C R. Mnozina E md nulovou miru (je nulové miry),
jestlize ke kazdému € > 0 lze najit nejuijse spocetny systém oteviengjch intervali
I; = (aj,bj), j € N takovy, Ze

E C U Ij
j=1
a )
Z(bj — aj) < .
j=1

Pokud je jistd vlastnost splnéna pro vSechna x € [a,b] \ E, kde E C [a,b]
je mnoZina nulové miry, potom rikame, Ze dand vlastnost plati skoro vsude
na [a,b], piseme s.v. na [a,b).

Definice 67 Rekneme, Ze funkce h € BV[a,b] je singuldrni, jestlize jeji deri-
vace je rovna nule s.v. na [a,b].

Definice 68 Necht h : [a,b] — R. Tuto funkci nazjvime jednoduchou sko-
kovou funkci na [a,b], pravé kdyz existuje takové déleni {z;}"_, € Dla,b], Ze h

je konstantni na otevreném intervalu (x;—1,x;) prol € {1,...,n}.

Symbolem S[a, b] bude ozna¢ovana mnozina vsech jednoduchych skokovych
funkei na intervalu [a, b].
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Definice 69 Funkcih : [a,b] — R nazjvime skokovou funkci, pokud h € S[a, b]
anebo pokud existuji posloupnosti

{sktren; {thtren C R, {vr}ren C [a, 0]

a konstanta c € R tak, Ze souc¢asné plati

o
> skl + [te]) < oo
k=1

= Z kX (o] (%) + kX (00 (7)) 5 z € [a,b],
k=1

pricem?z funkce xy je (nejen) pro interval I zavedena v Definici @
Mnozinu skokovych funkei na intervalu [a, b] budeme znacit symbolem B|a, b].

Problém 202 Rozmyslete si platnost inkluzi
Sla, b] C Bla,b] C BV]a, b].

Plati prip.
Sla, b] C Bla,b] C BV][a,b]?

Pokud ostré inkluze plati, uwved'te prislusné priklady, které to doklddaji.

Problém 203 Pro libovolnou funkci h € Bla,b] dokazte, Ze plati

\/h—}Nh )+ > (|Ah@)|+ |ATA(@)]) + |AK(D)|.
z€(a,b)

Plati tato identita pro kaZdou funkci s koneénou variact (viz také Véta ¢

Problém 204 Ukazte, Ze kazdd skokovd funkce na [a,b] je na tomto intervalu
singuldrnd.

Véta 72 (Jordanuv rozklad) Kazdou funkci h € BV[a,b] je mozné vyjadrit
jako soucet

h(z) = hi(z) + ha(x), x € [a,b],

kde
hi € BV[a, b] N Cla, b], ha € Bla, b).

Problém 205 Dokazte Vétu[73.
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Véta 73 Pokud plati

fi@) + fo(x) = g1(2) + g2(2), @ € [a,b],

kde
flagl EBV[a,b]ﬂC[a,b], f2792 EB[avb]a

pak funkce fi — g1 a fo — g2 jsou konstantni na intervalu [a, b].

Problém 206 Dokazte Vétu[73,
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Kapitola 30

DALSI VLASTNOSTI
FUNKCI S KONECNOU
VARIACI

30.1 Derivace funkci s koneénou variaci

V této podkapitole budeme pro mnozinu M C R integrdlem [,, f(z)dz ro-
zumét Lebesguetv integral métitelné funkce f pfes mnozinu M. Platnost jistého
vztahu s.v. bude dale znamenat platnost az na mnozinu Lebesgueovy miry nula
a integrovatelnou funkci budeme rozumét funkci integrovatelnou v Lebesgueové
smyslu. Nejprve uvedeme hlavni vysledek o derivacich funkci s kone¢nou variaci.

Véta 74 (Lebesgueova véta) Necht h je funkce s konecénou variaci na inter-
valu [a,b]. Potom md vlastni derivaci h' s.v. na |a,b].

Véta 75 (Leviho véta) Necht {hy}nen je posloupnost integrovatelnijch funkci
na intervalu [a,b], pro kterou plati

0<hi(z) <hg(zx)<---, x€]lab],

a takovd, Ze existuje L > 0 s vlastnosti

b
/hn(x) dr < L, n € N.

a

Potom plati, Ze s.v. na [a,b] existuje vlastni limita

lim hy,(z) = h(z),

n—oo
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funkce h je na intervalu [a,b] integrovatelnd a

b b
lim [ hy(z)dz = /h(x) dz.

n—oo
a a

Véta 76 (Fatouovo lemma) Pro posloupnost {hy, }nen nezdpornijch méritelnijch
funkci na intervalu [a,b] plati nerovnost
b b
/lim inf hy(z)dz < liminf [ h,(x)dz.

n—oo n—o0
a a

Problém 207 S pouzitim Leviho véty (1. Véty dokazte Fatouovo lemma,
tj. Vetu[76

Véta 77 Je-li funkce h neklesajici na intervalu [a,b], potom plati nerovnosti
b
0< /h’(:p) dz < h(b) — h(a).

Zejména, derivace funkce h je lebesgueovsky integrovatelnd na intervalu [a,b].

Problém 208 Pouzijte Vétu[68, Vétu[7] (tj. Lebesqueovu vétu) a Vétu[76 (1.
Fatouovo lemma) k dikazu Véty .

Tim se dostavame k zavére¢nému vysledku této podkapitoly.

Dusledek 4 Pro funkci h : [a,b] — R, kterd md na intervalu [a,b] konecnou
variaci, plati, Ze jeji derivace h' je lebesqueovsky integrovatelnd na |a, b].

Problém 209 Z ceho plyne Dusledek [§)?

30.2 Funkce s koneénou ~v-variaci

Funkce s kone¢nou variaci maji jedno slabé zobecnéni, které je predmétem této
podkapitoly (pouzivdme tzv. Younguv pristup).

Definice 70 Necht v > 0. Je-li ¢islo

1/v

n—1
V= sup > (i) = flap))

a {xj}?:oep[avb] 7=0

konecné, potom tikdame, Ze funkce f, kterd je definovand na intervalu [a,b], md
kone¢nou ~y-variaci na [a,b]. Symbolem BV, ([a,b]) znacime mnoZinu vsech
funkci, které maji koneénou y-variaci na intervalu [a,b].
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Problém 210 Je mnozina BV, ([a,b]) vektorovym prostorem?

Problém 211 Ukazte, Ze pro v € (0,1) a funkci f € BV, ([a,b]), kterd neni na
[a,b] konstantni, existuje v [a,b] bod nespojitosti funkce f.

Problém 212 Rozvazte, zda funkce f € BV, ([a,b]) muze mit bod nespojitosti
druhého druhu (viz Definice . Srovnejte to s pripadem, kdy v = 1.

Problém 213 Necht v > 0. Rozhodnéte, zda identita

b T b
Vrr=\mr+\Vos

plati pro libovolnou funkci f : [a,b] — R a libovolné x € [a, b).

Problém 214 Zjistéte, zda pro kazdé~y > 0 a kazdé dvé funkce fi1, f2 : [a,b] - R

plati nerovnost
b

b b
Vo) A+ ) <\ Aa+ V) f

a a

Dokazte, ¢i uwved’te protipriklad.
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Kapitola 31

HELLYOVA VETA
O VYBERU

Obsahem této kapitoly je tzv. Hellyova véta, k jejimuz dokdzani jsou potieba
nasledujici lemmata.

Lemma 5 Necht je ddna libovolnd spoc¢etnd mnozina K C [a,b] a posloupnost
funkei {hp}nen, pricemz tyto funkce jsou definované na intervalu [a,b] a pro
jisté C' € R je

|hn(2)| < C, x € [a,b],n € N. (31.1)
Potom plati, Ze posloupnost {hn}nen obsahuje podposloupnost, kterd konverguje
v kaZdém bodée mnoZiny K.

Problém 215 Dokazte Lemmald.

Lemma 6 Predpoklddejte, zZe existuje C € R tak, Ze je splnéna nerovnost .
Ddle necht jsou funkce hy, n € N neklesajici na intervalu [a,b]. Potom plati,
Ze existugi podposloupnost {hn, }ren posloupnosti {hp}nen a neklesajici funkce
h:a,b] = R tak, Ze

lim hy, (z) = h(zx), x € [a,b].
k—o0
Problém 216 Dokazte Lemmal8l.

Resend. Necht je N := (Qn (a,b)) U {a} U {b}. Tato mnozina je spocetns
a plati [a,b] ~ N C (a,b). Podle Lemmatu [5| existuje podposloupnost {n}ren
(vzestupné) posloupnosti pfirozenych ¢isel a také zobrazeni ¢ : N — R, pro které
je
lim hy, (y) =q(y),  yeN.

k—o0
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Je zifejmé, ze pro vSechna y; < yo, y1,y2 € N, je

q(y1) < q(y2)- (31.2)

Definujme déle pro x € (a,b) ~ N funkci

q(x) == sup  q(y), (31.3)
yE€NNJa,z)
cOZ znamena, ze
lim Ay, (x), x € N,
k—o00
q(z) =9 i q(y), x € (a,b) N~ N.
y—r—
yeN

Jako dusledek a dostédvame, ze ¢ je neklesajici na intervalu [a, b].
Daéle chceme ukazat, ze v kazdém bodé zy € (a,b), ve kterém je funkce ¢
spojita, plati
lim Ay, (20) = q(z0). (31.4)
k—o0

Pro dané ¢ > 0 existuje 6 > 0 s vlastnosti, ze pro x € (zg — J, g + 9) je
q(z) € (q(wo) — €, q(z0) +¢).
Zvolime-li

wy € NN (xg—6,x0)

wo € N N (xg,x0 + 0),

q(z0) — & < q(wr) < q(x0) < q(w2) < gq(wo) +&.

Déle vyberme k takové, ze pro kazdé k > k plati nerovnosti

q(wr) — e < hp, (w1) < g(wr) +¢€

q(wz) — & < hp, (w2) < q(wz) + €.

Pro kazdé k > k dostavéame

q(zo) — 2 < q(wy) — € < hy (w1) < hp, (z0) <
< hnk (w2) < Q(wQ) te< Q(‘TO) + 257

odkud plyne platnost (31.4)).



143

Dosud jsme dokéazali, ze pro mnozinu U bodu nespojitosti funkce ¢ v inter-
valu (a,b) je
lim hy, () = q(z), x € [a,b] \U.
k—o00

7 Véty [69] plyne, ze U je nejvyse spocetnd mnozina. Muzeme proto opét pouzit
Lemma |5 a dokézat, ze existuje podposloupnost {hnkj }ien € {hn, }ren, kterd
mé v kazdém bodé z € U limitu I(z) € R. Definujme

h(z) = q(z), x € [a,b] N\ U;
' I(x), xeU.

Pak
lim hnkj (z) = h(x), x € [a,b)].

j—0o0
Vezmeme-li v potaz, ze pokud je funkce na intervalu [a, b] limitou posloupnosti
neklesajicich funkef na intervalu [a, b], potom je sama tato funkce neklesajici na
[a, b], je lemma dokézano. a

Lemma 7 Jsou-li funkce h : [a,b] — R a posloupnost {hy}ren takové, Ze

b
\ i < C < o0, ke N,

lim hy(xz) = h(x), x € [a,b],

k—o0

potom

b
tha

Problém 217 Dokazte Lemmal[7

Véta 78 (Hellyova véta o vybéru) Jestlize pro jisté C € R a vsechnan € N
jsou splnény nerovnosti

b
ha(@l <€, \/ha<C,

a

kde {hn}nen C BV]a,b], potom existuje h € BV]a,b] a podposloupnost {hy, }ren
posloupnosti {hy }nen takové, Ze je

h(a)<C, \/h<cC
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Problém 218 Dokazte Hellyovu vétu o vgbéru, tj. Vétu [78. VyuZijte k tomu
predchozich lemmat, tj. Lemmat[0 a[7



VI. ABSOLUTNE
SPOJITE FUNKCE






Kapitola 32

ZAKLADNI VLASTNOSTI
ABSOLUTNE SPOJITYCH
FUNKCI

Definice 71 Necht [a,b] C R je libovolngj interval a f : [a,b] — R. Rekneme,
Ze funkce f je absolutné spojita na intervalu [a,b], jestlize ke kazdému e > 0
existuje 6 > 0 tak, Ze pro kaZdy konecny systém podintervali (aj;,b;) C [a,b],
j €{1,...,n}, pro ktery je splnéna nerovnost

> (b —ay) <6, (32.1)

je

Symbol ACla,b] oznacuje mnozinu vsech absolutné spojityjch funkci na interva-

lu [a,b].

Podotknéme, ze v definici absolutni spojitosti, budeme-li uvazovat n = 1,
dostavame spojitost stejnomérnou. Nésledujici problém ukaze, Zze naopak to ne-
plati, tj. ze stejnomérné spojitosti funkce f na intervalu [a, b] neplyne spojitost
absolutni.

Problém 219 Uvazujte tzv. Cantorovu funkci (také oznacovanou jako Canto-
rovy schody), kterd je zavedena pomoci Cantorova diskontinua na intervalu [0, 1]
ndsledugicim zpisobem. Necht je funkce f : [0,1] — [0,1] ve tvaru

2%k -1

-~

f(x)
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pron € Nake{1,...,2" 1}, kterd zdvisi na x € [0,1]. Nejdiive se tato funkce
definuje ve ,,spojovacich intervalech® tak, Ze se polozi

1 1 2

= <<z
f@) =g g<es<i
1 1 2

== <<z
fl@)=7, gsez<g;
3 7 8

=° <r< o
fa)=5  g<es<gs

Timto zpusobem zadand funkce je jiz definovand na celém intervalu [0,1] aZ na
body, které nendlezi do uvazovanych ,spojovacich intervali® (ani do mnoZiny
jejich kragnich bodi). Takovy bod se oznaci jako T. Necht {Tn}nen je rostouct
posloupnost, kterd je slozend z krajnich bodi ,spojovacich intervali“, a necht
tato posloupnost konverguje k . Pak existuji limity

. . /

lim f(z),  lim f (),
kde posloupnost {x} }nen je klesajici, je sloZend z kragnich bodi . spojovacich
intervali® a konverguje k T, pricemz plati
. T /

A, f(on) = Jim f ()
Jejich spoleénou hodnotu stacéi uvdzit jako f(Z), ¢imz se obdrzi monotonni spojitd
funkce, jez je definovand na celém intervalu [0,1]. Tato funkce se pak nazjvd
Cantorova funkce.

Ukazte, Ze Cantorova funkce neni absolutné spojitd, tj. zvolte libovolné ¢ < 1

a pro viechna 6 > 0 nalezte systém intervali (aj,b;), j € {1,...,n}, které spliuji
nerovnost (32.1)), avsak plati

Do 1f ) = flag)| = e
j=1
Problém 220 Dokazte, Ze kaZdd lipschitzovskd funkce na intervalu [a,b] (viz

Definice @) je na tomto intervalu absolutné spojitd.

Véta 79 Pro libovolny interval [a,b] at € (a,b) plati, Ze je-li funkce f absolutné
spojitd na intervalu [a,t] a soucasné na intervalu [t,b], pak je f absolutné spojitd
také na intervalu [a,b].

Problém 221 Dokazte Vétu[79
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Problém 222 Dokazte, Ze mnozina ACla,b] tvori vektorovy prostor.

Véta 80 Necht g a h jsou absolutné spojité funkce na intervalu [a,b]. Pak jsou
na tomto intervalu absolutné spojité také funkce |g|, g + h, g - h, max{g,h} a
min {g, h}. Jestlize navic |g(x)] > 0 pro z € [a,b|, je i funkce 1/g absolutné
spojitd na intervalu |a,b].

Problém 223 Dokazte vsechna tvrzeni ve Véte[8a.

Véta 81 Je-li funkce f absolutné spojitd na intervalu [a,b] a U nejuyse spocetnd
mmnoZzina, potom pro kazdé € > 0 existuje 0 > 0 takové, Ze nerovnost

D 1f) = flayl<e

Jeu
je splnéna pro kazdy systém podintervali [aj;,b;] C [a,b], j € U s vlastnostmi
(a5.b)) M (arb) =0, j#1jlelU (32.2)
a
Z(bj — aj) < 9.
JjeU

Problém 224 Dokazte Vétul81

Resend. Vyjdeme z Deﬁnice podle které k danému € > 0, respektive k £/2,
je piifazeno jisté & > 0. Necht je ddle U nejvyse spocetnd mnozina a pro interval
la,b] uvazme libovolny systém podintervali [aj,b;] pro j € U spliujici .
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze U = N. Pak pro kazdé n € N plati

> b
j=1

odkud plyne
Z |f(bs) = flay)| < 5

7 definice sou¢tu nekoneéné fady pak tvrzeni plyne pro celou mnozinu N, nebot
ihned obdrzime

Z\f a;l—hmZIf —flal <5 <=

O

Vztah mezi absolutné spojitymi funkcemi a funkcemi s kone¢nou variaci je
popséan v nésledujici véte.
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Véta 82 Bud funkce f absolutné spojitd na intervalu [a,b], tj. f € ACla,b].
Pak plati, Ze tato funkce md koneénou variaci na [a,b].

Problém 225 Dokazte Vétu[S82.

Reseni. Upozornéme, ze budeme pouzivat pojmy, s nimiz jsme se setkali
v predchozi ¢asti vénované funkcim s koneénou variaci. Podle definice absolutné
spojité funkce (viz Definice pritadime k ¢ = 1 ¢islo § > 0. Dale méjme pro
interval [a, b] pevné dané déleni

a=apg< o <---<ap=>b
s normou déleni mensi nez §. Dle (26.7) muzeme psat
b k. «;
Vi=2 V7
a i=1 a;—1

Je-li D' = {~i,~%,. .. ,yfi} libovolné déleni intervalu [o;—1, ;] pro i € {1,...,k},
- o |
i1 =75 <V <<y =

plati
l;
QG — Q-1 22(7;_7;71) <67 (&S {17"'7k}7
j=1
a proto
Qa;
\/ f<1l, ie{l,... .k}
e 7}
Dostavame
b ko4
V75 SRV
a =1 a;—1
Tedy funkce f méa koneénou variaci, tj. f € BV][a, b]. a

Poznamka 29 Pripomenme, Ze symbolem Cla,b] znacime mnozinu vSech spo-
Jitych funkci na intervalu [a,b]. Z Veéty |82 tak vidime, Ze

ACla,b] C Cla, bl NBV]a, b].

Dokonce je ACla,b] C Cla,b] N BVia,b]. Staci uvdzit Cantorovu funkci (viz
Problém[219).

Nyni doplnime Kapitolu
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Problém 226 Dokazte, Ze je-li h funkce s koneénou variaci na intervalu |a,b],
pak existuji absolutné spojitd funkce hac, skokovd funkce hp, singuldrni a spojitd
funkce hg takové, Ze je mozné funkci h vyjddrit jako soucet

h=hac+hp+hg na intervalu [a, bl.

Definice 72 Pro funkci h € BV|a, b| nazgvame funkce z Problému ndsledovneé:
funkci hac absolutné spojita ¢ast, funkci hg spojita singularni éast o
funkci hp skokova cast.

Problém 227 Dokazte, Ze je-li funkce h € BV][a,b] absolutné spojitd a nekle-
sagict, pak jsou funkce hac, hg a hp rovnéz neklesajict.
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Kapitola 33

DERIVACE ABSOLUTNE
SPOJITYCH FUNKCI

V této a nésledujicich 2 kapitolach symbolem p (M) rozumime Lebesgueovu miru
méfitelné mnoziny M C R a urcité integraly potom budou Lebesgueovymi in-
tegraly. K hlavnimu problému této kapitoly bude tfeba nasledujici lemma a
definice.

Lemma 8 (Rieszovo lemma) Je ddna spojitd funkce g : [a,b] — R. Necht
P :={x € (a,b); existuje o € (z,b) tak, zZe g(c) > g(x)}.

Pak je mozné tuto mnozZinu P vyjadrit jako sjednoceni nejvyse spocetného systému
po dvou disjunktnich intervali (aj,b;), pricemz g(aj) < g(b;).

Poznamka 30 Rieszovo lemma byvd nazyvdno ,, Lemma vychdzejictho slunce”.
Problém 228 Dokazte Rieszovo lemma, tj. Lemmal[§

Definice 73 Necht g : [a,b] — R je spojitd funkce. Bod = € [a,b), pro ktery
existuje bod o € (x,b] takovy, Ze g(x) < g(o), se nazyvd bod zakryty zprava
funkci g. Jestlize pro x € (a,b] existuje o € [a,x) tak, Ze g(x) < g(o), potom bod
x nazgvdme bod zakryty zleva funkci g.

Véta 83 Je-li f neklesajici funkce takovd, Ze f € ACla,b] a f'(x) = 0 pro skoro
véechna x € [a,b], pak je funkce f konstantni.

Problém 229 Za pomoci Véty a Rieszova lemmatu (1j. Lemmatu@ dokazte
Vetu[83
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Resend. Je-li ddna neklesajici funkce f na intervalu [a, b], pak se ji zobrazi
interval [a, b] na interval [f(a), f(b)]. Pro dukaz toho, Ze je funkce f konstantni,
tak postaci ukézat, ze f(a) = f(b). Nejprve rozdélime interval [a,b] na dvé
mnoziny. Mé&jme mnozinu A, na které je derivace f’ rovna nule, a mnozinu B
jakozto doplnék mnoziny A v intervalu [a, b]. Vime, Ze mnozina B mé nulovou
miru, a proto je mozné ji pokryt koneénym anebo spocetnym systémem (ay, b)),
tj.

B | (ar:br),

kel

takovym, Ze pro pfedem zvolené 7 > 0 je

(ak,bk)ﬂ(aj,bj):q), k#]v kajeu

Z(bk —ak) <T.

kel

Vezmeme-li v potaz Vétu vime, ze ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, ze
pro prislusny systém podintervala je

> 1FOr) — flap)l <e,
kel
pokud 6 > 7. Proto funkce f zobrazi mnozinu B do mnoziny S tak, ze plati
S c | [f(ar), f(be)]-
keU

Odsud pak mame p(f(B)) = 0.
Nyni chceme ukazat tutéz rovnost i pro mnozinu A. Uvazme piedem dané
e >0axo € (a,b) N A. Definice derivace funkce

T—x0 r — X0
pro v8echna z z jistého okoli bodu zg dava

f(@) = f(@o)

T — X9

<e€

Jednoduchou upravou obdrzime
exg — f(wo) <ex — f(z).
Pouzitim Lemmatu Rl a uvdzenim funkce

g(x) = ez — f(a)
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vime, ze je mnozina A slozena z bodu xg, pricemz kazdy bod z je zakryty zprava
vy$e definovanou funkei g. Odtud plyne, Ze mnozina A je tvofena sjednocenim
nejvyse spocetného systému po dvou disjunktnich intervalt (a;,b;), pro které
plati

eaj — f(a;) < ebj — f(b;) (33.1)

pro vsechny (uvazované) indexy j € U.
Upravou nerovnosti (33.1)) dostavame

f(bj) = flaj) <e(bj —aj),  jEU,

odkud méame

D Fby) = flag) <) (b —a;) <e(b—a).

JeU Jjeu

Celkem, funkce f zobrazi mnozinu A na mnozinu f(A), kterd je obsazend ve
sjednoceni takovych intervala, pro které soucet jejich délek je mensi nez e(b— a)
pro libovolné ¢ > 0. To implikuje, ze mira mnoziny A je nulova. Mira mnozi-
ny A i mnoziny B je nulovd, a tedy plati rovnost f(a) = f(b). Funkce f je tak
konstantni. g
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Kapitola 34

INTEGRACE ABSOLUTNE
SPOJITYCH FUNKCI

V této kapitole budeme symbolem Lla, b] rozumét mnozinu vsech funkei, které
jsou v Lebesgueové smyslu integrovatelné na intervalu [a, b]. Zvlasté integrova-
telnymi funkcemi budeme rozumét funkce integrovatelné v Lebesgueové smyslu.
Lemma 9 Je-li funkce f integrovatelnd na mnoziné K, pak plati, Ze pro kazdé
e > 0 existuje 0 > 0 tak, Ze pro kaZdou méritelnou podmnozZinu L C K miry

u(L) <6 je

/f(x) dz| < e.
L
Véta 84 Je-li funkce f integrovatelnd na intervalu [a,b] a
F(z):= /f(s) ds, x € [a,b],

pak je funkce F na [a,b] absolutné spojitd.
Problém 230 Za pomoci Lemmatu[] dokazte Vétu[8]).

Problém 231 Dokazte, Ze je-li funkce f integrovatelnd na intervalu [a, b], potom
pro skoro vSechna x € (a,b) je splnéna ndsledujici rovnost

d xT
< / f(s)ds | = f(a).
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Resend. Jsou-li f a © funkce méFitelné a takové, ze plati
x
o) = [ fs)ds,  wela],
a
pak chceme ukézat, ze pro skoro vSechna z € [a, ] je f(z) > ©’(x). Predpoklddejme
naopak, ze f(z) < ©'(z). Pak

fl@) <p<q<O(x)

pro jista raciondlni ¢isla p a ¢. Mnozinu vSech z, ktera tuto nerovnost spliuji,
oznacme M, ,. V dalsim ukédZeme, Ze mira téchto spoCetné mnoha mnozin je
nulové, a tedy p(M,,) =0, kde

Myq:={z € (a,b); f(z) <p<q<O(zx)}.

Necht £ > 0 je libovolné. Potom z Lemmatu [9] pro x(P) < & a dané 6 > 0

mame
/f(s)ds <e.
P

Oznaé¢ime déle L takovou otevienou podmnozinu intervalu [a, b], pro kterou plat{
Myq C L, (L) < p(Mp,q) + 0.
Je-li x € M, ;, a y > x ¢islo dostatecné blizko x, pak lze psat

O(y) — O(z)
y—x

> q.

Po tprave pak
O(y) —qy > O(z) — qx.

Odtud plyne, ze bod x je zakryty zprava pro funkci ©(x) — gz (viz Definice .
Rieszovo lemma (tj. Lemma [8) dale implikuje existenci takové mnoziny

S = U(%bj),

ze M C S C L a soucasné
©(b;) — gbj > O(a;) — qay,

tj.
O(bj) — ©(az) > q(bj — aj).



Pak ale
bj

/ F(s)ds > a(b; — ay).

aj

Protoze mnozinu S tvoii disjunktni intervaly (a;, b;), plati

/ F(s)ds > qu(S)
S

/f(s)ds:/f(s)ds~|— / F(s)ds <
S M,

P,q S\ Mp,q
< pu(Mpq) 4 € + [p|d < pu(S) + € + [pld.

Kdyz porovnédme posledni dvé nerovnosti, obdrzime

pu(S) + e+ [pld > qu(S),

t.
e+ |pld
u(s) < S0,

q—0p
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¢imz je dokédzdno, ze f(x) > ©'(x) pro skoro vSechna z € [a,b]. Platnost ne-
rovnosti —f(x) > —©’(x) pro skoro vsechna x € [a,b] se dokdze obdobnymi

tvahami a upravami. Celkem pak plati, ze pro skoro vsechna z € [a, b] je

fo) =@ = 5| [rs)as

0

Véta 85 Funkce [ je absolutné spojitd na intervalu |a,b], prdvé kdyz ezistuje

funkce h € L[a,b] takovd, Ze

Tedy ' = h skoro vSude na [a, b].

Problém 232 Dokazte Vétu[88.

(34.1)
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Resend. Predpokladdme, ze funkce h € L[a,b]. Vztah (34.1), ktery definuje

funkci f, upravime nasledovné
f(z):= f(a) + /h(s) ds, x € [a,b].

Funkce f je dle Véty absolutné spojita a dale dle Problému je f'=nh
skoro vsude na intervalu [a, b].

Necht je nyni f € AC|[a,b]. Véta |82 Tikd, Ze f mé koneénou variaci na [a, b].
Z Veéty [74] vime, ze f ma skoro vSude na intervalu [a, b] derivaci. Tudi{Zz muzeme
definovat funkci

x
T(z) = /f'(s) ds, x € [a,b],
a
kterd je podle Véty [84] absolutné spojita. Z Problému 231] pak vyplyva, ze 7' = f
skoro vsude na intervalu [a, b].

Uvazujme nynfi funkei g(z) := f(x)—7(z), z € [a,b]. Lze psdt ¢' = (f—7) =0
skoro vsude na [a, b], a tedy dle Véty [83] je funkce g konstantni. Odtud

f(@) = F(a) + 7(x) = f(a) + / fs)ds, e b,

tj.

f(2) — fla) = / f($)ds,  z€lab)



Kapitola 35

KOMPOZICE ABSOLUTNE
SPOJITYCH FUNKCI

Véta 86 Jsou ddny funkce f, kterd je lipschitzovskd na intervalu [c,d], a funkce
g € ACla,b] takovd, Ze g(la,b]) C [c,d]|. Pak plati, Ze sloZend funkce f o g je
absolutné spojitd na [a,b] a pro skoro viechna x € [a,b] plati

(fog)(z) = f'(g(x))g'(x).
Problém 233 Dokaste Vétu[SA.

Resend. Vime, ze funkce f je lipschitzovské na intervalu [c, d], a tedy existuje
L > 0 takové, ze pro libovolné body x1,x2 € [c,d] je

|f(z1) = f(x2)] < Ly — 22|.

Viz Definice Déle necht je déno € > 0. Funkce g ndlezi do AC|a, b], a tedy
z Definice [71] plyne existence § > 0 takového, ze pro kazdy kone¢ny a disjunktni
systém podintervalu (aj,b;), j € {1,...,n} intervalu [a, b], ktery spliiuje

n

> (b —aj) <3,

j=1

plati nerovnost

n

> 19 (b) =g (a))] < - (35.1)

J=1
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Aplikujeme-li posledni nerovnost (35.1)) na slozenou funkci f o g, obdrzime
(f 0 9)(b) = (fog)(a) =D £ (g(by)) = flglay))] <
= j:l

7j=1

<Y Llg(by) — g(ay)| <e.
j=1

Tim je dokézano, ze slozend funkce f o g € ACla,b]. Protoze g € AC[a,b] a
fog € AC[a,b], mdme odtud, ze existuje méfitelnd mnozina S C [a,b], jejiz
mira je nulové, tj. u(S) = 0, a soucasné derivace ¢'(z) a (f o g)'(z) existuji pro
vSechna z € (a,b) . S.

Uvazme nyni xg € (a,b) \ S, pro které ¢'(zg) = 0. Z této skutecnosti plyne
pro € > 0 existence takového h > 0, ze plati

lg(z) — g(zo)| < ez —x0|, = € (w0 — hymo + h) N [a,b].
Potom oviem
[(fog)(x) = (fog)(xo)l < Llg(x) — g(xo)| < Lefz — o),
kde & € (zg — h, o + h) N [a,b]. Tak mame dokazéno, ze
(f 0 9)(z0) = [’ (9(x0)) ¢'(z0) = 0.
Pro ¢'(20) # 0 a g(x) # g(z0) mizeme psét

Jog)lw) = (Fog)lwo) _ fl9@) = f9@a) (@) =g(zo) 1

T — 1z g(z) — g(xo) T — 1z

Uvazime-li definici derivace, potom je

§() = tim JE) =9@0)

T—T0 r — X

(Fog)(zo) = lim 29 = (feg)(xo)

T—TQ r — X

kde z € [a,b]. Vezmeme-li
w = o9) (@)
- g(o)
je
w— lim 1.9@) — f9(z0)
z=wo g(x) — g(@o)

, x € [a,b].
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Proto pro predem dané ¢ > 0 existuje § > 0 tak, ze

9(x) = g(xo)

pro véechna x € (xo+ 9,29 — )N [a,b]. V tuto chvili uz jen staci uvazit spojitost
funkce ¢ spolu s (35.2), ¢imz obdrzime jednak existenci derivace f'(g(z¢)) a déle
také rovnost f' (g(x)) = w. O

Véta 87 Je-li funkce f € BV|c,d] a funkce h € AC|a,b] takovd, Ze h([a,b]) C
[e,d], pak funkce (f o h)h' je integrovatelnd v Lebesgueové smyslu na inter-
valu [a,b]. Ddle pro libovolné x,y € [a,b] plati

h(y) Y
/ f(t)dt = / § (h(s)) 1 (5) ds
h(x) T

Problém 234 Dokazte Vétu[87
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VII. DALSI TRIDY FUNKCI






Kapitola 36

DARBOUXOVSKE FUNKCE

Pro realné funkce se zavadi rovnéz pojem darbouzovskosti. Do této skupiny
fadime funkce, pro které plati nize uvedend podminka. U téchto funkci vénujeme
pozornost vedle primarnich vlastnosti i jejich souctu a limité, resp. jejich souvis-
losti se spojitymi funkcemi.

Definice 74 Necht I C R je interval. O rediné funkci f, kterd je definovand
na I, rekneme, Ze je na tomto intervalu darbouxovska, pokud pro kazdé dva
body z1,z9 € I a pro kazdé r € R takové, Ze f(z1) < r < f(z2), existuje z €
[21, z0] tak, Ze f(z) =r.

Problém 235 Dokazte ndsledujici turzeni. Funkce f je na intervalu I darbou-
xovskd tehdy a jen tehdy, kdyz pro libovolny podinterval J intervalu I, tj. J C I,
je jeho obraz v f jednoprvkovd mmnoZina nebo interval.

Nyni uvedeme zakladni tvrzeni pro darbouxovské funkce, které je znamo ze
zakladniho kurzu matematické analyzy.

Véta 88 Nechf funkce f je spojitd na intervalu I. Pak je f darbouzovskd na I.
Problém 236 Na prikladu ukazte, Ze opacnd implikace k Vété[88 neplati.

Véta 89 Jestlize na otevieném intervalu I ewistuje vlastni derivace f', potom
je ' na I darbouxovskd funkce.

Problém 237 Dokazte Veétul89.
Problém 238 Uvazujte funkci sgn, ddle Dirichletovu a Riemannovu funkci (viz
Definice @ a [61) S pomoct Véty dokazte, Ze na intervalu (—1,1) nemaji pri-

mitivng funkci.
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Problém 239 Rozhodnéte, zda Véta[89 plati i pro jednostrannou derivaci.

Véta 90 (Bolzanova véta) Necht f je funkce spojitd na [a,b] a f(a)- f(b) < 0.
Pak ezistuje x € (a,b) tak, Ze f(z) = 0.

Problém 240 Pomoci Véty [90 dokazte, Ze kaZdy polynom lichého stupné md
nutné (aspori jeden) redlny koten.

Veéta 91 Existuje funkce, kterd kazdy nedegenerovany interval J C R zobrazuje
na R.

Problém 241 Véta 7ikd, Ze na R existuje darbouzovskd funkce, kterd vsak
neni v Zddném bodé R spojitd. Objasnéte toto turzend.

Véta 92 Jsou-li f a g darbouzovské funkce, pak jejich soucet f 4 g nemusi byt
darbouzovskd funkce.

Problém 242 Dokazte Vétu tj. uved’te priklad dvou funkci, které jsou dar-
bouzxovské, ale jejich soucet darbourovskd funkce nend.

Véta 93 Pro kazdou redlnou funkci f na R plati, Ze je soucétem dvou funkci,
které jsou darbourovské na R.

Problém 243 Dokazte Vétu[93.

Problém 244 Soucet dvou spojitych funkci je opét funkce spojitd, a tudiz také
darbouzovskd. Ukazte, Ze soucet dvou funkci, z michZ jedna je spojitd a druhd
darbouzovskd, nemusi byt darbouzovskd funkce.

Problém 245 Uved’te priklad posloupnosti { fn}tnen funkct, které jsou darbou-
zovské na R a f, = f pron — oo na R, pricemz funkce f neni darbouzovskd.

Poznamka 31 Pro kaZdou redlnou funkci f na R plati, Ze muzZe byt vyjddrena
jako limita posloupnosti darbouzovskych funkci na R.

Poznamka 32 Dokonce ezistuje posloupnost { fn }nen funkct, které jsou darbou-
zovské na R, a takovd, Ze f, konverguje na R k funkci f stejnomérné, a f neni
darbouzovskd funkce na R.

7 Veéty [88| vime, ze pro funkci spojitou na intervalu I plati, ze je na I darbou-
xovskd. Toto tvrzeni nelze obratit (tj. neplati opa¢na implikace — darbouxovska
funkce nemusi byt nutné spojita, viz Problém . Proto je nasnadé se ptat,
jaké dalsi podminky museji byt splnény, aby darbouxovska funkce byla spojita.
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Véta 94 Necht f je funkce darbouzovskd na intervalu J. Pak je f na J spojitd
prdveé tehdy, kdyz pro vSechna x € R je mnoZina

) ={yeR; fly) =}
uzavrend.
Problém 246 Dokazte Vétu[97

Problém 247 Vysetrete, zda Véta[9]) plati za slabsiho predpokladu, Ze mnoZiny
f~Y(x) jsou uzaviené pro vsechna raciondini cisla x.

Véta 95 Nechf f je funkce darbouzovskd na intervalu J a necht vnitrek mnoZiny
N :={y € R; £ (y) je nekonecnd mnozina}
je prdzdny. Pak je funkce f spojitd.

Problém 248 Necht je funkce f spojitd na J. Rozhodnéte, zda vnitFek mnoZi-
ny N must byt prdzdnd mnozina, tj.

int {y € R; f~(y) je nekonecnd mnozina}y = (.

Poznamka 33 Nechf f je funkce darbouzovskd na intervalu J, kterd nabyvd
kazdé hodnoty z f(J) pouze v koneéné mnoha bodech. Pak plati, Ze je funkce f
spojitd na J. Zejména, je-li f funkce prostd a darbouzovskd na intervalu J, pak
je funkce f na J spojitd.
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Kapitola 37

BAIREOVSKE FUNKCE

37.1 Funkce prvni Baireovy tridy

Duvodem pro zavedeni ,baireovskych funkci“ je skute¢nost, ze pro limitu po-
sloupnosti spojitych funkci nemusi platit to, ze je také spojitou funkci.

Definice 75 Necht (a,b) C R. Funkce f je prvni Baireovy t¥idy na intervalu
(a,b), pokud existuje posloupnost { fn}nen, pricemz f, jsou funkce spojité na
(a,b), takovd, Ze f, konverguje k f na (a,b) pro n — oco. Systém vsech funkct
proni Baireovy tridy na intervalu (a,b) je znacen symbolem Bi((a,b)).

Problém 249 Dokazte, Ze pokud existuje vlastni derivace f' jisté funkce f na
intervalu (a,b), pak ndlezi do Bi((a,b)). Ndpovéda: Jestlize existuje derivace
f'(t), je nutné
1
f'(t) = lim n [f <t+ > — f(t)] )
n—00 n
Problém 250 Twvrzeni z Problému vyjddrete jako nutnou podminku pro

existenci primitioni funkce a wvedte priklad, ktery dokazuje, Ze tato podminka
neni podminkou postacujici.

Problém 251 Zkonstruugte funkci proni Baireovy tridy na intervalu (a,b) tak,
aby pro ni platilo, Ze je funkci darbouzovskou (viz Kapitola @), ale nemd pri-

mitivng funkci na intervalu (a,b).

Problém 252 Jsou zdola polospojité funkce na (a,b) funkcemi pruni Baireovy
tridy na (a,b)? Ndpovéda: Uvazte Vety[l] a[d

Problém 253 Dokazte, Ze kazZdd monotonni funkce je pruni Baireovy tiidy.
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Véta 96 (Baireova véta) Bud f funkce pruni Baireovy tridy na intervalu
(a,b), tj. f € Bi((a,b)). Potom plati, Ze v libovolném otevieném podintervalu
(a,b) existuje bod, v némsz je funkce f spojitd, tedy pro body spojitosti funkce f
plati, Ze utvdreji mnoZinu, kterd je hustd v intervalu (a,b).

Problém 254 Rozhodnéte o platnosti nutné podminky existence primitivni fun-
kce:

Jestlize md funkce f na intervalu (a,b) primitivni funkci, pak je funkce f
spojitd v bodech husté podmnoziny intervalu (a,b).

Problém 255 Ukazte, Ze Dirichletova funkce z Definice [3 na intervalu (0,1)
predstavuje limitu funkei z B1((0,1)), ale do B1((0,1)) nepatri.

Upozornéme, ze néasledujici 4 problémy jsou dosti narocné.

Problém 256 Uved'te priklad funkce f darbouzovské na R (viz Kapitola @),
kterd neni konstantni, je funkci proni Baireovy tridy a je skoro vsude nulovd.

Problém 257 (Baireova charakteristika) Dokazte, Ze funkce f definovand
na intervalu (a,b) C R je funkce pruni Baireovy tridy prdavé tehdy, kdyz pro
kazdou uzavienou mnozinu M # (0 a M C (a,b) existuje bod zo € M tak, Ze
zuzend funkce f na mnozinu M je spojitd funkce v tomto bodé zy.

Problém 258 Uvazujte funkci f takovou, Ze v krajnich bodech ., spojovacich in-
tervali“ Cantorova diskontinua se rovnd 1 a jinde v intervalu (0,1) je nulovd
(viz také Problém . Ukazte, zZe pak f ¢ B1((0,1)), tj. f neni proni Baireovy
tridy, a Ze je v kazdém bodé jisté husté podmnoziny intervalu (0,1) spojitd.

Véta 97 Necht (a,b) C R a f funkce, kterd je na tomto intervalu definovand.
Pak je f na (a,b) proni Baireovy tridy tehdy a jenom tehdy, kdyz pro kaZdou
mnoZinu M # 0 a M C (a,b), kterd je uzaviend, a pro kazdd dvé redind cis-
la x,y takovd, Ze x < y, je nejvyse jedna z mnozin

[zeM; f(z) <a},  {z€M; f() >y}
hustd v mnozinée M.

Problém 259 Dokazte Vétu[97

Pfipomenme (viz Definice , ze pro redlnou funkci f definovanou v okoli
bodu zg € R klademe

limsup f(z) = inf sup f(t)
T—10 6>0 te(29—5,20+9)

liminf f(z) = — limsup(—f(x)).

T—=T0 T—T0
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Problém 260 Necht (a,b) je otevieny interval a funkce f je libovolnd funkce
definovand na (a,b). Je funkce limsup f, resp. liminf f, pruni Baireovy tridy na
intervalu (a,b)?

Problém 261 Vyuzijte Baireovu vétu (tj. Vétu @) nebo Baireovu charakte-
ristiku (tj. Problém k dikazu ndsledujictho tvrzeni: Za predpokladu, Ze je
funkce f spojitd v kazZdém bodé intervalu (a,b) kromé spocetné mnoziny, pak je
f proni Baireovy tridy na intervalu (a,b).

37.2 Baireova klasifikace

Definice 76 Necht (a,b) C R a K je systém funkci definovanich na tomto
intervalu (a,b). Jestlize pro kaZdou posloupnost sloZenou z funkci f, € K pro
n € N takovou, Ze f, — f pron — oo na (a,b), plati f € K, pak tekneme, Ze
tento systém je uzavieny vzhledem k bodové konvergenci.

Problém 262 Ukazte, Ze na kaZdém otevieném intervalu lze najit systémy fun-
kct, které jsou uzaviené vzhledem k bodové konvergenci.

Problém 263 Vysetrete, zda je systém vsech monotonnich (neklesajicich, ne-
rostoucich) funkci na intervalu (a,b) uzavieny vzhledem k bodové konvergenci.

Problém 264 Dokazte, Ze je-li pro kazdé j € J systém funkci K; na intervalu
(a,b) uzavreny vzhledem k bodové konvergenci, pak je také

RLS
Jj€J
systém funkci uzavreny vzhledem k bodové konvergenci.
Problém 265 Uvazujte systém I'((a, b)) vsech konecéngch lebesqueovsky méritelnijch

funkci na intervalu (a,b). Ukazte, Ze tento systém je uzavieny vzhledem k bodové
konvergenci.

Definice 77 Polozme B = B((a,b)) rovno nejmensimu systému funkci, v némz
je obsazen C(a,b), tj. prostor spojitych funkci na intervalu (a,b), a je zdroven
uzavieny vzhledem k bodové konvergenci. Pruky tohoto systému B se nazgvaji
baireovské funkce.

Poznamka 34 Terminologie se casto ponékud lisi. V literature se lze rovnéz
setkat s pojmem borelovské funkce misto baireovské funkce.

Problém 266 Dokazte, Ze pokud g € B a h € B, potom také g + h € B.
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Problém 267 Dokazte, zZe B((a,b)) C I'((a,b)).

Problém 268 Necht f € B((a,b)),w € C(c,d) a necht plati, Ze obraz intervalu
(¢c,d) v zobrazeni w je podmnozZinou intervalu (a,b). DokaZte, Ze pak konvoluce
f@w e B((c,d)) (viz Kapitola[17).

Definice 78 Necht By := By((a,b)) = C(a,b). Definujeme mnoziny By, n € N
indukct tak, Ze pro jiz definovanou mnozinu By, pro n € NU {0} oznacuje By1
mnozinu vSech funkci f na intervalu (a,b), pro které existuji fr, € By, k € N
takové, zZe fr, — f pro k — oo na (a,b). Prvky mnoZiny B, jsou nazjvdny
funkcemi n-té Baireovy tridy, téZ funkce baireovské n-té t¥idy. Ddle se
klade

oo
B = U B,.
n=0
Problém 269 Ukazte, zZe By, C B.
Problém 270 Dokazte, Ze pro kaZdé n € N je B,y1 ~ By # 0.

Problém 271 Dokazte ndsledujici tvrzeni. Necht g € B, a h € B, pro jisté
ne€N. Pak g+ h,g—h,g-h € B,.



Kapitola 38

MONOTONNI FUNKCE

Zactneme ,,povinnou* definici.

Definice 79 Necht M C R. Funkci, kterd je definovand na mnoziné M , nazijvdme
monotonni na M, pokud je na této mnozZiné neklesajici nebo nerostouci.
Pritom neklesajici, resp. merostouct, na M nazveme funkci f tehdy, kdyZ je na
M definovand a pro kazdé x,y € M takové, Ze x < y, je f(x) < f(y), resp.

f(x) > f(y).

Problém 272 Obdobné jako v Definici definujte funkci rostouci a funkci
klesagici na M .

Problém 273 Uvazujte funkci f rostouci na intervalu [a,b] a z,, € [a,b], n € N.
Dokazte, Ze je-li limy, oo f(x,) = f(b), pak lim, 00 x,, = b.

Problém 274 Vysetrete, zda monotonni (prip. neklesajici/nerostouct) funkce
na mnozZiné M C R utvdreji vektorovy prostor.

Problém 275 Uvazte dvé neklesajici/nerostouct funkce a urcete, zda je jejich
soucin nutné opét funkce monotonni.

Problém 276 Meéjte funkci @, kterd je na mnoziné H C R monotonni, a funk-
ci f, kterd je monotonni na mnoziné p(H). Zjistéte, zda je funkce f o ¢ mono-
tonni na H.

Veéta 98 Necht h: [a,b] — R. Necht ddle
m(z) := inf{h(t); t € [a,x]}, M (z) :=sup{h(t); t € [a,x]},
m(x) :=inf{h(t); t € [a,x)}, M(z) :=sup{h(t); t € [a,2)}

pro x € (a,b). Pak jsou funkce m, M,m, M monotonni na intervalu (a,b).
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Problém 277 Dokazte Vétu[98.

Problém 278 Uvazujte funkce m, M,m, M z Véty@. Studugte, za jakiych podminek
nastane nékterd z identit

h=m, h=m, h=M, h=M, h=m

m.

Problém 279 Uvazte funkciondlni rovnici g(x +y) = g(z) + g(y), =,y € R.
Naleznéte vsechny monotonni funkce g : R — R, které této rovnici vyhovugi.

Problém 280 Necht je funkce g : R — R spojitd a monotonni na R. Dokazte,
ze potom plati g(R) = R prdvé tehdy, kdyz
li = 1l = .
Jim |g(t)] = lim ]g(¢)] = +o0
Problém 281 Ukazte (na prikladu), Ze existuje spojitd funkce na [0,1], kterd
neni monotonni na Zddném nedegenerovaném podintervalu [0, 1].

Véta 99 Necht je funkce f na mnoziné M neklesajici. Pak plati ndsledujici dvé
implikace:

(i) Jestlize je w hromadnym bodem mnozZiny M zleva (tj. pro kazdé § > 0 je
v intervalu (w — 6,w) aspon jeden bod mnoziny M ), pak existuje limita a
plati pro ni

lim f(z)= sup f(x).
z—=w=,xeM r<w,x€M

(i1) Jestlize je w hromadnym bodem mnozZiny M zprava, pak existuje limita a
plati pro ni

lim x) = inf x).
z—wt,zeM f( ) x>w7$€Mf( )
Problém 282 Vyslovte obdobnd turzeni k tvrzenim z Véty[99, kterd plati pro
funkce nerostouct.

Véta 100 Necht je funkce f : (a,b) — R neklesajici na intervalu (a,b). Pak
v kaZdém bodé tohoto intervalu, tj. pro kazdé p € (a,b), existuji ndsledugici limity
a plati

lim f(z)= sup f(2)

TP~ a<z<p
lim f(z) = inf f(x).
z—pt p<x<b

Zvldsté

lim f(z) < f(p) < lim f(x)

T—p— z—pt

a viechny body nespojitosti funkce f, které ndlezi do intervalu (a,b), jsou body
nespojitosti proniho druhu a tvori nejuyse spocetnou mnozinu.
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Problém 283 Dokazte Vétu 100

Problém 284 Dokazte, Ze pro libovolnou spocetnou mnozinu A C R existuje
rostouct funkce f na R tak, Ze mnozina A je prdvé mnozina viech bodi nespoji-
tosti této funkce. Ukazte, jak lze takovou funkci sestrojit. Viz také Veéta[13,

Problém 285 Oznac¢me N := QN (0,1) a polozme a(t) := q~3 pro kazdé t =
p/q € N, kde p,q € N jsou nesoudélnd a 0 < p < q. Potom tada ), a(t)
absolutné konverguje. Pro 0 < x < 1 uvaZujte funkci definovanou jako soucet

a dokazte, Ze tato funkce:
(i) je rostouct na intervalu (0,1);
(ii) v Zddném bodé mnoziny N neni spojitd;
(iii) v kazdém bodé mnoZiny N je zprava spojitd;
(iv) v kazdém bodé mnoziny (0,1) \ N je spojitd.

Problém 286 Dokazte, Ze funkce spojitd, monotonni a ohranic¢end na ohraniceném
intervalu (a, b) je na tomto intervalu stejnomérné spojitd. Zdroven uvedte priklad,
ktery dokazuje, Ze vypuSténim spojitosti (resp. monotonie, resp. ohranicenosti)
funkce f se tato véta stavd neplatnou.

Véta 101 (Lebesgueova véta) Necht funkce f je monotonni funkce na inter-
valu (a,b). Pak plati, Ze md derivaci skoro vSude na (a,b).

Problém 287 Dokazte Vétu[I01 Srovnejte ji s Vétou[74)

Véta 102 Necht mnozina N C R je uzaviend a N # 0 a necht f : N — R.
Ezistuje funkce h : R — R takovd, Ze:

(a) h(z) = f(x) prox € N;
(b) pokud je funkce f spojitd na mnoziné N, pak je funkce h spojitd na R;

(¢) pokud je funkce f neklesajici na mnoziné N, pak je funkce h neklesajici na

R.

7

(d) pokud je funkce f rostouci na mnoziné N, pak je funkce h rostouci na R.

Problém 288 Dokazte Vétu tj. zaved'te funkci h v zdvislosti na f, kterd
splnuje vsechny podminky z predchozi véty.
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Véta 103 Necht N C R je neprdzdnd mnozina. Necht ddle funkce f je nekle-
sajici na mnoziné N a I je nejmensi interval, ktery mnoZinu N obsahuje. Pak
existuje funkce h, kterd je na intervalu I neklesajici, takovd, ze h(x) = f(z) pro
x € N.

Problém 289 Dokazte Vétu[103 Ddle rozhodnéte, zda tvrzeni této véty plati
také v pripade, kdy interval I je nejmensim uzavienym intervalem, ktery obsahuje
mnoZinu N.
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Kapitola 39

ZAKLADNI VLASTNOSTI
KONVEXNICH MNOZIN

Tato a nésledujici kapitoly jsou zaméfeny na vysledky konvexni analyzy v euk-

vvvvvv

konvexnich mnozin. V prvé fadé shrneme zakladni terminologii, kterou nasledné
budeme pouzivat.

Definice 80 MnozinuY C R” nazjvdme konvexni pravé tehdy, kdyz pro kterékoli
dva body y1,y2 této mnoziny nalezi do'Y také celd usecka, kterd body yi,y2 spo-
juje. Jinak Teceno, mnozina Y je konvexni, pokud pro vSechna yi,y2 € Y a pro
kazdé X € [0,1] plati

Ayi+ (1 =Ny €Y.

Definice 81 Necht Y C R™.

(i) MnozinuY C R"™ nazgvame afinni, pokud pro kazdé dva body této mnoziny
plati, Ze v'Y leZi i celd primka témito dvéma body urcend; jinak tTeceno,
kdyz pro kazdé y1,y2 € Y a pro kaZdé k € R plati

kyi + (1 —k)y2 €Y.

(ii) Rekneme, ze Y je kuzel nebo kuzelovd mnozina, pokud pro libovolné
y €Y a libovolné k € [0,00) plati, Ze ky € Y.

(iii) Rekneme, Ze Y je konvexni kuzel, pokud je tato mnozZina konvexni a
zaroven kuZelem.

Definice 82 O linedrni kombinaci kiyr + -+ + km¥Ym, kde y1,...,ym € R",
rekneme, Ze je konvexni, pokud

ki >0, je{l,...,m}, > k=1
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Ddle ji oznac¢ime za nezédpornou, pokud pro vsechna j € {1,...,m} je k;j > 0.
Tuto linedrni kombinaci pak nazyvdme afinni, jestlize

> k=1

Jj=1

Pokud pouzijeme termin konvexni/kuzelovy/afinni obal mnoziny, potom tim
bude zamyslena nejmensi konvexni/kuzelové a konvexni/afinni mnozina, kterd
danou mnozinu obsahuje. Tyto pojmy presné definujeme nize.

Definice 83 Pro mnozZinu Y C R"™ definujeme konvexni obal jako prinik
vSech konvexnich mnozin, které mnoZinu'Y obsahuji. Znacime convY . Kuzelovy
obal mnoZiny Y definujeme jako prunik vsech konvexnich kuZelu, které mnoZinu
Y obsahuji. Znacime coneY . Afinnim obalem mnoZiny Y pak nazveme prinik
vSech afinnich mnoZin, které mnozZinu Y obsahuji. Znacime aff Y. Linearni
obal Lin Y mnoZiny Y je oznaceni pro zaméreni afinntho prostoru aff Y. Di-
menze prostoru Lin'Y se znaci jako dimY .

Problém 290 Necht M; jsou konvexni mnoZiny pro kazdé j € J, kde J je
litbovolnd indexovd mnozina. DokaZte, Ze mnoZina

2
JjeJ
je taktéz konvexni.

Problém 291 UvazZujte konvexni mnozZiny My, Mo, ..., My, a ki,ko,... kyn €
R. Dokazte, Ze k1 My + koMo + - - - + kpy My, t.

m
reR" x= g kjx;, vj € Mj o,
J=1
je taktéz konvexni mnozina.

Problém 292 Dokazte, Ze je-li M C R™ konvexni mnozina (konvexni kuZel,
afinni prostor), potom jakdkoliv konvexni (nezdpornd, afinni) kombinace proki
z mnoziny M patri zase do M.

Problém 293 Dokazte, zZe pro Y C R" plati ndsledujici mnoZinové rovnosti:

(i) convY je mnoZina vsech konvexnich kombinaci prvki z mnoziny Y, a tedy

m m
convY = y:Z)\jyj; yl,...,ymGY,)\l,...,)\mZO,ZAjzl ;
=1 j=1
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(ii) coneY je mnozina vsech nezdpornych kombinaci proki z mnoziny Y, a tedy
m
coneY = y:Z)\jyj; Ylye- s Ym E Y, A, o0 Am >0 3
j=1
(iii) aff Y je mnoZina vsech afinnich kombinaci proki z mnoziny Y, a tedy
m m
aff Y =Sy =) Ntji v ym €Y, ) _Aj =1
j=1

=1

Véta 104 Je-li Y CR”, pak jakgkoliv bod kuzZelového obalu mnozZiny Y je mozné
vyjddrit jako nezdpornou kombinaci nejugse n bodi y1, . . ., yn, mnoZiny Y, a tedy
pro kaZdé y € coneY existuji éisla ki, ..., ky, > 0 tak, Ze

y=kyi+ -+ knyn.
Problém 294 Ukazte, Ze plati Véta[107)

Véta 105 (Carathéodoryho véta) Je-li Y C R"™, pak jakykoliv bod mnoziny
convY je mozné vyjddrit jako konvexni kombinaci nejugse n + 1 bodi

Yi, -y Ynt+1 € Y7

tj. pro kazdé y € convY existugi éisla ki, ..., knt1 € [0,1] splnugici

takovd, Ze
y=kiyr + -+ knp1Yns1-

Problém 295 Ukazte, Ze Carathéodoryho véta (tj. Véta plyne z Veéty .

Problém 296 Dokazte, Ze mnozina M je konvexni, prdvé kdyz pro kazdd cisla
a, 8> 0 plat?
aM + M = (a+ B)M.

Problém 297 Dokazte, Ze konvexni obal convY kompaktni mnoZiny Y C R" je
rovnéz kompaktni mnozina.

Jeden z nejvyznamnéjsich terminii konvexni analyzy je tzv. relativni vnitiek
mnoziny v R”, jehoz definice nésleduje.
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Definice 84 Bod y € Y, kde Y C R", oznac¢ime za relativné vnitini bod
mnoziny Y, pokud existuje okoli O(y) tohoto bodu y takové, Ze plati

Ol)Nnaff Y CY.

Mnozinu relativné vnitinich bodu Y nazgvdme relativni vnititek mnoZiny Y a
oznacujeme ho ri (Y). Relativni hranici mnozZiny Y pak nazgvame mnoZinu
Y ~ri(Y), kde Y je uzdvér mnoziny Y. Relativnd hranici mnoZiny Y znacime
rdY.

Véta 106 (Zakladni véta teorie konvexnich mnozin) Nechf Y C R™ je
konvexni mnozina a'Y # 0. Potom relativni vnitrek mnoZiny Y je rovnéz neprdzdnd
mnozina.

Problém 298 Dokazte Vétu 106l
Reseni. Kdyby 0 ¢ Y, lze uvazovat mnozinu
Z=Y-y={y—vyoyeY}

pro libovolny bod yo € Y. Pro ni pak plati 0 € Z. Tedy bez Gjmy na obecnosti
predpokliadejme, ze 0 € Y. Potom plati, ze aff Y = LinY. Uvazujme y1,...,Ym
jako maximalni vybér bodi mnoziny Y, které jsou linedrné nezavislé. Polozme

A=S A=A, Am) ER™ AL A >0, X <1
j=1

Dale prifazenim
A= ()\17'”7)\771) *_>>\13/1++)\mym

definujme zobrazeni F' : R™ — R". Pro libovolné A € A potom plati
m
FO) =Xy ++Amtm+ [1=D X | -0
j=1

To znamend, ze F'(A) C convY =Y a zaroven
F(A) C Lin{y1,...,ym} = aff Y.

Protoze jsou obé zobrazeni F, F~! linearni, jsou také spojitd. Dale vzhledem
k tomu, ze A je oteviend mnozina, je jeji obraz F'(A) oteviend mnozina v aff Y.
Je-li bod z € F(A) libovolné zvoleny, potom existuje jeho okoli O(z), pro které
O@)Naff Y CTF(A), atedy z € ri (Y). O
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Véta 107 Necht Y C R" je konvexni mnoZina. Ddle necht y € ri(Y) a2 €Y.
Potom pro kazdé k € (0, 1] plati

(1—-Fk)z+kyeri(Y).
Problém 299 Dokazte Vétu[107

Poznamka 35 Z Véty plyne, Ze pro konvexni mnozZinu Y C R™ je také
ri (Y') konverni mnoZina.

Problém 300 Uvazujte konvexni mnozinu Y C R"™ a dokaste, Ze mnozina Y je
konvexni a Ze

ri(Y) =ri(Y), Y =7i(Y), aff Y = aff Y.
Problém 301 Ukazte, Ze plati mnoZinovd rovnost

convY + convZ = conv (Y + Z).

Problém 302 Za pomoci Carathéodoryho véty dokazte, Ze convY je oteviend
mnozina, pokud je Y C R"™ oteviend mnozina.
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Kapitola 40

TEORIE ODDELOVANTI
MNOZIN

Definice 85 Necht Y1,Y; C R™. Tyto mnoZiny nazjvdme:
(i) oddélitelné, jestlize existuje nenulovy vektor v € R™ takovy, Ze
(v, 1) > (v,92) (40.1)
pro véechna y1 € Y1,y2 € Yo;

(ii) vlastné oddélitelné, jestlize existuje nenulovy vektor v € R™ takovy, Ze
jednak plati pro véechna y1 € Y1,y2 € Yo a Ze ddle existuji §1 € Y1
a Yo € Ys takové, Ze
<Ua y1> > <Ua y2>;

(iii) silné oddélitelné, pokud existuje nenulovy vektor v € R™ takovy, Ze

inf <U7y1> > sup <vay2>'
Y1E€Y1 y2EYs

Definice 86 Nechtf Y1,Ys C R" jsou silné oddélitelné mnoziny. Pro

a€ (sup (v,y2), inf <va1>>

Y2€Yo 1€V
a v € R" z Definice [84 nadrovinu
Hyo:={y €R" (v,y) = a}
nazyvdme oddélujici nadrovina mnoZin Y1, Ys.
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V nésledujici ¢asti uvedeme nékolik vét, které se tykaji oddélovani konvexnich
mnozin. Pfedtim jesté definujeme tzv. projekci bodu na mnozinu, pomoci niz
se véty o oddélitelnosti dokazuji. Ve Vété jsou pak vyjadifeny elementarni
vlastnosti projekce bodu na mnozinu. Poté je zafazena véta, kterda obsahuje
vyznamny vysledek o oddélitelnosti konvexnich mnozin (nutnou a postacujici
podminku pro silnou oddélitelnost konvexnich mnozin).

Definice 87 Rikdme, Ze bod y* € Y C R™ je projekci bodu z € R™ na mnoZi-
nu'Y a oznacujeme ho jako Py (z), pokud pro kazZdé y €'Y je

1Py (2) =zl < lly = =l

Véta 108 Je-li Y C R™ uzaviend a konvexni mnozina, pak plati, Ze pro vSechna
z &Y existuje pouze jedna projekce Py (z) € Y a pro vSechnay € Y jsou splnény
nerovnosts

(Py(z) — 2,y — Py(2)) 2 0,

(Py(2) =2y —2) > | Py(z) — 2. (40.2)

Véta 109 Necht Y1,Ys C R™ jsou konvexni mmnoZiny. Pak Y1,Ys jsou silné
oddélitelné, pravé kdyz pro vzddlenost téchto mnoZin plati nerovnost

inf — > 0.
Yy1EY1,y2€Y2 Hyl ?JQH

Problém 303 Dokaste Vétu[109.

Resend. Nejprve dokazeme implikaci zleva doprava. Tedy uvazujme, ze Y7, Ya
jsou silné oddélitelné mnoziny a v je z Definice Plat{

0 < inf (v,y1) — sup (v,y2) =

y1€Y] Y€V
= inf v, Y1 — < inf vl - _ )
(ylvyz)EleY2< YL 2) < (y1,y2)€Y1 x Yo ol -l = w2l
Odtud pro
€ := inf <’U,y1> — sup <U,y2>
veh y2€Y2
plyne

e
inf — >—>0.
y1€Y1,y2€Y2 Hyl yQH - ”UH

Nyni ukazme opa¢nou implikaci. Mé&jme konvexni mnoziny Y7, Y2 a necht

inf — > 0.
L ly1 — 2|
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Polozme Y = Y] — Y. Jednoduse je mozné se presvédcit (viz Problémy [290
a , ze Y je konvexni a uzaviend mnozina. S ohledem na to, ze 0 ¢ Y, plati
p := Px(0) # 0. Dokédzeme, ze hledanym vektorem, ktery oddéluje nadroviny
mnozin Y7, Y, je pravé vektor p. Pokud v zvolime z = 0, pro kazdé y € Y
dostaneme

w,y) = |lp|* > 0.

Odsud
(pyy1 —y2) = (0, y1) — (0, 2) > |IplI*,

a proto

inf (p,y1) — sup (p,y2) > |Ip|*> > 0.
y1€Y1 Y2E€Y>

O

Poznamka 36 Z Vety[109 a z teorie metrickych prostori vypljvd toto tvrzeni:
Jsou-lt mnoZiny Y1, Yo C R™ disjunktni, konvexni, mnoZina Y1 je navic uzaviend
a Yo kompakint, potom jsou tyto mmoZiny silné oddélitelné.

Definice 88 Méjme Y CR" a z € r0Y . Nadrovinu H, o nazjvdme:
i) opérna nadrovina mnoziny Y v bodé z, pokud pro vsechna y € Y je
(i) op y , pokud p yeyYj
(v,y) > a = (v,2);
ii) vlastni opérna nadrovina, pokud je opérnou nadrovinou a ddle existuje
J )
7y €Y tak, Ze

(v,9) > a.

Véta 110 Je-li Y C R"™ konvexni mnozina a bod z € r0Y, potom plati, Ze
v bodé z existuje vlastni opérnd nadrovina mnoZiny Y .

Problém 304 Dokazte Vétu 110
Véta 111 Necht Y7,Ys C R™ jsou konvexni mnozZiny. Pak jsou Y1,Ys vlastné
oddélitelné, pravé kdyz

ri (Y1) Nri(Yz) = 0.

Problém 305 Pomoci Vét[109 o140 dokazte Vétu[I1l
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Kapitola 41

DALSI VLASTNOSTI
KONVEXNICH MNOZIN

Definice 89 Pro konvexni mnozZinu Y C R™ bod y € Y nazyvdme krajni bod
nebo extremalni bod mnozZiny Y, pokud ho pro Zidné yy,ys € Y,y € (0,1) neni
mozné zapsat jako

y ="y + (1 =)y,

tj. neexistuje Zddnd usecka s krajnimi body, které ndleZi do mnoZiny Y, uvnitr
které lezi bod y. Zdapisem E (Y') znac¢ime mnozinu véech krajnich bodi mnozZiny Y.

Symbolem l;h budeme nize vyjadfovat poloptimku, jez vychézi z bodu y a
mé smeérovy vektor h € R™. Tedy klademe

l;rh ={z€eR"; z=y+hs,s > 0}.

Symbolem l; ;, bak oznacujeme opacnou polopiimku a pfimku, ktera je zadand
bodem y a smérovym vektorem h, zapisujeme jako

.t -
Ly =15, UL

Véta 112 Pro neohranicenou uzavienou konvexni mnoZinu Y plati ndsledujici
turzend.

(i) Pro kazdy bod yo € Y existuje nenulovy vektor h € R™ takovy, Ze l;o L CY.

(ii) Pokud pro jisté yo € Y a h € R" je l;ro n €Y, potom pro kaZdé y € Y je
+
LnCY.

Problém 306 Dokazte Vétu 112
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Véta 113 Necht y* je relativné hraniéni bod uzaviené konvexni mnoZiny Y C
R"™. Necht je ddle H, o vlastni opérnd nadrovina mnoZiny Y v bodé y*, coZ zna-
mend, Ze

(v,y) > a = (v,y") pro véechna y € Y
(v,7) >« pro jisté y € Y.
Potom E(Y NHyo) CE(Y) adim (YNHyo) <dimY.
Problém 307 Dokazte Veétu[113.

Véta 114 Je-li Y C R" uzaviend konvexni mnozina, pak mnozina vsSech krajnich
bodi mnoziny Y je neprdzdnd prdvé tehdy, kdyz v'Y nelezi Zidnd primka.

Problém 308 Dokazte Vétu kterd stanovuje, za jaké podminky existuji
krajni body uzavrené konverni mnoziny.

Véta 115 Je-li Y C R” konvexnd a kompaktni mnozina, potomY = convE(Y').
Problém 309 Dokazte Veétul[113

Nasledné budeme pouzivat pojem afinné zdvisié body, a proto jej nyni pfipomeneme.

Definice 90 Rekneme, Ze body 1, xa, ..., Tm € R" jsou afinné zavislé, pokud
existugi ¢isla ki, ko, ..., kn € R, kterd nejsou vsechna nulovd, takovd, Ze

m m

ij:(), ijIJZO

Jj=1 Jj=1
Problém 310 Ukazte, Ze body x1,x2,...,xm € R™ jsou afinné zdvislé prdvé
tehdy, kdyz vektory xo — x1, ..., %y, — X1 jsou linedrné zdvislé.

Véta 116 (Hellyova véta) Je-li m > n+ 1 a jsou-li Y1,Ys,...,Y,, C R"
konvexni mnoziny, pricemz kaZdych n + 1 z nich md neprdzdny prunik, potom
plati

N Y0

j€{172a~“am}

Problém 311 Dokaste Vétul[I18.
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Reseni. Budeme postupovat matematickou indukef vzhledem k m. Pro m =
n + 1 je platnost tvrzeni trivialni. Pfredpokladejme, ze tvrzeni je platné pro m,
a dokazme ho pro m +1 > n + 1. Méjme

2 €Yo NYNYimg,

€Y1 NYsN---NYyy1,

Zme1 €Y1 NYoN - NY,,.

Indukéni predpoklad zajistuje nepréazdnost téchto pruniki, a tedy takovéto z;

existuji. Nebot m > n, jsou body z1, ..., zn+1 afinné zavislé, tj.
m—+1 m—+1
ZCijZO, ZCJ‘ZO
j=1 J=1

pro jistd ci, ..., ¢my1, pricemz aspon jedno c; je kladné.

Definujme nyni

> iz > Cizj

R c; >0 - ¢;<0

ji="= j=-"a
PR > G
Cj>0 Cj<0

Potom plati g — g =0, tj. § = 9. Je-li ¢ <0 pro jisté [ € {1,...,m + 1}, potom
je bod ¢ konvexni kombinaci bodu
ZlyeveyRl=19Rl4+1y+ -+ ”m;

pricemz kazdy z téchto bodu nélezi do mnoziny Y;. Odtud g € Y;. Stejnou tivahou
dospéjeme pro ¢; > 0 k zavéru, ze § € Y}, tj. v tomto pripadé také § € Y;. Plati

m—+1
je (Y,
j=1
nebot [ € {1,...,m + 1} bylo libovolné. O

Lze dokéazat také nésledujici zesileni Hellyovy véty.

Véta 117 Necht K = {Kj;j € J} je libovolny systém konvexnich a kom-
paktnich mnozin v R™, ktery je obecné nekoneény. Jestlize md ktergkoliv (n+1)-
prvkovy podsystém systému KC neprazdny prunik, potom plati

(K, #0.

jeJ
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Problém 312 Méjte konvexni mnozZinu U C R™. Zjistéte, jestli pro vsechna

v € R plati
ri(yU) =~ri(U).

Dokazte, & wved’te protipriklad.



Kapitola 42

ZAKLADNI VLASTNOSTI
KONVEXNICH FUNKCI

Ackoliv se konvexnost nékdy studuje také v piipadé funkci, které mohou nabyvat
nekonecnych hodnot, zde uvazujeme pouze funkce nabyvajici kone¢nych hodnot,
coz je pro praci se zakladnimi vlastnosti konvexnich funkei postacujici. Budeme
vyuzivat vysledky o konvexnich mnozinach z predchozich kapitol.

Definice 91 Funkci f : X — R, kde X C R" je konverni mnoZina, nazyvdme:

(i) konvexni na mnoziné X, pokud plati nerovnost
flvar + (1 = y)wz) < vf(1) + (1 =) f(x2)
pro kazdé x1,x9 € X a kazdé v € [0,1];
(ii) ostfe konvexni na mnoziné X, pokud plati nerovnost
flvar + (1 = y)zz) <vf(z1) + (1 =) f(x2)
pro kazdé x1,19 € X, x1 # 12, v € (0,1);

(iii) silné konvexni na mnoziné X s konstantou silné konvexnosti v > 0,
pokud plati nerovnost

Flymy+ (1 =y)a2) < vf(21) + (1= 1) f(x2) = vy(1 =) |21 — 2
pro kazdé x1,x9 € X a kazdé v € [0, 1].

Problém 313 Ukazte, Ze pro konvexni mnozZinu X C R™, f1,.... fm : X = R
konvexni funkce na mnoziné X a ky,...,kn > 0 je funkce ki fi + - + kmfm
konvexni na mnoziné X.
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Véta 118 Pro funkci f: Y — R, kde Y C R" je konvexni mnozina, plati, Ze f
je na 'Y konvexni, pravé kdyz nadgraf této funkce, tj.

{ly,0] eR"™ Sy eYia > f(y)},
je konvexni mnoZina

Problém 314 Dokazte Veétul[I18.

Problém 315 Dokazte, Ze pro funkci f, kierd je na Y C R™ konvexni, plati:
(1) jakékoliv lokdlni minimum funkce f na mnozinéY je také minimem globdlnim;

(ii) mnoZina viech bodi z' Y takovych, Ze funkce f v nich nabjvd na'Y svého
minima, je konverni mnozina, resp. nejvyse jednoprvkovd, pokud je navic
funkce f na mnozin€ Y ostre konvexni;

(iii) pokud je funkce f diferencovatelnd na'Y a pro g €Y je f'(g) =0, tj. y je
staciondrni bod, potom 1§ je globdlni minimum funkce f na Y.

Resend. Postupné dokazeme jednotliva tvrzend.

(i) Vezméme bod ¢, ve kterém je lokdlni minimum funkce f na mnoziné Y.
Existuje tedy € > 0 tak, ze pro y, pro které je ||y — g|| < ¢, je f(y) > f(9).
Nyni libovolné zvolme y € Y. Predpokladejme, Ze ||y — §|| > &, nebot
pro |ly — g|| < € jiz pozadovanou nerovnost mame. Déle oznaéime jako y*
prusecik tsecky, ktera spojuje body ¢ a y, s mnozinou ||y — g|| = ¢, tj.

v =Xy+ (1 =Ny,

kde
1

)\ BT
ly — 9l

Potom ||y* — g|| = ¢, a proto

F@) < Fy") = fQy+ (1 =Xg) < Af(y) + (1 = A)f(9).

Odsud uz dostavame, ze bod 7 je globalni minimum funkce f na Y, nebot

fy) = f(9).

(ii) Tvrzeni je trividlni (prazdnd mnozina je konvexni), pokud funkce f nema
minimum na Y. Existuji-li takova y1,y2 € Y, Ze plati

fy) = fy2) = 7 = inf f(y),

yeyY
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potom
SOy + 1= Ny2) < Af(y) + (L= A)f(y2) = f° (42.1)

pro libovolné A € [0, 1]. Konvexnost mnoziny bodu, v nichz funkce nabyva
svého minima, pak vyplyva z toho, ze v musi nastat rovnost. Pro
ostfe konvexni funkci f pak nastavd rovnost v pro A € (0,1), pouze
pokud je y1 = y2.

(iii) Protoze je funkce f diferencovatelnd, pro y, g € Y a A € (0,1] méme

F@+ My =9) = £@) = (f' @), My — 9)) + My — 9)), (42.2)
pricemz pro funkci v plati
Alg(r)l+ A

Zaroven, protoze je f konvexni, ziskavame

fOy+ 1 =N9) < Af(y) + (1 =N f(H).
Odtud a z (42.2)) (a také s pouzitim f’(§) = 0) obdrzime

Fl) - £3) > 517

+
>
—~
<
|
<>
~—
N~—
|
~
—~~
<
P
Il

= SIFG)M — ) + (A — ) =
20— )
= 1))

Dokazované tvrzeni ziskdme limitnim pfechodem X\ — 0.

Tim jsme dokézali vSechna tvrzeni. g
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Kapitola 43

JENSENOVA NEROVNOST
A JEJI DUSLEDKY

Véta 119 (Jensenova véta) Je-li Y C R" konvexni mnoZina, f : Y — R
konvexni funkce, y1,...,Ym € Y, A1,..., Am = 0 takové, Ze Z;n:1 Aj =1, potom
plati nerovnost

Z AjYj S

Pokud je funkce f navic ostre konvexni a )\j € (0,1), j € {1,...,m}, potom
v (43.1)) nastdvd rovnost prdave tehdy, kdyz

YL=""r = Ym-

Aif (;)- (43.1)

||M3

Poznamka 37 Nerovnost (43.1) se nazjvd Jensenova nerovnost.
Problém 316 Dokazte Vétu[I19

Reseni. Dikaz provedeme matematickou indukei. Pro m = 2 jde pifmo o de-
finici konvexni funkce. Budeme predpokladat, ze véta plati pro m > 2. Pro
)\m+1 7é 1 je

f()‘lyl +---+ )\mym + )\m+1ym+1) =
A1Y1 AmYm
1— Ay mgm A
=f (( Am+1) <1 At + + 1T— et + Am+1Ym+1 |
a tedy
( 1+ + )\mym + >\m+1ym+1) <
< FIQ = At )T + At 1Ym+1) <
<(1- m+1)f( ) + A1 f(Ymt1) <
<A f(y) + o+ A Ym) + A1 f (Ymr1),

1Y
(
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kde

~;:&+...+M.
1_)\m+1 1_)\m+1

Pro pripad ostré konvexnosti a rovnosti v (43.1)) necht je

Y=y1="""=Yn.
Pak ziejmé
FOum+-+dmym) = F Ly D N | =F) =F@) [ DN | =
j=1 i=1
=Y NifW) =Y Nif ()
j=1 j=1

Pro dukaz opac¢né implikace vyuzijeme opét matematickou indukci. Je-li m = 2
a A1 € (0,1), A\; + A2 = 1, nastdva rovnost

FOayr + Aay2) = A f(y1) + Xaf(y2)

pouze tehdy, kdyz y1 = y2 (dle definice ostré konvexnosti). Déle predpokladejme,
7e tvrzeni je v platnosti pro m € N a necht

m+1 m+1
/ Z Aiyi | = Z Aj f(W5)s (43.2)
j=1 j=1
kde
m+1
Ao Amgr € (0,1), Z A =1
j=1
Polozime-li
. = Aj
PSS e il

potom dostavame

f()‘lyl +--+ )\mym + )\m+1ym+1) =
= f((l - >‘m+1)g + >\m+1ym+1) <

A A
<= Aps)f [ Sy 4t o )| + Ams 1 f Yms1) <
1 — Amy1 1= Amt1

<Af(yn) + -+ A f (Um) + A1 f (Ymer1)-
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To vsak s ohledem na (43.2)) znamena, ze v obou piedchozich nerovnostech plati
dokonce rovnosti. Z prvni z nich dostavame §j = y;,+1 a z druhé plyne

Yr=""1 = Ym-

Celkem jsme obdrzeli
Y == Ym = Ym+1-
O

Problém 317 UvazZujte konvexnd funkci f : R — R a 21 < 20 < z3. UkaZte, Ze

plati nerovnost
f(z) = f(z1) o f(z2) = f(21)
23— 21 - 20— 21

Problém 318 Pro libovolnou konvexni funkci f: R — R a u,v > 0 ukaZte, Ze
plati nerovnost

flutv) = f(u)+ f(v) = f(0).

Problém 319 Pro riemannovsky integrovatelnou funkci v : [a,b] — R a spoji-
tou konverni funkci f : R — R dokazte, Ze plati nerovnost

b b
f <fa;ﬁ£szlds> < bia /f(¢(s))ds,

tj. Jensenova nerovnost v integrdlnim tvaru.

Problém 320 Pomoci Véty[119 dokazte tuto nerovnost

i)/yf+~--+y£ >\q/y‘f+---+y%
n - n

prop>q >0 a kladnd yi1,...,yn.

Problém 321 Vétu[I19 pouzijte k dikazu Holderovy nerovnosti

1/p 1/q

n n n
dolel < Dl ) Dol |
j=1 j=1 j=1

kde p,q > 1 splnugi

1 1
Sy =1,
P q

tj. p,q jsou konjugovand c¢isla.
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Kapitola 44

DALSI VLASTNOSTI
KONVEXNICH FUNKCI

Problém 322 Dokazte, Ze za piedpokladu, Ze Y C R" je konverni mnoZina a
funkce f 1Y — R je na'Y konvexni, je f spojitd v kazZdém relativné vnitrnim

bode Y.

Resend. Zvolme libovolné bod § € ri (Y). Necht F(y) := f(§—y)— f(§). Tato
funkce je spojitd v bodé y = 0, pravé kdyz je funkce f spojitd v bodé y = .
Budeme ji nyni uvazovat namisto funkce f. Predpokladejme nejdiive, ze vnitiek
Y je neprazdnd mnozina. Polozme

K, = {y:(yl,...,yn)eR”; max |yl <T}’
ie{l,....,n}

goeey

pficemz r > 0 je dostatecné malé, aby K, C Y. Oznacime déle vrcholy krych-

le K, jako y1,...,Ym, pficemz m = 2". Definujme
o= max F(y).
ie{1,...m} (:)

Pro libovolny bod z € K, plati, ze ho lze zapsat jako konvexni kombinaci bo-
di y1,...,Ym, a tedy existuji \; >0, i € {1,...,m} spliujici

m m
Z)\i:L z:Z)\iyi.
i=1 =1
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Polozime-li K} := K, pro libovolné ¢ > 0, pak y/e € K, pro kazdé y € K},
a proto

Fly)=F (gy +(1-2)-0) <F (g) 4 (1—)F(0) < ac.

Stejné tak mame

1 € -y 1 €
0=F0)=F| — — ) < F .
(0) <1+5y+1+5<5>>_1+5 (y)+1+6a

Odsud F(y) > —ae, a to dava |F(y)| < ae, coz implikuje spojitost funkce F'
v bodé 0. V piipadé, kdy ri (V) # int (Y), lze tento postup uvazovat s krychli
o stejné dimenzi, jakou ma mnozina Y. O

Problém 323 Uved'te konkrétni priklad funkce a mnoziny Y, ktery doklddd, Ze
turzeni Problému[329 neni v platnosti pro relativné hraniénd body.

Tvrzeni uvedené v Problému lze zesilit, coz je obsahem véty nize (viz
také Definice .

Véta 120 Pro konvexni mnozinu Y C R", konvexnt funkci f :' Y — R a pro
kazdou kompaktni podmnozinu M C ri(Y) existuje konstanta L tak, Ze

|f(y1) = f(y2)] < Llyr — vl

pro vSechna y1,y2 € M, tj. funkce f je lipschitzovskd na mnoziné M s konstan-
tou L.

Problém 324 UvazZujte konvexni mnoZinu Y C R"™, libovolnou indexovou mno-
Zinu J a konvezni funkce f; : Y — R pro kazdé j € J. Ddle necht je mnoZina
{fi(y); j € J} shora ohranicend pro kazZdé y € Y. Dokazte, Ze funkce f defino-
vand jako
f(y) :=sup f;(y), yey,
JjEJ

je konvexnt funkce na'Y .

Véta 121 Je-li Y C R" konvexni mnozina, hi,. .., hy jsou konverni funkce na
Y a f:R™ —= R je konvexni a neklesajict funkce, potom kompozice

fha(y), - hin(y))

je konvexni funkce na'Y .

Problém 325 Dokazte Veétul[121l
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Pro néasledujici problém pfipomenme, jak definujeme jednostrannou smérovou
derivaci funkce.

Definice 92 Pokud pro f : R" - R, g € R™ a h € R" existuje limita

g L@+ th) = ()

t—0+ t

)

pak je tato limita nazyvdna jednostrannou smérovou derivaci funkce f v bo-
dé § a sméru h. PouZivd se oznaceni f'(g,h).

Problém 326 Dokazte, Ze pokud Y C R™ je konverni mnoZina, f : Y — R je
konvexni funkce a g € ri(Y'), potom ezistuje f'(g,h).

Véta 122 Jsou-li X, Y C R"™ konvexni mnoZiny a ri (X) Nri(Y) # 0 a je-li
f: X = R konvexnd funkce a h : X — R konkdund funkce (tj. —h je konvexni),
pricemz pro kazdé x € ri(X)Nri(Y) je f(z) > h(z), potom existuje afinni
funkce s(z) = (a,x) + b tak, Ze pro vSechna x € X ay €Y je

f(z) > s(z), s(y) > h(y).
Problém 327 Dokazte Vétul[122

Problém 328 Uvazujte konvexni mnozZinu Y C R"™ a funkci f, kterd je silné
konvexni a spojita na Y. Dokazte, Ze potom pro kaZdé k € R je mnozina

Yii={yeY; fly) <k}
ohranicend.

Poznamka 38 Zatimco silnou konvernost jako predpoklad v tvrzeni v Problé-
mu [328 nelze nahradit slabsi vlastnosti, jakou je ostrd konvexnost, lze tuto vétu
zobecnit jinak — viz ndsledujici véta.

Véta 123 Jestlize je mnozina Y C R™ konvexni a f : Y — R spojitd a konvexni
funkce a jestliZe existuje k € R takové, Ze mnoZina Yy je neprdzdnd a ohranicend,
potom mnozina Yy je ohranicend pro kazdé k € R.
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Kapitola 45

KRITERIA KONVEXNOSTI
PRO DIFERENCOVATELNE
FUNKCE

7 diferencidlniho poctu funkci jedné realné proménné je znamo, kdy je diferen-
covatelna funkce konvexni na intervalu I C R. V této kapitole se zaméiime na
obdobu pro diferencovatelné funkce vice proménnych. Dopliime, Ze silnou kon-
vexnosti s konstantou silné konvexnosti ¥ = 0 se rozumi konvexnost.

Véta 124 Je-li Y C R™ konvexni a f diferencovatelnd funkce na Y, potom je
tato funkce f silné konvexni na Y s konstantou silné konvexnosti v > 0, prdvé
kdyz je splnéna nerovnost

F) = fyo) + (' (wo),y — vo) + v lly — wol? (45.1)
pro kaZdé y,yo € Y.

Problém 329 Dokazte Vétu[12]]

Reseni. Dokazme nejprve implikaci zleva doprava. Necht je funkce f silné
konvexni s konstantou silné konvexnosti ¥ > 0. Odtud s uvazenim diferencova-
telnosti funkce f mame

F) = Fwo) —v(1 =N [y — wol* >

- %Kf’(yo), Ay = o)) +EN)] =

= (f'(y0),y — vo) + 5(/\/\)7

207
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kde £ je funkce, pro kterou plati

lim @ =0.
A=0F A

Nerovnost odtud ziskdme limitnim pifechodem pro A — 0F.
Podivejme se na ditkaz opaéné implikace. Libovolné zvolme yp,y2 € Y a
A € [0,1]. Dale polozme
Yo := Ay + (1 = Ay

Z nerovnosti (45.1)) plyne

Fy1) > Fyo) + (F'(Wo), 1 — yo) + v ly1 — vol[*,
Fy2) > Fyo) + (F'(yo), y2 — o) + v [ly2 — vol[*-

Kdyz nyni vyndsobime prvni nerovnost A a druhou nerovnost (1 — A) a obé tyto
nerovnosti seéteme, ziskame

A1) + (1= X fy2) = fyo) + (f'(yo), Ayr + (1= Nyz — yo)+
v (Mg = gl + (1= X) llg2 = wol?)
Protoze je
y—yo=0=-N—v2),  v2—y=Mpe-n)
funkce f je silné konvexni s konstantou silné konvexnosti v. Sta¢i uvazit
Flyo) = FOwt + (1= Nya) < Af (1) + (1= N () = A1 = A llys — pall*-
O

Véta 125 Je-li Y C R" konvexni mnozina, potom diferencovatelnd funkce f :
Y — R je silné konvexni na mnoZiné Y s konstantou silné konvexnosti v > 0
tehdy a jenom tehdy, kdyzZ plati nerovnost

F') = 1)y =y = 2vlly =y
pro viechna y,y* € Y.
Problém 330 Dokazte platnost ekvivalence ve Vété[125

Véta 126 Pro konvexni mnoZinu Y C R™ takovou, Ze int (Y) # 0, a funkci
f Y = R se spojitou matici druhych derivact plati, Ze funkce f je silné konverni
na Y s konstantou silné konvernosti v > 0, pravé kdyz plati nerovnost

(" ()hyh) = 20 |h)?
pro kaZdé y € Y a h € R".



Problém 331 Dokaste Vétul[1264.

Problém 332 Uvazujte funkce:

(a)
fi(y) :== (My,y) + (b,y), y € R",

kde M je symetrickd n X n matice a b € R";

(b)
f2(y) =yl y € R
(c)
fay) =1+ yl*,  yeRY
(d)

faly) =1+l vl <1

209

Vysetrete (ostrou, silnou) konvexnost téchto funkci (pomoci predchozich vét).
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IX. TRANSCENDENCE
VYZNAMNYCH CISEL






Kapitola 46

TRANSCENDENCE
EULEROVA CISLA

Tato a nasledujici kapitola ¢erpa z rozpracované diserta¢ni prace Jifiny Sisolakové.
Transcendentnost ¢isla e ukdzeme pomoci postupu Charlese Hermita z roku 1873.
Budeme k tomu potiebovat dvé lemmata.

Lemma 10 Pro polynom f s celociselnymi koeficienty plati, Ze vSechny koefici-
enty k-té derivace f*) jsou deélitelné k! pro kazdé k € N.

Problém 333 Dokaste Lemmalid

Resend. Operace derivovan{ je linedrni, a tak staci ukdzat, ze tvrzenf lemmatu
je platné pro z!, kde I € N. Oviem k-t derivace 2! je nulova pro k > [ a pro

ke{l1,...,l} je pak rovna
l
k!<k>azlk.

Ocividné (,i) je ale celé ¢islo. O
Lemma 11 Necht f je polynom stupné | a md viechny koeficienty redlné. Pro
F(z):=f(@)+ f'(@) + f'(@) + -+ D), zeR (46.1)
plati
z

e’ / f(t)e tdt = F(0)e® — F(x), x € R. (46.2)
0

Poznamka 39 Vztah (46.2)) se nazgvd Hermitova identita.

213
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Problém 334 Dokazte Lemmallll

Reseni. K ditkazu sta¢i pouzit metodu per partes. S jeji pomoci snadno
ziskame

/f(t)e_lt dt = f(0) — f(x)e™* + / f'(t)e "t dt, z €R.
0 0
Dalsim aplikovanim metody per partes, celkem obdrzime
/f(t)et dt = F(0) — F(z)e™ ™, r €R.
0

Jednoducha tprava jiz ddva (46.2). O
Véta 127 FEulerovo ¢islo e je transcendentny.
Problém 335 Dokazte Vétu[127

Reseni. Budeme sporem predpoklddat, ze &fslo e je algebraické, a tedy je
kofenem polynomu s celoc¢iselnymi koeficienty, kdy mame

ame™ + am_1e™ P+ -+ aje+ a9 =0 (46.3)

pro
am #0,a0#0,a, €Z, k€ {0,1,...,m}.

Necht f je libovolny polynom s realnymi koeficienty. Hermitova identita (46.2))
dava

k
F(0)e* — F(k) =" / fe tdt,  ke{0,1,...,m},
0

coz vynasobime ay pro k € {0,1,...,m}. Poté secteme ziskané rovnice. Za po-

moci (46.3) obdrzime
m m k
— Z arF (k) = Z ape” / f(t)e tdt. (46.4)

Lemma |11 zarucuje, ze (46.4) plati pro kazdy polynom f s redlnymi koeficienty.
Zvolme

f(x) = ‘xnfl(x—l)"'--(x—m)", reR
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pro dostatecné velké prirozené ¢islo n spliujici uréité podminky — tyto podminky
uvedeme a pouzijeme pozdéji. Vétu dokézeme tim, ze levé strana rovnosti
(46.4) je nenulové celé ¢islo, ale prava strana je v absolutni hodnoté mensi nez
¢islo 1. To bude pozadovany spor.

Protoze polynom f mé kofen 0 ndsobnosti n — 1 a kofeny 1, ..., m nésob-
nosti n, mame

fDoy=0, 1€{0,1,...,n—2}, (46.5)
FI(0) = (=)™ (m)", (46.6)
fOk)=0, 1€{0,1,....n—1}, ke{l,...,m}. (46.7)

Daéle podle Lemmatu [10] jsou koeficienty [-té derivace polynomu
-1 (z—m)"

délitelné 1!, tj. pro [ > n jsou koeficienty () délitelné n. Uvazme to spolecné
s (46.1)), (46.5) a (46.6). Vime tak, ze

(m+1)n—1
FO)= Y f90) = (=)™ (m)" + n4, (46.8)
I=n—1
kde A€ Z. 7 a potom plyne
(m+1)n—1
F(k) = FO(k) = nB, (46.9)
l=n

kde B, € Z, k € {1,...,m}. V dalsim kroku identifikujeme pozadavky na ¢islo n.
Nechf n vyhovuje témto podminkam

n > |agl, (n,m!) =1, (46.10)

tj. n a m! nemaji zadného spoletného celoc¢iselného délitele vétsiho nez 1. 7 (46.8

a vyplyva, ze v jsou na levé strané pouze celd ¢isla. Z (46.3), (46.8
a potom plyne, ze agF(0) neni délitelné n. Vsechny hodnoty aF (k)
jsou vsak pro k € {1,...,m} délitelné n. Z tohoto duvodu leva strana (46.4)) je
nenulové celé ¢islo. Plati predevsim

> arF(k)
k=0

> 1. (46.11)
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Pokud nyni odhadneme shora absolutni hodnotu pravé strany (46.4), méme
na intervalu [0, m] absolutni hodnotu kazdého ¢initele z—k pro k € {0,1,...,m}
shora ohrani¢enou ¢islem m. Proto je

m(erl)nfl
’f(w)fﬁwa z € [0,m]
a
mo (mtyn—t 7
m(m+Ln—
Zak/f(t)ektdt S M2|ak|/ektdt<
k=0 © k=0
0 0 (46.12)

(m+1)n m cm
m m -
STt kzzo‘a’“‘_ (n—

kde konstanty C' a Cy nezavisi na n. Nerovnosti (46.11)) a (46.12)) nyni aplikujeme
na (46.4]). Odtud mame

1)! ’ CO7

Cn
(n—1)!

1< < - Cp.

> apF(k)
k=0

To v8ak nemuze platit pro velkd n € N, protoze prava strana konverguje k 0 pro
n — oo. Dostali jsme spor. O




Kapitola 47

TRANSCENDENCE
LUDOLFOVA CISLA

Dukaz transcendentnosti 7 byl predlozen pozdéji, nez tomu bylo u konstanty e.
Jako prvnf podal tplny dukaz Lindemann v roce 1882. Ve svém dukazu se opiral
o podobnou konstrukci, jakou jsme vidéli v dukazu transcendentnosti Eulerova
¢isla. V dikazu vyuzijeme Hermitovu identitu a Eulerovu identitu, kterd
je obsahem lemmatu nize.

Lemma 12 (Eulerova identita) Plati
e +1=0.
Problém 336 Dokazte Eulerovu identitu, tj. Lemma[I2

Lemma 13 Nechf o je algebraické cislo stupné n, tj. necht n je nejmenst stuper
polynomu, jehoZ je a korenem. Ddle necht a1, ..., o, jsou korfeny daného poly-
nomu nejmensiho stupné. Necht polynom

F(xy,..., 2 01,...,04)
s raciondlnimi koeficienty pro k > 0 v proménngch a1,...,a, je symetricky
vzhledem k aq, . .., a,. Potom polynom
F(a1,...,ax)

v proménnych x1,...,xr md také raciondlni koeficienty a F € Q, kdyZ k = 0.

Navic, je-li o korfenem daného polynomu nejmensiho stupné s celociselnymi
koeficienty a polynom F(xi,...,Tk;a1,...,qp) md celodiselné koeficienty pro
k >0 v proménngch ai,...,q,, potom F(x1,...,zr) md také celoéiselné koefi-

cienty. Navic F' € Z, kdyz k = 0.

217
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Problém 337 Rozmyslete si, co 7ikd a pro¢ plati Lemma[13
Véta 128 Ludolfovo ¢islo w je transcendentnd.
Problém 338 Dokazste Vetu[128

Resend. Ditkaz provedeme sporem, a tedy predpoklddejme, ze 7 je alge-

cv s

stupné n s vedoucim koeficientem 1 a s raciondlnimi koeficienty, jehoz je c;
kofenem. Necht ci,..., ¢, jsou vechny kofeny tohoto polynomu g. Z Eulerovy
identity (viz Lemma [12)) vidime, ze

n

H(l + ) = 0.

i=1
Tato identita muze byt rozepsana jako

n

1 1
[[a+e) =3 3 enrerttenen — (47.1)

i=1 e1=0 en=0

kde je 2™ séitancu ve tvaru e¥. Nékteré hodnoty ¢ jsou nulové. Pocet nenulovych
oznacime jako m. Proto nulovych je a := 2™ —m > 1. Ony nenulové exponenty
nyni oznacime 1, ..., on a (47.1) zapiSseme ve tvaru

a+ewl+...+e¢m:0_ (472)

Déle ukazeme, ze existuje polynom p stupné m s celo¢iselnymi koeficienty,
jehoz kofeny jsou pravé i, ..., mn. Nejprve uvazujme polynom

1 1
a(z) = H H (x — (e1c1 4+ -+ +encn)),
e1=0

en=0

ktery je symetricky vzhledem k cy,...,c,, a tedy ho lze vyjadiit pomoci ele-
mentdrnich symetrickych polynomu, které nutné (az na znaménko) splyvaji s mi-
nimélnim polynomem cq, tj. s g, a proto méa polynom « racionalni koeficienty,
kofeny 1, ..., ¢m a kofen 0 ndsobnosti a. Potom vSak polynom

v(x) =z %a(x)

mé racionalni koeficienty a kofeny 1, ..., . Necht je r € Z spoleény jmeno-
vatel koeficientu . Uvazujme dale polynom

p(x) == ry(x) = bpa™ + - + bz + by
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s celoCiselnymi koeficienty a kofeny 1, ..., ©m, piicemz b, > 0, by # 0.
Nyni v rovnosti (46.2) dosadime po Fadé

T=Ply.e.3 T = Pm

a s vyuzitim (47.2)) obdrzime

=1

m m Pk
—aF(0) — Z F(or) = Ze“"’* /f(x)ex dz. (47.3)
k k=1

Volbou polynomu f ve tvaru

1 m n— n— n
:(n_l)!bﬁn“) 2" e — )" (2 — o)

n

pro dostatecné velké n € N nésledné obdrzime pozadovany spor.
Pro derivace funkce f v bodé z = 0 mame

fY0y=0, 1€{0,1,....n—2}

Fm(0) = b tog.
Proto je (F' je definovéno v (46.1))
(m+1)n—1

FO)= Y f90) =bp"by + nA, (47.4)
l=n—1

kde A € Z. Vime, ze @1, ..., pn jsou kofeny polynomu f s ndsobnosti n, a tedy
) =0, 1€{0,1,....n—1}, ke {l,...,m).

Podle Lemmatu mé [-t4 derivace 2"~ ! p™ celoéiselné koeficienty, které jsou
vSechny délitelné n! pro [ > n. Pro I > n jsou tak koeficienty f() celoéiselné a
délitelné n b=, Mame proto

(m+1)n—1

Flpp) = FD (o) = nb18(pp), ke{l,...,m}, (47.5)
=1

kde
Blyr) € Z, ke{l,...,m}. (47.6)
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Uvazime-li, ze funkce S je symetrickd vzhledem k b,,pr, muzeme ji vyjadiit
pomoci elementarnich symetrickych funkci vzhledem k b,,¢;. Viz Lemma
7 navic plyne, ze také hodnoty elementarnich symetrickych funkei jsou
v bpypp celd ¢isla. Proto pro k € {1,...,m} je

brn=lg(p) € Z.

Déle zavedme .
D=3 05" Blew), (47.7)
k=1
kde D € Z. 7 (47.4), (47.5) a (47.7) mame

aF(0) + > F(pr) = abli"'bf + n(aA + D). (47.8)
k=1
Zvolme n € N tak, aby platilo
n>a, max{c € N; ¢|n, c|boby, } = 1, (47.9)
kde u|v znamend, ze u déli v. Pak ve (47.8)) napravo obdrzime celé ¢islo, které
neni délitelné n a je nenulové. Proto

> 1. (47.10)

aF(0)+ 3 Flpy)
k=1

Nyni odhadneme pravou stranu (47.3)). Necht hodnoty ¢1, ..., @, jsou viechny
v kruhu daném nerovnosti |z| < R. Ozna¢me

C .= b
max b p(x)],

piicemz C nezavisi na n. Funkci f 1ze shora ohranicit. Sta¢i uvazit nerovnost

Rn—lcn
< —m—.
me 01 < Gy

Pro dostatecné velké n € N splaujici (47.9) je

m Pk m Pk
Zewk/f(x)e_xdx §Z/‘f(x)”e<ﬁk—x|dx§
k=1

m | Pk

Rn—leR
< n <
LD /dx <

<1

= (n—1)!

Odsud, z (47.3) a z (47.10) jiz plyne, ze 1 < 1. To je spor dokazujici transcen-
dentnost ¢isla . O
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Kapitola 48

LIMITY REALNYCH
POSLOUPNOSTI

48.1 Stolzova véta

Véta 129 (Stolzova véta) Necht pro posloupnosti {an tnen @ {bn}nen plati, Ze
{an}nen je zcela libovolnd redlnd posloupnost a {by }nen je posloupnost redlnych
¢isel, kterd je rostouci a meni shora ohranicend, tj. lim,_.o b, = co. Necht ddle

existuje vlastni nebo nevlastni limita
. Ap — An—1
lim ——
n—00 by — bp—1

Pak plati, Ze

Problém 339 Dokazte Stolzovu vétu (tj. Vétu - wvaZujte dva separované
pripady, kdy L € R a L € {—00,00}.

Problém 340 Udejte priklad, ktery dokazuje, Ze implikaci ve Stolzové vété (tj.
ve Vété nelze obrdtit.

Problém 341 Ukazte, Ze predpoklad neohranicenosti posloupnosti {by}nen ve
Vete je nutny.
Problém 342 Urcete za pomoci Stolzovy véty (tj. Véty[129) limitu limy, o0 pr,
je-li

Yimid”

pnizw, nEN,

kde k € N je dané.
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Problém 343 Proved'te srovndni Stolzovy véty (tj. Véty s I’Hospitalovym
pravidlem.

48.2 Cauchyova véta o limité prumeéru

Nejdfive dopliime, ze nize uvedend Cauchyova véta je dulezitd pro Cesarovu
souctovou metodu, které je vénovana Kapitola

Véta 130 (Cauchyova véta o limité praméru) Necht {r,}nen je posloup-
nost redalnych c¢isel. Pro posloupnost {s,}nen definovanou jako

1
sn::ﬁ(r1+rz+7"3+---+rn), neN

plati, Ze pokud ezistuje (vlastni nebo nevlastni) limita lim, oo, = L, ezistuje
rovnéz limita posloupnosti {sp}nen a je rovna také L.

Problém 344 Dokazte Cauchyovu vétu o limité pruméri (vyuzijte Stolzovu veé-
tu, tj. Vetu[129).

Problém 345 Necht {rp}nen @ {Sn}nen jsou posloupnosti z Cauchyovy véty
o limité prumeéri (tj. z Véty @ Ukazte na prikladu, Ze lim, .~ S, existovat
muze, ale limy,_,oo Ty existovat nemust.

Veéta 131 Necht {pn}nen je posloupnost kladnijch cisel a necht existuje limita

lim 2l — .
n—oo pTL

Pak plati, Ze existuje také lim, .o /P, a je rovna L.
Problém 346 Dokazte Vétum pomoci Cauchyovy véty o limité pruméry (tj.

Vety .
Problém 347 Dokazte, Ze plati také obecnéjsi vysledek nez Véta[I31): Pro libo-

volnd kladnd cisla p,, n € N je

lim inf 2Pt < liminf {/p, < limsup ¥/p, < limsup Prtt

n—oo  Pp n—o0 n—00 n—oo  Pn

Problém 348 Pri srovndni Cauchyova (tzv. odmocninového) a d’Alembertova
(tzv. podilového) kritéria pro konvergenci nekonecnych éiselnijch tad plati, Ze
Cauchyovo kritérium je silnéjsi. Objasnéte tuto skutecnost pomoci Véty a
Problému a wved'te priklad Tady, u které je mozné k rozhodnuti o konvergenci
pouzit Cauchyovo kritérium, ale nikoliv kritérium d’Alembertovo.

Problém 349 Pouzijte Vétu[131) k dikazu identity

. n
lim =e.
n—00 {/n!
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48.3 Stirlingova formule
V této podkapitole budeme symbolem log oznacovat pfirozeny logaritmus.

Problém 350 Odvodte identitu
1 o)\ 2
T — lim < (2n) >”> . (48.1)

2 n—oo 2n + 1 (Qn—l

Poznamka 40 Vzorec (48.1) se nazgvd Wallisova formule.

Problém 351 Dokazte, Ze existuje vlastni limita

n

. 1
nlin;o ;j—logn . (48.2)

Poznamka 41 Doplime, Ze hodnoté limity (48.2) se 7ikd Eulerova konstan-
ta.

Problém 352 Pomoci Problémi[350 a dokazte, Ze existuje vlastni limita

nle®

38 108 i

Problém 353 Necht n € N. Na zdkladé dosavadnich vysledki této podkapitoly
odvod'te, Ze

1
n++
+2 In

nl =25 ot (48.3)
(&

pro jisté v, € (0,1).
Poznamka 42 Vzorec (48.3)) se nazgvd Stirlingova formule.

Problém 354 Pouzijte Stirlingovu formuli k secteni rady
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Kapitola 49

NEROVNOSTI

49.1 Youngova a Cebysevova nerovnost

Véta 132 (Youngova nerovnost) Necht t > 0 a f je funkce spojitd a rostouct
na intervalu [0,t] takovd, Ze f(0) = 0. Potom pro z1 € [0,t] a z2 € [0, f(t)] plati

/f(m)dx+/f_1(1:)dx221-22.
0 0

Problém 355 Pomoci ndacértu objasnéte, co rikd Véta[133

Problém 356 Vysetrete, za jakjch podminek nastivd v Youngové nerovnosti
(viz Véta TOUNOSt.

Problém 357 V Youngové nerovnosti vyjse (viz Véta zvolte vhodné funk-
ci f tak, abyste obdrzeli nasledujici tvrzend. Je-li s,t >0, p > 1 a q > 1 takové,
ze

1 1
-4 - = 1’
p q
potom plati
sP e
—+—2>s-t

Problém 358 UvazZujte vyslednou merovnost uvedenou v Problému a vy-
vod'te, za jakyjch podminek plati rovnost.

Véta 133 (Cebysevova nerovnost) Pro funkci h integrovatelnou v Lebes-
gueove smyslu na mnoziné M C R, pro kterou je h > 0 s.v. na M, plati nerovnost

p(fr € M; h@) > Y < & [ hla)da
M
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pro kazdé C > 0, kde pu(A) je Lebesqueova mira mnoZiny A.

Problém 359 Dokaste Cebysevovu nerovnost, tj. Vétu .

49.2 Holderova nerovnost

Véta 134 (Holderova nerovnost pro koneéné soucty) Pro kazdé a; > 0,
bj >0,j€e{l,....,n}, p>1aq>1 spliujici

1 1
242 =1
P q

plati

1

n q

n P n
j=1 j j=1

1

Poznamka 43 Nerovnosti (49.1]) ve Veéte se Tikd Holderova nerovnost pro

konecné soucty.
Problém 360 Dokazte Vétu[13] Viz také Problém[321]

Véta 135 (Holderova nerovnost pro nekoneéné soucty) Necht {ay }nen,
{bn}nen jsou libovolné posloupnosti redlnijch ¢isel a p,q > 1 jsou takovd ¢isla,
ze
1 1
S 4=
p q

1 1
oe] P o] q
(S ()

Problém 361 Pomoci Véty odvod’te Holderovu nerovnost pro nekonecné
soucty, tj. dokazte Vétu[135

Pak plati nerovnost

o
E anbn
n=1

pokud md soucet vlevo smysl.

Problém 362 Kdy v Hélderové nerovnosti (viz Véty a nastdvd rov-
nost?
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49.3 Minkowského nerovnost

Véta 136 (Minkowského nerovnost) Necht {ay }nen, {bn}nen C R jsou li-
bovolné posloupnosti a p > 1. Pak plati nerovnost

1 1 1
(Dawbm)p < (Danw)p v (DW) y
n=1 n=1 n=1

Problém 363 S pouzitim Hélderovy nerovnosti (tj. Véty dokazte Min-
kowského nerovnost (tj. Vétu @)

Problém 364 Je-lia; >0, j € {1,...,n}, pak je funkce f definovand jako

n x
fix— Zaf , x € (0,00)
j=1
nerostouci. Proto existuje
lim f(x).
T—00

Dokazte toto tvrzeni a urcete prislusnou limitu.

Problém 365 Pouzijte Problém k odvozeni inkluze mezi prostory posloup-
nosti l,, al,, pro 1 < py < p2. DokaZte, Ze dand inkluze je ostrd.
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Kapitola 50

NEKONECNE SOUCINY

Také v této kapitole bude log oznacovat prirozeny logaritmus.

Definice 93 Necht je ddna redlnd posloupnost {ay, nen. Polozme

n
An::a1~a2-a3-~-an:Haj, n € N.
j=1

Rekneme, Ze nekonecny souéin [[°7; a,, konverguje k A a piseme

[eS)
[lo=4
n=1

pokud existuje nenulovd vlastni limita

lim A, = A.

n—00

O nekoneéném soucinu [[.—, a, Tekneme, Ze diverguje, pokud A = 0 nebo
A = o0.

Véta 137 Nutnd podminka pro konvergenci nekoneéného soucinu [[2; an je
lim a, = 1.
n—oo

Problém 366 Dokazte Vétu[1537 a rozhodnéte, zda je dand podminka postacugici.

Problém 367 Necht je a, > 1, n € N. Dokazte ndsledujici ekvivalenci. Ne-

konecény soucin
(o)
JJED
n=1
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je konvergentni prdvé tehdy, kdyZ nekonecénd tada

o0
Z log a,
n=1

je konvergentni.

Véta 138 Necht je a, > 0 pro vsechna n € N, nebo a,, < 0 pro vsechna n € N.
Potom nekoneény soucin

(o)

IT @ +an)

n=1

je konvergentni pravé tehdy, kdyz je nekoneénd rada Y .7 | a, konvergentni.
Problém 368 Dokazte Veétu[138.

Véta 139 Necht je a, > —1 pro vsechna n € N. Pokud nekonecény soucin

8

(1+ay)

n=1

diverguje k 0, potom

oo
Z log (1 + ap) = —o0.
n=1

Problém 369 Dokaste Vétul[139.

Problém 370 Plati opacnd implikace k turzeni Véty [139¢? Dokazte ji, nebo
wvedte prislusny protipriklad.

Véta 140 Je-li {a,}nen rostouct posloupnost vsech prvocisel, pak je

g

Problém 371 Dokazte Vétu[T{0
Tvrzeni Véty doplnime nésledujici vétou.

Véta 141 Je-li {ay}nen rostouct posloupnost vsech prvocisel, pak pro x > 1 je

g

pricemz ¢ je tzv. Riemannova funkce zeta.
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Problém 372 Dokazte Vétu |141. Ndpovéda: Lze vyuZit identitu (vzorec pro
soucet geometrické tady)
1 i 1
— = .
1—g (af)’

=0

kterd plati pro vsechnan € N a x > 1.
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