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Nekonetné &iselné fady [EPEIRElhINsII[11}

Definice 1

Necht {a,}5°; je posloupnost redlnych &isel. Polozme s, = a1 + -+ - + ap.
Tuto posloupnost nazyvame posloupnost Edstecnych soucti Yady > 02 | ap,
pFitemZ symbolem >"7° | a, rozumime nekonegny soudet
ay+---+ap+---, jehoZ hodnotu definujeme takto:

o Jestlize existuje kone¢nd limita s = lim,_, s, definujeme
(o]
g an :s(: lim s,,)
n—oo
n=1

a fekneme, Ze nekonetnd Yada 7 ; a, konverguje.

@ JestliZze limita neexistuje, nebo je rovna nekoneénu, fekneme, Ze tato
fada diverguje, a to k 00 v p¥ipad& nevlastni limity (piseme
> °0° 1 an = £00), resp. Fekneme, Ze osciluje, kdyz limp_oq Sp
neexistuje.

Cislo a, se nazyva n-ty &len, &islo s, se nazyva n—ty Edstecny soucet ¥ady.
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Nekonetné &iselné fady [EPEIRElhINsII[11}

Priklad 1
Geometricka Fada je soulet tvaru

o0 o0
a—l—aq+aq2—i—aq3+---+aq”+---:Zaq"’l:Zaq",
n=1 n=0

kde a, g € R jsou pevné zvolend &isla. Tedy je to nekonelnd ¥ada, kde

a, = aq" ! pro n € N. Cislo g se nazyvé kvocient geometrické ¥ady,
pficemz g mize byt kladné &i zaporné. Posloupnost &asteénych soucti pro
geometrickou fadu odvodime snadno:

sp = at+aq+aq’+---+aq" *+aq" L, gs, = ag+aq’*+aq>+- - -+aq" t+aq”.

Odeétenim druhé rovnice od prvni dostaneme

sh—qsh=a—aq" = s,(1—q)=a(l—q").
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Nekonetné &iselné fady [EPEIRElhINsII[11}

o Je-li g =1, potom je zfejmé s, = na.

e Je-li g # 1, potom je

Ihned tedy dostavame
o Geometrickd ¥Yada s a =0 (a g € R libovolnym) konverguje (k 0),
protoZe v tomto p¥ipadé& jsou s, = 0.
o Geometrickd ¥ada s a # 0 a g = 1 zfejm& diverguje (k oo podle
znaménka &isla a), protoZe v tomto p¥ipadg jsou s, = na.

o Geometrickd ¥ada s a # 0 a g = —1 z¥ejmé osciluje, protoZe je
v tomto pfipadé s, = {a,0,4a,0,4a,0,...} a limita této posloupnosti
neexistuje.
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Nekone&né &iselné fady Zakladni pojmy

Véta 1

Necht a # 0. Potom geometrickd ¥ada ", ; aq"! konverguje pravé tehdy
kdyZ? |q| < 1. V tomto pFipadé (a také v pFipadé a = 0) je pak jeji soucet

> a
Zaqn—l = 1_qg’ ’q’ <L
n=1 q
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Nekonetné &iselné fady [EPEIRElhINsII[11}

Priklad 2

1
n 1
° >y 21n =1 (%) = =1 (a= %’ 9= %)

_1
2

@ Plocha Sierpinského koberce (o stran& 1 jednotka)

= g1 1= /8\" 1
P:I—Z 5 :1—§n_ (9) =1-3-
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&iselné Fady Zakladni pojmy

Priklad 3

1 1
.Zn lm Zn 1n n+2 22021%_%4-2

sot(i-lel 1l
T2 3 2 4 3 5
1 1 1 1 1 1
+n— n ' n-— _n-l-l ;_n+2>
1/3
=§(§—m‘
Iim,,_mos,,— :>Zn1n2+2n:;1
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&iselné Fady Zakladni pojmy

Priklad 4
e > 72 .(—1)" (Grandiho Yada)
—1 nliché

Sp=a1+---+a, =
" ! " {O n sudé

Limita s, neexistuje, ¥ada osciluje.

o >2° L (harmonicka ¥ada)
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Nekonetné &iselné fady [EPEIRElhINsII[11}

Poznamka

Q@ > a,...rozumise Y 7 a,

@ Charakter chovéni fady (konvergence, divergence, oscilace)
zachovame, jestlize zménime koneény pocet &lend posloupnosti a,.
(Zvl3%t& vynechdme-li koneZny polet prvkil napf. na zatatku.)

© Casto nds spide ne soulet Yady zajima, zda ¥ada konverguje, resp.
diverguje, aniz nas zajima konkrétni hodnota souctu.

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 11/84



Nekone&né &iselné fady Zakladni pojmy

Véta 2 (Nutnd podminka konvergence)

Jestlize Fada Y a, konverguje, pak limita lim a, = 0.

Diikaz.

Kdyz s = lims, = lim(a; + - - - + a,) existuje a je kone¢nd, pak

an = Sp — Sp—1, tedy lima, =lims, —lims,_;1 =s—s=0. O
Poznamka

Opa&né tvrzeni neplati — viz harmonickou ¥adu.
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Nekone&né &iselné fady Zakladni pojmy

Véta 3 (Asociativni zdkon pro nekone&né ¥ady)

Necht >~ a, = a je konvergentni. Necht ny je libovolnd rostouci
posloupnost pFirozenych &isel, ng =0 a by = an, ;41 + -+ an,.
Pak Fada "2 ; by konverguje se stejnym souctem jako piivodni ¥ada, tj.

Zbk:a.

Priklad 5

> (—1)" — asociativni zdkon neplati!
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Nekone&né &iselné fady Zakladni pojmy

V&ta 4 (Cauchyovo—Bolzanovo kritérium konvergence)

Rada > an je konvergentni prdvé tehdy, kdyZ posloupnost jejich
&astecnych souclti s, je cauchyovska, tj.
Ve > 03ng,¥n>ngaVm e N : |spim — Sp| = |ant1+ - + antm| < €.
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Nekone&né &iselné fady Zakladni pojmy

Véta 5

Necht >~ a, =a a > b, = b jsou konvergentni Fady a a, 3 € R.
Pak i Fada > («an + Bbn) je konvergentni a plati

Z(aan + Bb,) = aa+ Bb.

Pozndmka
Y ap=aa) b,=o00, pak > (a,+ by) = 0
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Radami s nezéporng/mi ¢leny rozumime ¥ady > 7 a,, pro které a, > 0
pro kazdé n € N. (Casto budemem uvaZovat i fady s kladnymi &leny, tedy
ap,>0,VneN)

Je zfejmé, Ze soutet nemiize byt zaporny (nekladny) a nemiZe nastat
oscilace. Tj. limita ¢astednych souctil existuje a plati 0 < lims, < oo,
pricemz lims, = 0 pouze pokud a, = 0,Vn € N.

Véta 6 (Prosté srovnavaci kritérium)

Necht a,, b, > 0 a necht a, < b, plati pro velkd n, tj.
dng € N:a, < b, Vn> ng.

o Je-li Y b, < 00, pak > ap < 0.
e Naopak, je-li > ap = 0o, pak > b, = 0.

Poznamka

Rada > bp ja majorantni ¥adou k ¥ad& )" a, a Yada ) a, ja minorantni
fadou k ¥ad& > b,.

v
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Priklad 6

Rozhodné&te o konvergenci (divergenci) fady > %

Pro n > 2 mame % < ﬁ Pokud dokaZeme, ¥e majorantni ¥ada
konverguje, lze pouZit pfedchozi vétu. Pro velkd m € N mame

1
=1—— —1prom— o0,
m

tedy > % konverguje.
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Nekone&né &iselné fady

Rady s nezapornymi &leny

Véta 7 (Integrélni kritérium)

Necht >"°° | an je nekone&nd Fada s nezdpornymi &leny. Necht f(x) je
funkce definovand na intervalu [N, o0) pro néjaké N € [0,00), kterd je na

tomto intervalu nezdpornd, nerostouci a plati

f(n) = a, pro v8echna n > N.

Potom
[e.e]
Z a, konverguje & / f(x)dx konverguje,
n=1 N
oo o0
Z a, diverguje k oo & / f(x = 00.
n=1 N
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

P¥iklad 7
Pomoci integrdlniho kritéria snadno dokaZeme, Ze

i 1 Jdiverguje pro a <1,
= ne konverguje pro o > 1.
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Véta 8 (Podilové (d'Alambertovo) kritérium)

Necht a, > 0 proVn € N a necht existuje limita lim a’;—:l =L, LcR"
@ Je-li L <1, pak Y ap < o0;
@ je-liL>1, pak Y ap = oo;
@ je-li L =1, nelze rozhodnout.

Poznamka

Pro a, = Flg' i pro a, = %je L =1, pfitom jedna ¥ada konverguje a druha
diverguje.
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Véta 9 (Odmocninové (Cauchyovo) kritérium)

Necht a, > 0 proVn € N a necht existuje limita lim y/a, = L, L € R*.
@ Je-li L <1, pak Y ap < o0;
@ je-liL>1, pak Y ap = oo;
@ je-li L =1, nelze rozhodnout.

Poznamka

Opét nap¥. pro a, = Flg i pro a, = %je L =1, pfitom jedna ¥Fada
konverguje a druhd diverguje.
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Poznamka

Lze ukazat, Ze plati

.. .a . . ) a
lim inf 0L < liminf y/a, < limsup /a, < limsup gntl
dn

an

an41

Tedy pokud existuje limita lim,_ s = L, potom existuje i limita
lim,_ o0 v/a, a tyto dvé& limity si jsou rovny.

Navic, jestlize je podilové kritérium nerozhodnutelné (a;—:l — 1), potom je
také odmocninové kritérium nerozhodnutelné (/a, — 1). Rikdme, Ze
odmocninové kritérium je siln&jsi, nez podilové kritérium (kazdy problém,
ktery Ize vyFesit podilovym kritériem, Ize vyFesit i odmocninovym
kritériem, ale ne naopak).
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Nekone&né &iselné fady

Rady s nezapornymi &leny

Priklad 8

Rozhodnéte o konvergenci (divergenci) ¥ady
° > ’,;—','

ant1 _ (mED)"™ a1 (n+1)" n n—oo

2 DT s = (1 + %) —— e > 1 Yada diverguje

° Ly

: n T Yn 1 - .
lim n/(3—+%7 = lim 341 = 3 < 1 Yada konverguje
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Poznamka

> ap,ap > 0 a &len a, md n v exponentu, nebo obsahuje faktorial. Pak je
obvykle vyhodné zkusit podilové nebo odmocninové kritérium.

Neni-li tomu tak, pak zkusime srovndvaci kritérium s 1/n®. Déle je

k dispozici integralni kritérium.

Napt¥.
o0
Zia
= n(In n)
konv. a>1
feoo x(l(i);)"‘ = ||nX =1t o _dt‘ = (:g‘ = di <1
iv. a<
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Definice 2

Necht a, > 0. Pak Yada >-°2 | (—1)""1a, se nazyvd alternujici ¥ada.

Pozndmka
Alternujici ¥ada je také Yada Y72 ;(—1)"a, a obecné& fada > -, f,
spliiujici sgn f, = —sgn fo11,Vn € N.
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Véta 10 (Leibnizovo kritérium)

Necht a,, > 0 je nerostouci posloupnost. Jestlize lim,_o a, = 0, pak
alternujici ¥ada >"°° ;(—1)""1a, konverguje.

Poznamka

Vzhledem k platnosti nutné podminky konvergence Ize vétu 10 formulovat
i s ekvivalenci.

Priklad 9

14+ 3%—%+.- (Leibnizova ¥ada)
1 _1 )
l—>0,<—<;>:>2( r)7

konverguje
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Definice 3

Rekneme, e Yada > ap konverguje absolutné, pokud konverguje ¥ada
> "lan|. Rekneme, Ze ¥ada konverguje neabsolutné (relativng), jestlize ¥Yada
> an konverguje, ale ¥ada ) |a,| diverguje.

Priklad 10

—1)n—1 . v Ve . s
> % je neabsolutné konvergentni — sama konverguje, ale absolutni
hodnotou dostaneme harmonickou ¥adu, ktera diverguje.

n—1
L :Z%<oo.

> & je absolutn& konvergentni, nebot Z’
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Véta 11

Je-li Fada Y a, absolutné& konvergentni, pak je konvergentni.
(Tedy z absolutni konvergence plyne konvergence.)

Diikaz.

Podle Cauchyova—Bolzanova kritéria (véta 4) je ¥ada >_|a,| konvergentni
pravé tehdy, kdyZ posloupnost |a1| + - - - + |an| je cauchyovskd, tj.
—_—

Sn

Ve >0dng e NVn> ng,me N:

’Sn_l’_m — Sn‘ = Han-i-m’ + tet + |an+1|| < €= |an+m+ tee + an+1| < E.

tedy posloupnost &asteénych souétl ¥ady > a, je cauchyovskd, tedy ¥ada
konverguje. L]

v

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 30/84



Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Poznamka

Opak neplati — viz Leibnizovu ¥adu.

Poznamka

P¥i rozhodovéni o konvergenci/divergenci je nékdy vyhodné otestovat
nejprve > _|an| pomoci kritérii o fadach s nezapornymi &leny. Je-li
Ylanl <00 =3 ap < oc.
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Definice 4

Necht f: N — N je bijekce. Rekneme, e ¥ada > bn, kde b, = af(n), je
prefazenim ¥ady 3" a,. Rekneme, Ze pro Yadu 3" a, plati komutativni
zdkon, jestliZze pro libovolnou bijekci f: N — N plati Y a, = > ar(n).

Véta 12 (Komutativni zdkon pro nekone¢né ¥ady)

Necht Fada >~ a, konverguje absolutné, tj. > _|ap| < co. Pak pro tuto Fadu
plati komutativni zakon.
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Definice 5
Pro posloupnost a, oznaéme

i an, ap=>0 a, ap<0
a, = a a, =

0 a,<0 " 0 a,>0

Potom {a;} nazyvdme kladnd &dst a {a,, } zdpornd &dst posloupnosti

{an}.

Poznamka

Z¥ejmé plati af = %'a"' = max{an, 0}, resp. a, = a"_T“""’l = min{a,, 0}.
v

Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 33/84




Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Véta 13

Necht >~ a, je neabsolutn& konvergentni, pak > a} = +oco a

> a, = —oc.

Diikaz.

Q> af<ocoad a, >—x
Q@ > af=0c0ad a, >—
Q@ > af<ocwada, =-—

Q) al=cada =-x
Kdyby platilo 1, pak >_|an| = >_af — 3 a,, konverguje podle véty o
konvergenci sou¢tu dvou konvergentnich ¥ad — spor, nebot Y |a,| = oo.
Kdyby platilo 2 nebo 3, pak >~ a, =>"a} + > a, a soulet bude oo
(p¥ipad 2) nebo —oo (pFipad 3) — spors Y a, < 0.
Tedy nutné >_af =00 a > a, = —cc. O

.
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Véta 14 (Riemannova véta o prefazeni, velkd véta o prefazeni)

Necht Fada > an je neabsolutné konvergentni a Ly, Ly € R* L1 < L,.

Pak existuje permutace mnoZiny N takova, Ze pro posloupnost ¢dste¢nych
souctii t, prefazeni Fady ) ar(n) (tj. tn = af1) + -+ + ag(n)) plati
limsupt, = Ly aliminft, = L;. Zejména neabsolutné konvergentni Fadu
Ize pFerovnat tak, Ze diverguje k +00 nebo osciluje.

© Petr Hasil (MUNI)
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Dikaz.
P¥edpokladejme, ze L1,Lp € R, L; < Ly a L > 0 (pro ostatni p¥ipady je
modifikace diikazu z¥ejma). Plati >_ a}f = o0 a Y a, = —oc.

e Existuje ny : af + -+ a/. > L, a necht ny je nejmensi takovy index.
o Necht ny je takovy index, fe af + -+ a} +a; +---+a, <lia
necht je nejmensim indexem s takovou vlastnosti.

e DiileZité je, Ze a, — 0 (coZ je nutnd podminka konvergence ) ap)

= |ap| — 0 a tedy velikost ,pFelezeni/podlezeni” hodnot Ly, Ly se
blizi k nule.

Z konstrukce plyne, Ze limsup t, = Ly a liminf t, = L;.
(Nap¥. pro L3 = —o00, Ly = 0o budeme soutty ,rozkmitdvat"”.) O
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Nekone&né &iselné fady Ndésobeni nekonenych ¥ad a odhad zbytku

Poznamka

Konelné Yady:
(a1+---+an)(br+ -+ bm) =a1b1 + -+ apnbm.

Nekonelné fady:

(Son) (58) =

aiby aiby --- aib,
asby  axby -+ axb,
anbl anb2 e anbn

Jednou z hlavnich otazek je proto v jakém potadi nasledné scitat.
V literatufe lze najit pro jednotlivé postupy detailni vlastnosti. Nap¥. tzv.
Dirichletiv (po ,elkdch") nebo Cauchyiv (po diagondlach) souin.

v
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Nekone&né &iselné fady Ndésobeni nekonenych ¥ad a odhad zbytku

Véta 15

Necht Fady > an, > b, jsou absolutné konvergentni a necht >_ c, je
libovolna nekoneénd Fada, v niZ posloupnost {c,} je permutaci
posloupnosti {a;b;} (tj. {cn} je libovolna posloupnost obsahujici permutaci
prvkii z uvedené tabulky). Pak " c, konverguje také absolutné a plati

Y ecn=c=a-b kded a,=a, > b,=0b.
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Nekone&né &iselné fady Ndésobeni nekonenych ¥ad a odhad zbytku

Definice 6

P¥edpokladejme, Ze Yada ) a, je konvergentni. Vyraz R, = Zi‘;nﬂ ay se
nazyva zbytek po n-tém &lenu, tj. > an = sp + Rp.

Véta 16

Necht a,, je nerostouci posloupnost kladnych &isel a lim a, = 0. Pak pro
zbytek alternujici fady S"(—1)""a, plati |R,| < ani1.

Navic sgn R, = (—1)".
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Nekone&né &iselné fady Ndésobeni nekonenych ¥ad a odhad zbytku

Véta 17

Necht a,, je monoténni posloupnost nezdpornych &isel, ¥ada y_ a,
konverguje a f: [1,00) — R je monotdnni a pro n € N : f(n) = a,. Pak
Rn < [° f(x)dx.
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Nekone&né &iselné fady Ndésobeni nekonenych ¥ad a odhad zbytku

Priklad 11

Kolik &lent Yady > 77, % musime vzit, aby chyba (zbytek) byla men3i nez
0,017

1
< — > 100.
_100:>n_ 00

e
A\
:\

3
><M|,_\
o
X
Il
| L
3
S|
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Mocninné a Taylorovy fady Mocninné fady

Definice 7

Necht a, je posloupnost redlnych &isel a xg € R, pak nekone¢nd ¥ada
funkei Y02 5 an(x — x0)" se nazyvd mocninnd Fada se stfedem xg a
koeficienty a,, n € Np.

Poznamka

@ Substituci y = x — xo = >_ anyn |ze kazdou Yadu prevést na ¥adu se

stfedem yp = 0. MiZeme proto uvaZovat fady >, anx".
@ Mocninna Fada vZdy konverguje ve svém stfedu.
. n __ S8 n
e Konvence: Y a,x" =) " anx".
o Ng:=NU {0}
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Mocninné a Taylorovy Fady Mocninné fady

Kazdd mocninna ¥ada konverguje ve svém stfedu, protoZe pro x = xp se
jednd o nulovou ¥adu. Déle ze srovnavaciho kritéria (V&ta 6) plyne
ndsledujici.
Véta 18

A H v, o) n
UvaZujme mocninnou Fadu " 5 anx".

@ JestliZze tato mocninnd Fada konverguje pro néjaké x = c, potom
konverguje absolutné pro vsechna x € R, pro kterd je
|x — x0| < |c — X0l

@ JestliZe tato Fada nekonverguje (tj. diverguje k 00 nebo osciluje) pro

néjaké x = d, potom nekonverguje pro vsechna x € R, pro kterd je
|x — xo| > |d — xo].
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Véta 19

Necht a := lim {/|a,|.
o Je-lia=0, pak mocninnd Fada _ a,x" konverguje Vx € R.
o Je-li a = 00, pak Fada konverguje pouze ve svém stredu xg = 0.
a

o Je-li0 < a < 0o, pak Fada konverguje Vx € R : x| < R:=1
diverguje pro x € R : |x| > R.

Cislo R se nazyva polomé&r konvergence mocninné Fady » apx”.

Poznamka

Interval | takovy, Ze pro x € | pfFisluind ¥ada (absolutn&) konverguje
nazyvame intervalem (absolutni) kovergence této ¥ady.
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Mocninné a Taylorovy Fady Mocninné fady

Diikaz.

P¥edpokladejme, Ze existuje limita lim {/|a,| = a. Pro n&jaké x € R
aplikujeme na ¥adu > |a,x"| odmocninové kritérium
<1 konverguje

lim {/|apx”| = |x| - lim {/|ap| = a-|x| ¢ > 1 diverguje =

=1 nevime

= R ¥ada konv.
= R ¥ada div.

x| <
x| >

L= L=
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Mocninné a Taylorovy fady Mocninné fady

Poznamka

@ ProtoZe plati

dn+1
dn

dn+1
an

liminf < liminf v/|an| < limsup v/|an| < limsup

)

Ize v p¥ipadé existence limity podilu pouZit pro uréeni poloméru
konvergence ji.

@ ProtoZe ve zminénych limitach jsou absolutni hodnoty, ziskdvame
uvnit¥ intervalu konvergence p¥imo absolutni konvergenci.

@ Pro hodnoty x, kde limity vychazi jedna (krajni body intervalu

konvergence) tyto hodnoty dosadime a ¥esime konvergenci pfislugnych
¢iselnych ¥ad.
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Mocninné a Taylorovy Fady Mocninné fady

Priklad 12
Q@ > x", a=lmVi=1=R=1
pro x = —1 ¥ada osciluje, pro x = 1 ¥ada diverguje, fada konverguje

(absolutng&) pro x € (—1,1)
=1=R=1

pro x =1 mame ) % kterd divergUJe (harmonlcka fada),

x" 1 H
(2] - a,,:ﬁ:>||m

an+1
n' an

_ . (-1)" . : - y
pro x = —1 mame ) *—=, kterd konverguje (Leibnizova ¥ada),
fada konverguje pro x € [—1,1), absolutn& konverguje pro x € (—1,1)
Q> % R =1, konverguje pro x € (—1, 1], absolutn&
konverguje pro x € (—1,1)
Q> X;, R=1, I|m =1, x=1= Z konvergUJe absolutng,
x=-1=3) = (=1
pro x € [-1 1]
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Mocninné a Taylorovy fady Mocninné ¥ady

Priklad 13

R =7
>y
an =5, R=Ilim% ("H) =lim(n+1)=
fada konverguje pro Vx 6 R
@ > nlx"

a, = n!, R =0, ¥ada konverguje pouze pro x =0
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Mocninné a Taylorovy fady Mocninné fady

Poznamka
Pro¢ se ¥ikd polomé&r konvergence?

Casto se uvaZuje ¥ada > anz",z € C,a, € C, kde pak misto intervalu
konvergence pracujeme s kruZnicemi o polomé&ru |z|. Tedy hledame takové
gislo R, kdy dand Yada konverguje pro viechny z € C, |z| < R a diverguje
pro viechny z € C, |z| > R.

Véta 20

Necht mocninnd ¥ada >~ anx™ ma polomér konvergence R > 0. Pak
Vr:0 < r < R Fada konverguje na intervalu [—r, r] absolutné (dokonce
tzv. stejnomérné).
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Mocninné a Taylorovy fady Mocninné fady

Véta 21 (Spojitost)

@ Necht mocninnd Fada >~ anx™ ma polomér konvergence 0 < R. Pak
Jeji soucet f(x) = > anx" je funkce, kterd je spojitd pro x € (—R, R).

e Necht mocninnd ¥ada >~ apx" md polomér konvergence 0 < R < oo a
predpokladejme, Ze pro x = R je tato Fada konvergentni. Pak jeji
soulet f(x) =Y anx" je funkce, kterd je v x = R zleva spojita, tj.

> aR"=f(R)= lim f(x).

x—R~

Obdobné pro x = —R.
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Mocninné a Taylorovy fady Mocninné ¥ady

Véta 22

Necht mocninnd ¥ada _ a,x" md polomér konvergence R > 0. Pak
Vx € (=R, R) plati

[o.¢] o0
E apx" | = E napx" 1,
n=0 n=1

pFi¢emZ derivovanim se polomér konvergence neméni.
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Mocninné a Taylorovy fady Mocninné ¥ady

Véta 23

Necht mocninnd ¥ada " a,x" md polomér konvergence R > 0. Pak
Vx € (=R, R) plati

> > xn+1
/ZaandX = Zann—H +c,
n=0 n=0

pFicemZ Fada na pravé strané rovnosti ma polomér konvergence opét R.
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Mocninné a Taylorovy Fady Mocninné fady

Véta 24

Necht mocninnd ¥ada Y~ a,x" ma polomér konvergence R > 0. Pak
Vx € (—R, R) a libovolny interval [c,d] C (=R, R) plati

d oo d oo Cn+1 S dn+1
n _ n — _
/c E apnx"dx = E (a,,/c xdx)- E (a,,n+1> E <a,,n+1
n=0 n=0 n=0 n=0

).

v
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Mocninné a Taylorovy

Ptiklad 14
v v N (o] n
Urlete soutet Yady >~ F-
lim ”+1 = =lim ”+1
"2 " n
pokracovat.

e VyuZijeme mocninnou fadu >
| =1, tedy pro x = % absolutné konverguje.

_ n
R n+1
oo o0
E n-x":x-g n-x"
n=0 n=1
o) !
=X - gx" :x-<
n=1
_ 1 c o _ 12
=2= Y13 = 1R =

Fady

Mocninné fady

< 1 = Y¥ada konverguje a ma tedy smysl

on-x". Ihned mdme

Z/”ldxl

1—x+x X

1-x2  (1—x)

Petr Hasil (MUNI)

Matematicka analyza

56 /84



Mocninné a Taylorovy Mocninné fady

@ P¥imo pomoci ¢asteénych souctli mame
_1+2+3+ +n s,,_1+2+3+ n n
T34 21" 24816 ol
Odkud odettenim ziskame

s 1 = n

n

L _ — — =2

5 tototm = ; o
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Mocninné a Taylorovy fady

Pfiklad 15
1

Urkete soutet Yady > 774 —.

VyuZijeme mocninnou fadu 77, %

pro x = % absolutné konverguje.

i: Z/ t"~ ldt—/ Zt" ldt
:/O 7dt—[—ln]1 I3 = —In(1 — x)

n

1
o=

n=1

%)
n=1

Mocninné fady

. lhned mdme R = lim| | = 1, tedy

1
—In§:|n2

()-
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Mocninné a Taylorovy Fady Mocninné fady

Priklad 16

Urcete polom&r konvergence a soutet fady > n(n+ 2)x"

n(n—+2)
(n+1)(n+3)

R = lim |-2"| = lim —1

an+1

Pro x € (—1,1) mdme >_0° o x" = 1. ProtoZe pro x = 0 mame ihned
Yoo n(n+2)x" =0, budeme predpoklddat, ze x # 0.

a1 d
Zx_l—x /(TX
/
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Mocninné a Taylorovy Fady Mocninné fady

0 3

3x2 — x 1
2 n+1:— .
nz(:) ntn -+ (1—x)3 /X
[o¢]
3x — x?
n(n+2)x" = ——=
nz_% (1 =x)?

Vysledny vztah plati i pro x = 0, tedy Ize ho pouZit pro vSechna

e (-1,1).
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Mocninné a Taylorovy Fady Taylorovy fady

Definice 8

Necht funkce f ma v bod& x derivace v3ech ¥adii, pak se mocninnd ¥ada

© F(n)(x
Z—f (o)(X—Xo)"

n=0

nazyva Taylorova Fada funkce f. Je-li xp = 0, pak se ¥fada nazyva
Maclaurinova Fada.

Poznamka
o f(”)(o)
n!
n=0
Problém — plati (a kde) f(x) = 32, F0) xn7
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Mocninné a Taylorovy fady [EREVISCAEL

Priklad 17
4
UvaZujme funkci f(x) = e x#0, Potom a9 =0, ap, = f(n;(o),n e N.
0 x=0. '
JOR{ OB 1
/ T X T e x o _ T — . . —t2
F(0) xlipo x—0 _xlipo X _|X_t| t—I:QOO(t e)
1

= m —-=
t—doo et? t—+oo 2t et’

f(0) = lim

Podobné
f(M(0) =0 Vne Ny,

coZ znamena

F(x) =Y 0-x"=0#f(x).

v
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Mocninné a Tay y fady Taylorovy fady

Poznamka

_ f(n+1) (f) n+1

) = Tol) + Ral), Ral) = g™

f90)  k

kde & je mezi 0 a x, Tp(x) je (n+ 1)-ni &astedny soucet > ;o ——=x*~.

Plati T,(x) — f(x), pokud R,(x) — 0.
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Mocninné a Taylorovy fady [EREVISCAEL

Véta 25

Necht funkce f md na intervalu | = [—r, r] derivace viech ¥idi a existuje
konstanta K > 0 takova, Ze

1F(MN(x)| < K Vxel,VneN.

Pak Maclaurinova Fada funkce f konverguje na intervalu | = [—r,r]
stejnomérné k funkci f.

Diikaz.
|Rn(x)| = é::)l()é,) ntl) < K(,:j:ll), — 0, nebot Yada ,’1—", konverguje.
N |
( m-(n+1)!r—n—m—>0> -
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Mocninné a Tay y fady Taylorovy fady

Priklad 18

° & YN
Vr e R,Vne N: (X)) = :>|eX|<eer€[—r,r]

:>|R()|< ,,+1)|—>0=>ZX =e* na[—r,r]
2 3 n
e —1+x+X—+%+ +%+---, VxeR

@ pro sinx,cos x plati
Vr>0,Vn € N:|(sinx)(M| <1,|(cosx)("| < 1Vx € [~r, 1]

] X3 X5 X7 (_1)nX2n+1

SINX = X — 3+a—ﬁ+ +W+, VXER
X2 X4 X6 (_1)nX2n

cosx =1— 2!+H—a+"'+w+"‘, Vx e R
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Mocninné a Taylorovy fady [EREVISCAEL

P¥iklad 19
on(l+x)msx—%+5 —  CU 4 Ro,
pro [—r,r] € (=1,1) : |[Ra(x)| < gpymirgarpy — O
o0
(_1)n+1xn
In(1 = — ¥ -1,1
n(1+ x) Zl ——, Wxe(-11]
Prox =1 konverguje podIe véty 21. (Tedy zndme soulet Leibnizovy
radyl—iJrf—fwL =1In2.)
o |(1+x)*= Vo (xra (© X"+ Vx e (—1,1)
0 1 n
néigi:elﬂ
ala—1)-(a—n+1)
aek R=1, (3 =21 ) |
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Mocninné a Tay y fady Taylorovy fady

P¥iklad 20
Urcete soucet Ciselné Fady
il 1+1+1+1+1+
n? 9 16
n=1
Maclaurinova ¥ada funkce SnX = Je

pro x € R, x #0.
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Mocninné a Taylorovy fady EEEVIOWAEL\

Kofeny funkce % jsou z¥ejmé& v bodech +m, 427, +37, +47, atd. a
tedy tuto funkci lze ,rozloZit" na (nekonegny) sou&in kofenovych &initeld

()02 (o) (o) (o5) e s)
() () () ()

Porovnanim koeficientd u mocniny x2 s p¥isluénym koeficientem v rozvoji
_ y
funkce *2* dostaneme

3! 2 4nx2  9g2 1672

2 1 1
M, TR R =y .
6 27971 ;rﬁ
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Mocninné a Taylorovy fady [EREVISCAEL

Poznamka
ProtoZe je sin 5 = 1, plyne ze vzorcil v ptedchozim pfikladu volbou x = 7

DD 60D DD
(DEDEDED D)

pro vyjadreni &isla 5 (a tedy i &isla ) pomoci nekonegného soutinu.
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Véta 26

Necht f(x) = >"72 5 anx" pro x € (—r,r),r > 0. Pak

Vn e NU {0}.

Tedy, je-li f sou¢tem mocninné Fady se stfedem xo =0 na (—r,r),r >0,
pak tato Fada je Maclaurinovou Fadou funkce f.
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Mocninné a Taylorovy fady

Taylorovy fady
Priklad 21

Uréete Maclaurinlv rozvoj funkci

a) f(x) = arctgx, b) f(x) = e*sinx, c) f(x) = tgx.

a) f(x) = arctg x ma derivaci

1

T _ 2, 4 6 2 2
(X)—1+X2—].—X + X =X 4+ (—1)"x " Z( 1)"x"
co? je geometrické fadasq=—x>a R=1. Tedy
2 o x2n+1
tgx = dt = —-1)"
arctg x = / nzjo( ) o1
5 ny 2n+1
x3  x (=1)"x
=X - — -~ 7 c|—1.1}.
XT3ty ot g T xe Ll
Poznamka
Volbou x = 1 dostdvdme historicky vzoretek 7 =1 — 3 + s — = + J
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b)
X2 X3 n
f(x):exsinx:<1+x+—+——|— + = 4+ >><
2! 3! !
X3 X5 (_1)n+1x2n+1
X<X_§+§_ T en )
1 1 1 1
_ 2 3 (- = 4 _ — -
=x+Xx"+x (2! 3!)+x ( 3!+3! +
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Mocninné a Taylorovy fady [EREVISCAEL

. 35 (71)n+lx2n+1
_SInX X=Frty ot @y T 3 5
tgx = = 2 A 6 @)nx2n = aXx+ X7+ X7+

cosx I R A 1o
vynasobime kosinem a ziskame

x3 x5 X7 1 x> x* x5 3
SECTRATI TR ata et ) laxtaxde)

a porovnanim koeficientd mame

X1:1:C1,

X~ = = - = = - = =5 zZ=3
3l 3 2| 3 2 3 2 6 3
1 c C

5.+ _ 49 _ 9 —

R T teTe =1

tedy f(x) =tgx =x+ 33+ Zx5 + -+
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Mocninné a Taylorovy Fady Taylorovy fady

Priklad 22
Urlete soulet mocninné ¥ady

oo
2n+1
PEEL
n!
n=0
/1 - v v s . , v n 2 2n
Cilem je vyuZit pfedchozi znalosti. Vime, Ze €€ = 7%, tedy € = *r.

S vyuzitim (x2"+1)’ = (2n + 1)x" dostaneme

2n+1 2n __ 1 2n+1y/ __ X2n/
D= ST = Xy

= (xe) = +xe’ 2x = 7 (2x2 + 1).
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Poznamka

PouZiti mocninnych ¥ad (mj.):
@ priblizny vypotet funkZnich hodnot (f(x) =Y an(x — x0)")
@ priblizny vypocet integrall

@ FeSeni diferencidlnich rovnic
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P¥iklad 23
sinx 1 x_2
X 3!

Mocninné a

Taylorovy fady

fol SiXdx s presnosti 1073,

x* X

tE gt

5l

1 1 1
/ ﬂzdx—l— + et

3.3 5.5 7.7l

TV
stadi pro nasi pfesnost
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Mocninné a Taylorovy fady [EREVISCAEL

P¥iklad 24

y'+y=0

Hleddme ¥eSeni ve tvaru y = Ziio apx" = ag + a1x + axx% + -+, tedy

y" =322, n(n—1)a,x""2. Rovnice m4 potom tvar

o o
y'+y= Z n(n—1)a,x" + Z apx"
n=2 n=0

=(ap+2-1-a)+x(a1+3-2-a3) +x*(ax+4-3-az)+---

+x"%(ap_o+n(n—1)a,) +---=0
Odtud a, = —n'(agfl). Volbou ag = 0, a; = 1 dostaneme
(=1)" o (=17 s
an=0ap1=—7""=>y= E — X =sin x.
! |
(2n+1)! —~ (2n+ 1)!
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Mocninné a Taylorovy fady [EREVISCAEL

Volbou ap = 1, a; = 0 dostaneme podobné y = cos x. Pokud bychom
nepokladali a; rovno 1, resp. ag, ziskali bychom ¥eSeni y = aj sin x, resp.
y = ag cos x. Regeni je tedy

y =aisinx+ agcosx, ai,ar € R.
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Mocninné a Taylorovy fady [EREVISCAEL

Poznamka

Rady Ize vyuZit k zavedeni elementdrnich funkci, studiu jejich vlastnostf,
pop¥. pro rozsiteni jejich definice do komplexnim oboru.

f(x) = Za,,x”, x| <R, zr Zanz”
Napt.
n (_1)nz2n+1

z 4 H _ _ (_1)2
e —Zm,smz—zm,cosz—zw

V C pak lze takto zjistit, Ze In(—1) = im, nebo Fesit rovnici sinz = 2.
(sin(x + iy) dosadime do ¥ady a vyjde ndm sou&et vedouci na
sinx cosh y + icosxsinhy, z=1.5708 + 1.31696/.)
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Mocninné a Taylorovy Fady

Taylorovy fady

Pozndmka (S&itani divergentnich ¥ad)

@ Cesarova sumace:

€3 ay = lim st

n—o00 n

> 1 1 2 2 3 3
— n: i —_—— = — =, — =, — = — = ... = —
(©)>(-1) n@;@{ L T T }
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Mocninné a Taylorovy fady [EREVISCAEL

@ Abelova sumace:

Pro > a, uvaZujeme > a,x". Pokud konverguje pro x € (—R, R)
k funkci, kterd ma pro x — R~ limitu, nazveme tuto limitu Abelovou
sumou, tj.

(A)> aR™:= lim f(x), f(x)=) anx",x€(-R,R).

x—R—

(Konzistence s ptedchozi teorii plyne z Abelovy véty 21.)
Se¢téme Grandiho ¥adu pouZitim

D)X= (—x)"
n=1 n=1

coz je geometrickd mocninnd ¥ada s polomé&rem R =1 a soultem

1%« Tedy

(A (-1)" = lim = .

x%l‘l‘%X 2

n=1

V.
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Mocninné a Taylorovy fady EEEVIOWAEL\

Pozndmka (Konstrukce spojitych funkci bez derivace)
UvaZujme funkci f: R — R danou predpisem f(x) = arcsin (sin (5x))
a posloupnost funkci
f(2"x)
2n

fA(x) = f(x), falx) = - fl(x) =

Je zfejmé, Ze |£(2"x)| < 5 = |fa(x)] < 5 - 5. Pfitom T30, 5 < o0,
tedy fada >.°° , L f(2"x) stejnom&rn& konverguje podle Weierstrassova

n=1 2"
kritéria (v&ta ??). Oznalme soulet této fady F(x).

Funkce F je spojitd na R, protozZe je stejnom&rnym souctem spojitych
funkci, ale nemd derivaci v &islech 57, m € Z,n € Ny. (Cisla tvaru 7; se
nazyvaji dyadickd &isla a jsou hustd v R.)
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Taylorovy fady
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