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Riemanniv integral v R" Uvod

et [ R ax = F0) - R, P

n=2: DCR?f:D—R, //f(x,y)dxdy:?
D

K zavedeni budeme potfebovat pojem méFitelné mnoZiny.
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Riemanniv integral v R" Uvod

PodmnoZiné R" pt¥itadime realné &islo.

Pro A C R"” zna& m(A) miru mnoZiny A (tj. m(-) je zobrazeni z mnoZiny

podmnoZin R" do R = [0, 0)).

Mira by mé&la spliiovat (pfirozené) podminky pro (mé&fitelné) A, B C R"
e A=B = m(A)=m(B)
e ACB = m(A)<m(B)

e ANB=0 = m(AUB)=m(A)+ m(B)
V posledni podmince se nékdy nahrazuje AN B = () za slabsi podminku
m(AN B) = 0. Pojem miry sjednocuje a zobeciiuje pojem obsahu a
objemu mnoZin z R”, je tedy také p¥irozené otekavat nap¥. v R?, Ze
m([0,1] x [0,1]) = 1.
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Riemanniv integral v R" Uvod

Formaln& mnoZinovou funkci m(-) nazyvdme mirou, jestlize
@ m(0) =0,
@ m(A) >0 VA (nezdpornost),
Q A,,ne MCN, po dvou disjunktni mnoziny, pak

m(JAn) =D m(An).

JestliZze vztah plati pro spo¢etnou mnozinu M, tedy lze i M = N, pak
mluvime o spoletné aditivité, neboli o-aditivité, pokud plati jen pro
konetné polty mnoZin A,, jednd se o koneénou aditivitu.
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Riemanniv integral v R" Uvod

Poznamka

V R? za&neme tim, ¥e pozadujeme, aby byla jednotkovému &tverci
pfifazena jednitka, jeho &tvting 1/4 atd. a t&€mito , minic¢tverecky” pak
vypliiujeme libovolné obrazce k ziskani jejich miry. Cely postup, stejn& jako
dalsi moZnosti vystavby mér, vlastnosti a detaily jsou pak naplini tzv. teorie
miry. MnoZina, které je mozné jednoznalné p¥iradit jeji miru, se nazyva
mé¥itelnd. )

Véta 1
Omezend mnoZina A C R? je méFitelnd pravé tehdy, kdyZ m(h(A)) = 0.
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Riemanniv integral v R

Konstrukce Riemannova integrélu

Necht A C R? je m&Fitelnd, omezend mnoZina a f: A — R je omezena
funkce na A. Sit ¥adu n vytvo¥i tzv. pokryti ¥adu n mnoziny A. Ctverce

s touto dohodou jsou navzdjem disjunktni mnoZiny. PoloZime
A= Ujm:1 Dj, kde mnoZiny D; jsou tvaru D' = AN (', kde ;" je n&jaky
¢tverec sité ¥adu n.

Systém {Dy,...,D}\} se nazyva pokryti ¥adu n mnoZiny A. Kazd3a
Z mnoZin DJf’ je mé&itelna, nebot je priinikem mé&Fitelnych mnoZin.
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Riemanniv integral v R" Konstrukce Riemannova integralu

Poznamka

Obecng& v R¥ pouzivame tzv. krychlové mnoZiny Fadu n

i
cr .Jk:{[xl,...,xk]ERk:§X1< < xe <

Jise on on 7" on on

coz jsou (neuzav¥ené) po dvou disjunktni mé&Fitelné mnoZiny pokryvajici
RX s mirou m(C") = 2kn.

Konstrukci a vlastnosti si pro prehlednost predvedeme v R?.

i1+1 ik ik—i-l}
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Riemanniv integral v R" Konstrukce Riemannova integralu

Necht
M;= sup f(x,y), mj= inf f(x,y),
’ [x.y]eDy bey) ! [x.yleD; bey)
pak definujeme
m

S(fA:Z so(f,A) = ij (D)

horni a dolni soucet ¥adu n a plati
5n+1(f7 A) S Sn(f7A)7 5n+1(f7 A) 2 Sn(f7A)7

tj. posloupnost {S,(f,A)} je nerostouci a zdola ohrani¢end a posloupnost
{sn(f,A)} je neklesajici a shora ohraniena, pak existuji

lim S,(f,A) = / f(x,y) dx dy, I|ms,,fA / f(x,y) dx dy

n—oo

horni a dolni Riemanniiv integral funkce f na mnoZin& A.
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Riemanniv integral v R

Konstrukce Riemannova integrélu

Definice 1

Pokud se horni Riemann(v integral rovnad dolnimu, tj.

WAf(x,y) dx dy = ﬁAf(x,y) dx dy,

Fekneme, Ze funkce f je na A riemannovsky integrovatelnd a definujeme

//A f(x,y) dx dy ZWAf(x,y) dx dy :/_/Af(x,y) dx dy.
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Riemanniv integral v R" Konstrukce Riemannova integralu

Poznamka

Pro n =1 lze pouzit libovolné déleni D, pop¥. se omezit na dyadické déleni

DI (dyadicks &isla 55, m, n € N). Samozfejmé plati D D DBl tedy

/ jf(x) dx > [2] / jf(x) dx, /I:f(x) dx < [2]/jf(x) ix.

odkud ihned plyne, ze [2] [ < [ < [ < [2][. Tento vztah musi platit i
naopak, jinak by 3lo o jinou konstrukci.

Nap¥. vime, Ze plati: Je-li D, nulova posloupnost déleni, pak

b
/ f(x) dx = nIi_)n;()s(f, D).

—a
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Riemanniv integral v R" Konstrukce Riemannova integralu

Véta 2

Necht A C R? je méfitelnd a omezend mnoZina, f,g: A — R. Jsou-li f,g
integrovatelné na A, pak jsou na A integrovatelné i funkce f + g a plati

//Af(X,y)ig(X,y) dx dy://A f(x,y) dx dyi//Ag(x,y) dx dy.

Dale, pro a € R libovolné je integrovatelna i funkce o - f a plati

//Aa-f(x,y) dxdy—a-//Af(x,y) dx dy.
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Riemanniv integral v R

Konstrukce Riemannova integrélu

Véta 3

Necht f je integrovatelnd na omezené mefitelné mnoZiné ACR?> a BC A
je méFitelnda mnoZina. Pak funkce f je integrovatelnd i na B.

Véta 4

Necht f je integrovatelnd na méFitelnych, omezenych a disjunktnich
mnoZinich A, B C R?. Pak je f integrovatelnd i na AU B a plati

//AUB Floxy) dxdy = //A fOoy) dxdy + //B f(x,y) dx dy.
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Riemanndv integral v

Konstrukce Riemannova integrélu

Véta b

Necht funkce f je omezend na A a m(A) = 0. Pak je f na A

integrovatelna a plati
// f(x,y) dx dy =0.
A
Disledek 1

Necht A, B jsou mé&Fitelné mnoZiny a plati m(AN B) = 0. Je-li funkce f
integrovatelnd na A i na B, pak je integrovatelna i na AU B a plati

J renacay= [[ feryaxay+ [[ ey ax

Véta 6

Necht je funkce f spojitd a omezend na omezené méFitelné mnoZiné
A C R?. Pak je funkce f na mnoZiné A integrovatelna.

© Petr Hasil (MUNI) MB152
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Riemanndv integral v

Konstrukce Riemannova integrélu

Snadno pro integral v R? (R¥) dostaneme i dal3i tvrzeni znama z R

Véta 7

Necht jsou funkce f, g integrovatelné na méFitelné mnoZin& A C R? a plat/
f(x,y) < g(x,y), ¥(x,y) € A. Pak

//A f(x,y) dx dy < //Ag(x,y) dx dy.

Véta 8

Necht je funkce f integrovatelné na mé¥itelné mnoZin& A C R2. Pak je
funkce i funkce |f| na mnoZin& A integrovatelnd a plati

’//A f(x,y) dx dy‘ g//A\f(x,y)\ dx dy.
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'S4l Konstrukce Riemannova integralu

Riemanndv integral v

Definice 2
Rekneme, ¥e funkce f: A — R mé skoro viude na mno%in& A vlastnost V/,
jestlize existuje mnoZina B takovd, Ze B C A, m(B) = 0 a funkce f ma

vlastnost V' ve vSech bodech mnoziny A\ B.
(Tj. vlastnost neni spIn&na na mnoZin& miry nula, pfitemz m(()) = 0.)

MB152  18/88
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Riemanniv integral v R

Konstrukce Riemannova integrélu

Véta 9

Necht A C R? je omezend métitelnd mnoZina a f,g: A — R, kde f je na
A integrovatelnd a g je na A omezend. Pokud plati f(x,y) = g(x,y) skoro
vSude na A, pak je na A funkce g integrovatelnd a

// g(x,y) dx dy—// f(x,y) dx dy.
A A
Véta 10

Necht A C R? je omezend a méfitelnd mnoZina a necht f: A — R je
omezena a skoro vsude spojita na A. Pak je funkce f na A integrovatelna.

(© Petr Hasil (MUNI) MB152 19/88



Riemanniv integral v R" Vypotet integralu — zdkladni postup

o [[,f(x,y)dxdy ... dvojny integral
o [2(J¢F(xy) dy) dx .. dvojndsobny integrd
Véta 11

Necht A = [a, b] x [c, d] je obdélnik v R? a funkce f: A— R je na
mnoZiné A spojitd. Pak

//A f(x,y) dx dy:/ab </Cdf(x,y) dy) dx:/cd </abf(x,y) dx> dy.
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Riemanniv integral v R" Vypotet integralu — zdkladni postup

Véta 12 (Fubiniho véta)

Necht f je spojitd na mnoZiné

A={[x,y] :a<x<b,g(x) <y <h(x)},

kde g, h: [a, b] — R jsou funkce spojité na intervalu [a, b]. Pak

f(x,y) dx dy = ’ " f(x,y) dy | dx.
I, NV

Podobné pro

A=A{[xy]:y €lc,dl,gly) <x<h(y)}, g, heClcd],

plati
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Riemanniv integral v R" Vypotet integralu — zdkladni postup

Poznamka

Je-li ve v&t& o integraci pfes obdélnik funkce f pouze integrovatelnd, plati

b d b [(—d
//f(x,y)dxdy:/ (/ f(x,y)dy> dx:/ (/ f(x,y)dy) dx
[a,b]x [c,d] 7o\ ? ‘
Pokud oznadime
d —d
Fe = [ fxndy, 660 = [ fxp) dy,

miZe nastat p¥ipad, kdy F(x) < G(x) v jistych bodech x € [a, b], ale
mnozina téchto bodl ma Jordanovu miru rovnu nule, tedy
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Vypotet integrdlu — zdkladni postup

Riemanniv integral v R"

P¥iklad 1
Vypottéte [[, x3y dx dy, kde A= {[x,y] : 0 < x < 1,x> <y < x}. J

1 rx
//x3ydxdy_/ / x3y dy dx
A 0 Jx3
1 1

1 y2 X
. :/0 x3 [2])@ dX:2/0 x3(x? — x®) dx

A1y
J[ax3y dx dy = fol fywx3y dx dy = foly [74]}/

1 1 6
=iy =y dy =2 yP -y dy =3 {13*0)’10/3_ %}o

dy

13 _1y_ 1
_4(10 6)_30
MB152  24/88
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Riemanniv integral v R

Vypotet integrdlu — zdkladni postup

Priklad 2 J

V2x—x2
S

Zaméfite poradi integrace fo f(x,y) dy dx.

: y:m
s y2:2x—x2
xX2—2x+14y>—-1=0

0 (x—1)2+y*=1

b : T : x=14+/1—y2
y=x> = x==4y

Vybereme odpovidajici horni, resp. dolni kousky, tedy

// F(x,y) dx dy.
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Riemanniv integral v R" Vypotet integralu — zdkladni postup

Poznamka

Samoz¥ejmé& plati

m(A)://ldxdy.
A
Priklad 3

Vypotitejte miru mnoziny A= {[x,y] : =1 <x < 1,0 <y <1 —x?}.

v

1 pV/1x2 1 1
I:/ / dde:/[Y]ol_X2dX:2/ V1—x2dx
-1Jo -1 0
X =sint, dx = cost dt /2
’ ‘:2/ V1—sin?tcost dt
0

0=sin0,1 =sinm/2

/2 /2 w/2 /2 T
2/ cosztdt:/ 1+ cos2t dt:/ dt+/ cos2t dt = —
0 0 0 0 2

=0
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Riemanniv integral v R" Vypotet integralu — zdkladni postup

Véta 13

UvaZujme rediny interval [a, b]. Necht

A={lxy,zZ eR*:a<x < b,g(x) <y <h(x),G(x,y) <z < H(x,y)},

kde funkce g, h: [a, b] — R jsou na [a, b] spojité a funkce G,H: B — R
jsou spojité na mnoZiné

B={lx,y] eR*:a<x<b,g(x)<y<h(x)}

H(x.y)
/ f(x,y,z)dz | dy | dx.
G(xy)

Pak, je-li f: A — R spojita na A, plati

///Af(X,y,z) dx dy dz:/ab (/g?j)(

o

MB152  27/88
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R ERNIVATNE(CTRVARGIN  \/ypocet integralu — zakladni postup

Priklad 4
Vypotitejte [[[, dx dy dz, kde

A:{[x,y,z]€R3:—1§X§1,—\/1—x2§y§\/1—xz,
—\/l—xz—y2§z§\/1—x2—y2}.

o
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Riemanniv integral v R" Vypotet integralu — zdkladni postup

1— x2—y 1 V1-x2
/ / / dzdydx:/ / 2¢/1—x2 — y2 dy dx
1 x2— —-1J—-v1-x2

y—\/l—x sint,dy = v1— x2cost dt
—V1I-x2>t=-7/2,y=V1—-x2—>t=m7/2

w/2
/ (/ \/l—x2 1—x2)sin2t\/1—x2costdt) dx
w/2

1 /2
:2/ (1—x2)/ cos® t dt dx
-1 —7/2

1 w/2 1 2 1
:2/ (1—X2)/ —i_COStdth:/(l—x2)7rdx
~1 /2 2 ~1

1 3902 4
:27r/ 1—X2dX:27T|:X—X:| =2 =7
0 3]0 3 3
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Riemanniv integral v R" Vypotet integralu — zdkladni postup

Poznamka

Necht f: R"” - R a A= [a1, b1] X -+ X [ap, by] je n-rozmé&rny kvadr.
Je-li f spojitd na A, pak

b b
/f(x) dx:/ / (X1, .y Xn) dxp- -+ dxg.
A ai an

(© Petr Hasil (MUNI) MB152 30/88
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Vypotet integrdlu — zdkladni postup

Riemanndv integral v

Priklad 5

[J[]4 dx1 dx2 dx3 dxa, kde A= {[x1,x2,x3,xs] : x1 € [0,1],x2 €
[O,]_ — X1],X3 € [07 1—Xx1 —X2],X4 S [0, 1—x3—x0 — X3]}.

Takové mnoZiné A se fika jednotkovy simplex, pouZiva se k triangulaci
n-rozmérnych t&les a v optimalizaci (,,n-rozmérny trojihelnik").

1-x1 pl—x1—x2 pl—x1—x0—x3
fo fo fo dxg dx3 dxo dxq

1- 1
= fO 0 X a= X2(]. — X1 — X — X3) dX3 dX2 dX1
1—x1—x2
1—x1 x32
=y Iy [1—X1—X2)X3—70

= fl fl Xl(l - x1 fxz) — %(]_ — X1 *X2)2 dxo dxq

dxo dxy

0 Jo
1—
=L [T ) dxe dxy = 3 [ [_M}o ?dxg
1
=3 Jo 3(1—x1)? dx = —35[(1L = x)* 5 = &
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Riemanniv integral v R

Vypotet integrdlu — zdkladni postup

Priklad 6
Vypottéte plochu obrazce daného nerovnostmi

x? —2x+y? <0, x2 =2y +y?<0.

x> —2x+y?<0
(x=12+y*<1

x=1—+/1—-y2 y=1/2x—x?

x* =2y +y*<0
X+ (y-12<1

x=42y—y2 y=1—+/1-x2

(© Petr Hasil (MUNI) MB152 32/88



Riemanniv integral v R" Vypotet integralu — zdkladni postup

1 pv/2x—x2 1
// dxdy:// dydx:/ V2x —x2—1++1—x2dx

A 0 1—v/1-x2 0
s T mT—2

4 4 2

1 1
/\/2X—X2C|X:/ V1—(x—1)2dx=|x—1=t,dx = dt|
0 0
0 1
:/ \/1—t2dt:]sudéfunkce|:/ V1—t2dt
-1 0
1 1
zi[arcsinx—l—xvl—x?]ozg
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R ERNIVATNE(CTRVARGIN  \/ypocet integralu — zakladni postup

@ Stf¥edni hodnota:

. ffA X,y dxdy

e Uvazujme [[, F(x,y)dxdy. Je-li o(x,y) plodnd hustota v bodg [x, y]
a p(x,y) vzdélenost bodu [x, y] od osy otaeni o, pak

’ funkce F ‘ integrdl z funkce F ‘

1 Obsah mnoZiny A (S)

o(x,y) hmotnost mnoZiny A (m)

yo(x,y) linedrni moment vzhl. k ose x (Uy)

xo(x,y) linedrni moment vzhl. k ose y (U,)

y2o(x,y) moment setrva&nosti vzhl. k ose x (Jy)

x2a(x,y) moment setrva&nosti vzhl. k ose y (Jy)

P2 (x,y)o(x,y) moment setrvaZnosti vzhl. k ose o (J,)

y? kvadraticky moment prifezu vzhl. k ose x (/)
x2 kvadraticky moment priifezu vzhl. k ose y (/)

0°(x,y) kvadraticky moment prifezu vzhl. k ose o (/)

© Petr Hasil (MUNI) Riemanniv integral v R” MB152 34/88



Riemanndv integral v R"

Vypotet integrdlu — zdkladni postup

@ Soutadnice t&Zisté prifezu [x7,y7] (0(x,y) =1):
B ffodXdy _ ffAdedy
TETs o T s

Petr Hasil (MUNI) MB152 35,88



R ENNVATN(ERVAGI  Transformace dvojného a trojného integrélu

b B
/ F(x) dx = [x = (1), dx = /(1) dt] = / Fo(D)¢(2) dt,

«

kde a = p(a), b = ¢(B). Také Ize psat jako
g(b) b .
[0 ax= [ rleteng o) ae
g(a) a
kde g’ # 0 (g je prostd).

A
X

b

Q)
xﬁ“DK

© Petr Hasil (MUNI) MB152
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Riemanniv inte, AUl Transformace dvojného a trojného integralu

\/
\/
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Riemanniv integral v R

Transformace dvojného a trojného integralu

Véta 14 (O transformaci)

Necht M C E? je oteviend mnoZina v roviné& (u, v), g je prosté zobrazeni
mnoZiny M do roviny (x,y) dané funkcemi x = x(u,v),y = y(u, v), které
maji na M spojité parcidlni derivace prvniho ¥adu. Necht funkce

Ix  Ox
Ju Ov
J(uv V) = dy Oy
u Ov

Jje riiznd od nuly a ohrani¢end na M. Necht M a g(M) jsou méfitelné
mnoZiny a funkce f je spojitd a ohrani¢end na g(M). Pak plati

//(M) x,y) dx dy = // (u,v),y(u,v)) - |J(u,v)| du dv.

© Petr Hasil (MUNI) MB152 39/88
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Riemanniv integral v R

Transformace dvojného a trojného integralu

Transformace v E? do poldrnich sou¥adnic je déna

X = pcosy,

y = psing,

kde p € [0,00) je vzdalenost od potatku (polomér) a ¢ € [0,27] (pop¥.
[, 7]) je odchylka od kladné poloosy x v kladném smyslu.

J(p,p) =

cosp —psinp|
sin pcosgp‘_p#o < p#0

© Petr Hasil (MUNI) MB152 40/88



R ERLVATN(ERVAGI  Transformace dvojného a trojného integrélu

P¥iklad 7
Vypocitejte obsah mnoZiny

M:x2+y2§2x,y20.

XPHy?<2x = (x—1)2+y*<1,

x=pcosp pe€(0,2cosy]

y =psing @ €[0,7/2] J(p,p)=p#0

m(M):/de dy =

w/2 r2cose w/2 4C0$2<p
Z//pdsodpz/ / pdpdsoz/ > dep
D 0 0 0

:2/”/21+cos2god B
0

n
2 L
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R ERLVATN(ERVAGI  Transformace dvojného a trojného integrélu

Priklad 8
Vypocitejte obsah mnoZiny

M={[x,y] ER?®: (x —1)> +y?> —1>0,(x —2)> + y> -4 < 0}.

¢ €[0,7/2],
p € [2cos p, 4 cos p]

/2

© Petr Hasil (MUNI) MB152 42/88
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Riemanniv integral v R

Transformace dvojného a trojného integralu

Poznamka
Obsah obrazce v polarnich sou¥adnicich
a) n=1,P= %f;’f P2 () do (aproximace kruhovou vyset),

b) n =2, pomoci dvojného integrilu snadno odvodime

w2 rp(e)
P:// dxdy://pdpdgaz/ / pdpdp
M D o1 Jo

©2 p2 p(e) 1 ©2 )
=/ [2] do = 2/ p°(p) dp.
P1 0 ®1

Poznamka

Volba transformace pro n = 1 byla dana funkci, pro n =2,3,... je didna
tvarem mnozZiny, pres kterou integrujeme.
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Riemanndv integral v

Véta 15 (O transformace trojného integrélu)

Necht M C E3 je oteviend mnoZina v prostoru (u,v,w), g je prosté
zobrazeni na M do prostoru (x,y, z) dané funkcemi x = x(u, v, w),

y =y(u,v,w), z=z(u,v,w), které maji na M spojité parcidlni derivace
prvniho ¥adu. Necht J(u,v,w) # 0 je ohrani¢ené na M. Necht M a g(M)
Jsou méFitelné a funkce f je spojitd a ohranicend na g(M). Pak plati

/// f(x,y,z) dx dy dz
g(M)

- ///M F(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) - [J(u, v, w)| du dv dw.

v
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Transformace v E3

@ viélcové (cylindrické) soutadnice
x=pcosp,y =psing,z=2z,  J(p,,2)=p,

kde p € [0,00) je vzdalenost od osy z (polomér valce) a ¢ € [0, 27]
(popt. [—m,7]) je odchylka od kladné poloosy x v kladném smyslu
v roviné rovnobézné s rovinou xy.

o sférické (kulové) soutadnice
x = pcospsintd,y = psingsind,z = pcos?, J(p,p,9) = —p?sin¥

kde p € [0,00) je vzdalenost od potatku (polomé&r koule), ¢ € [0, 27]
(popt. [—m,7]) je odchylka od kladné poloosy x v projekci do roviny
xy (rovina z =0) a ¥ € [0, 7] je odchylka od kladné poloosy z.
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Transformace v E” do hypersférickych soufadnic

X1 = pcospsintysintdy---sintd,_3sind,_o,
Xp = psinpsindysinty---sintd,_3sind,_o,

x3 = pcosvisinty---sintd,_3sinv,_o,

Xp—1 = pcostp_3zsind,_o,

Xp = pCcosty_a,
kde p € [0,00), ¢ € [0,27] (pop¥. [-m,7]) a ¥; € [0,7],i=1,...,n—2.

J(p,p,V1,...,0,2) = (—1)”/)"*:l sindysin®dy - --sin" 29,

MB152  46/88
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Poznamka

@ p € [0,00) je vzdalenost od po&atku,

¢ € [0,27] (popt. [-m,7]) je odchylka privodite projekce daného
bodu do roviny xixz . .. xp—1 (rovina x, = 0) od kladné poloosy xi,

Un—2 € [0, 7] je odchylka privodite daného bodu od kladné poloosy
Xl‘lv

Yp—3 € [0, 7] je odchylka priivodi¢e projekce daného bodu do roviny
Xn = 0 od kladné poloosy x,_1,

Un_4 € [0, 7] je odchylka privodite projekce daného bodu do roviny
xp = 0 promitnuté do roviny x,_1 od kladné poloosy x,_2,
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Transformace dvojného a trojného integralu

Poznamka

@ Samozfejmé& existuje celd ¥ada dalSich ¢asto pouZivanych transformaci
(nap¥. zobecn&né sférické pro elipsoidy) a snadno lze dle tvaru
mnoZiny vytvorit transformaci ,,na miru®.

@ Uvedené vzorce pro transformace nejsou jediné mozné, (hyper)sférické
soufadnice (a tedy i polarni) lze pouZit i nap¥. takto

X1 = pCoSp costy costy - -+ costp_3cos, o,
Xp = psin @ cosvy cosy - - cos,_3cosV,_o,

x3 = psini cosvy -+ - cos¥,_3cosV,_o,

Xp—1 = psint¥,_3cos¥,_o,

Xp = psint,_o,

kde J(p, @, 01,...,9,_2) = p"Lcos cos? Vs - --cos" 20, 5.
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‘ Nevlastni integral z neohraniené funkce

UvaZujme funkci f definovanou na neprazdné mnoziné Q C R?.

Definice 3

Bod A € Q se nazyva singuldrni bod funkce f, jestlize f neni ohranitena
na zadné mnozin& tvaru Q N O(A), kde O(A) je libovolné kruhové okoli
bodu A.

ProtoZe bod A nemliZze byt izolovanym bodem mnoZiny €2, jsou mozné dva
pfipady. Bud je A vnitfnim bodem mnoZiny Q, nebo je jejim hromadnym
hrani¢nim bodem; v druhém p¥ipadé nemusi A leZet v mnoZin& .
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Definice 4

Rekneme, %e posloupnost omezenych mnoZin {M}, M, CR? neN, se
smrituje k bodu A, jestlize

© Bod A je vnitinim bodem kazdé z mnozin M,,.

@ Plati lim,_ d(M,) = 0.

o Cislo d(M) = sup{p(X,Y): X,Y € M} je prim& mnoziny M C R?,
pFitom p je eukleidovskd metrika v R2.
@ Mnoziny M, nemusi byt souvislé.

@ Posloupnost mnozin M, nemusi byt monotonni vzhledem k inkluzi.

Pfredpoklad 1

Funkce f je integrovatelnd na kaZdé mnozin& Q ~ M, kde M C R? je
libovolnd mé&fitelnd mnoZina obsahujici A ve svém vnittku. (Z tohoto
predpokladu plyne, Ze mnoZina Q je mé&¥itelnd.)
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Definice 5

Necht funkce f je definovana na omezené mnozing Q \ {A}, Q C R?, kde
A je singuldrni bod funkce f spliiujici P¥edpoklad 1. Rekneme, Ze neviastni
integral z funkce f konverguje na mnozing Q, jestlize existuje &islo K € R

takové, ze
lim // f(x,y)dxdy = K
n—o0 Q\Mn

pro libovolnou posloupnost mé&Fitelnych mnoZin {M,} smritujicich se k

bodu A. Pak piseme
// f(x,y)dxdy = K.
Q

V opacném pripadé, tj. pokud takové &islo neexistuje, fikdme, Ze nevlastni
integral z funkce f na mnoZin& Q diverguje.
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Lemma 1

Necht funkce f je integrovatelnd na méFitelné mnoZiné Q C R?. Necht
posloupnost méfitelnych mnoZin {M,} se smrstuje k bodu A € Q. Pak

plati
lim // f(x,y)dxdy = // f(x,y)dxdy.
n—=oo J Ja\M, Q

Poznamka

Pokud tedy pouZijeme postup pro nevlastni integral na vlastni integral,
dostaneme spravny vysledek.
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Véta 16

Necht funkce f,g jsou definované na omezené mnozin& Q ~. {A},Q C R?,
a A je jejich spole&ny singuldrni bod. Necht obé& funkce spliiuji
Predpoklad 1. JestliZe nevlastni integrdly

] xonaxar. [[ gtxy)axdy

konverguji a o, 8 jsou libovolné konstanty, pak konverguje také integral
[l [af(x,y) + Bg(x,y)] dxdy (pokud je viibec neviastni) a plati

//Q [af(x,y) + Bg(x,y)] dxdy

:a//Q f(x,y)dxdy—i—ﬁ//ﬂg(x,y)dxdy.
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Nevlastni vicerozm&rné integraly

Véta 17

Necht je nezdpornd funkce f definovand na omezené mnoZiné
Q ~ {A},Q C R?, kde A je singuldrni bod funkce f splfiujici PFedpoklad 1.

Pak je nevlastni integral
// f(x,y)dxdy
Q

konvergentni pravé tehdy, kdyZ existuje posloupnost méfitelnych mnoZin
{M,} smrstujici se k bodu A takovd, Ze &iselnd posloupnost majici &Eleny

// f(x,y)dxdy, néeN,
Q~ M,

je ohranicena.
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Disledek 2

Necht je nezdpornd funkce f definovand na omezené mnoZiné

Q~ {A},Q C R?, kde A je singuldrni bod funkce f spliiujici Predpoklad 1.
Bud' {K,}°2; posloupnost kruhii se stfedy v bod& A a poloméry r,,
pfi¢emZ posloupnost {r,} je klesajici a r, — 0 pro n — oco. Pak je intergal

/ /Q f(x,y) dxdy

konvergentni pravé tehdy, kdyZ je posloupnost

// f(x,y)dxdy, neN
QK

ohrani&ena.
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Nevlastni vicerozm&rné integraly

Priklad 9

Necht M C R? je méFitelnd mnoZina, A = [xo, yo] je jeji vnitfni bod a a je
redlné &islo. Oznalme

r= \/(X—Xo)2 + (v — y0)>.

Dokazte, Ze nevlastni integral
dxdy
Mo

konverguje pro 0 < o < 2 a diverguje a > 2 (pro a < 0 jde o vlastni
integrdl).
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Bod A je pro a > 0 zfejm& singuldrnim bodem integrandu 1/r®, protoZe
1/ra — 00 pro [va] - [Xo,)/o]-

Diky aditivité vlastniho integrdlu vzhledem k integraénimu oboru, Ize
mnoZinu M pFi vySetfovani konvergence nahradit kruhem K se stfedem A
o dostateZné& malém poloméru R > 0. (MiZe se tak zménit hodnota, ale
nikoli konvergence/divergence.)

Oznatme K, kruh se sttedem v A a polom&rem 1/n, n € N. Posloupnost
{K,} se smrituje k singuldrnimu bodu A a pro kazdé n > ng, kde
no=|1/R] 4+ 1, je K, C K. Vypotitame integraly

dxd
// Xay, n > ng.
KK, T

ProtoZze mnoZina K ~\ K, je mezikruZi se stfedem v bod& A s polomé&ry 1/n
a R, pouzijeme transformaci, kterd je slozenim transformace do poldrnich
soufadnic a posunuti o vektor (xo, ¥o)-
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Tedy x = xp + pcosp,y = yo + psinp, J = p. MnoZina K \ K, je

obrazem obdéIniku L, = [1/n, R] x [0, 27]. Vyjde

dxdy dpd 2 R
[/ e A W
KK, T L, P 0 1/n

2—a

o [p }f/ _ 2 (R2—a _ po=2)

2—« n T 2—a

2n(In p]f),, = 27 (In R + In n)

Odtud je vidét, Ze pro 0 < a < 2 je

! / / dxdy 2rR2©
m =
n—00 KK, re 2—«

. // dxdy
lim =0
n—o00 KK, re

aproa>2je
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ProtoZe integrand je kladnd funkce, podle Dasledku 2 integral konverguje
pravé pro 0 < a < 2. Na obrézcich je horni a dolni hranice télesa
omezeného shora grafem funkce 1/r® a zdola rovinou z = 0 na mezikruZzi

KNKzproa=1,x=y=3aR=2

yo=3¢

Xo::3

MB152  60/88
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Poznamka
Analogicky lze dokdzat zobecnéni vysledku z p¥edchoziho p¥ikladu.

Necht M C R" je m&Fitelnd mnoZina, A = [y1, ..., ya] je jeji vnitini bod a
a je redlné &islo. Oznatme r = \/(x1 — y1)2 + - + (xn — yn)2. Pak
nevlastni integrdl [ --- [}, & dxi - dx, konverguje pro 0 < a < n a
diverguje pro a > n (pro o < 0 jde o vlastni integral).

P¥i vypoctu pouZijeme sférické soufadnice. Je-li specidlné M = K, kde K
je n-rozmérna koule se stfedem v bodé A a polomérem R > 0, vyjde pro
a < n konvergentni integral s hodnotou

1 Rn_a n+1 n
= = ol gLs)
/ /M p dxy - - dx, CEICEDI 2tz 4. izl

(Pro n =1 polozime (—1)!! =1.)

Vzorec plati i pro a < 0, kdy jde o vlastni integral.
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Véta 18 (Srovndvaci kritérium)

Necht jsou nezaporné funkce f, g definované na omezené mnoZiné
Q~{A},Q C R?, a A je jejich spole¢ny singuldrni bod. Necht obé& funkce
spliiuji PFedpoklad 1. PFredpokladejme, Ze plati f(x,y) < g(x,y) pro kaZdé
[x,yl € Q.
@ Jestlize integral [[o g(x,y)dxdy konverguje, konverguje i integral
fo f(x,y)dxdy.
Q JestliZe integral | fQ f(x,y)dxdy diverguje, diverguje i integral
JJq g(x,y)dxdy.
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Riemanniv integral v R

Lemma 2

Necht je funkce f definovand na omezené mnozin& Q . {A},Q C R?, kde
A je singuldrni bod funkce f splriujici Pfedpoklad 1. Jestlize nevlastni

integral
[ 176 )1 axay
Q

konverguje, konverguje i integral

//Q f(x,y)dxdy.
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Véta 19

Necht funkce f,g jsou definované na omezené mnozin& Q ~. {A},Q C R?,
a A je jejich spole&ny singuldrni bod a necht obé& spliiuji Predpoklad 1.
PFedpokladejme, Ze funkce g je nezapornd, |f(x,y)| < g(x,y) pro kaZzdé
[x,y] € @~ {A} aintegrdl [[, g(x,y)dxdy je konvergentni. Pak je
konvergentni i integral [ [, f(x,y)dxdy.
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Definice 6

Rekneme, %e nevlastn integral fo f(x,y)dxdy konverguje absolutné,
jestlize konverguje integral [[o|f(x,y)|dxdy.

Véta 20

Necht funkce f je definovand na omezené mnoZin& Q ~. {A}, Q C R?, kde
A je singuldrni bod funkce f spliiujici PFedpoklad 1. JestliZze nevlastni
integral [ [ f(x,y)dxdy konverguje, pak konverguje i integral

//Q|f(x,y)|dxdy.

Tedy v8echny konvergentni integraly jsou absolutné konvergentni.
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Nevlastni integrdl na neomezené mnoziné

Pro kazdé r > 0 ozna&me K(r) kruh se stfedem v potitku a polom&rem r.

Definice 7

Bud Q C R? neomezeni mnoZina. Rekneme, e posloupnost omezenych
mno¥in {M,}, M, C R? n € N, vylerpavd mnoZinu Q, jestlize
Q@ Plati M, C Q pro kazdé n € N.

@ Ke kazdému r > 0 existuje m € N tak, Ze pro kazdé n > m plati
QN K(r) C M,.

@ Mnoziny M, nemusi byt souvislé.

@ Posloupnost mnoZin M, nemusi byt monotonni vzhledem k inkluzi.
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Nevlastni vicerozm&rné integraly

UvaZujme funkci f definovanou na neomezené mnoziné Q C R?. O funkci
f u€inime nasledujici ptedpoklad.

Ptedpoklad 2

Funkce f je integrovatelnd na kazdé (omezené) mé¥itelné mnozing M C Q.
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Nevlastni vicerozm&rné integraly

Definice 8

Necht funkce f je definovana na neomezené mnozin& Q C R? a spliiuje
P¥edpoklad 2. Rekneme, Ze nevlastni integral z funkce f konverguje na
mnozing 2, jestlize existuje &islo K € R takové, Ze

”II_EEO//Mn f(x,y)dxdy = K

pro libovolnou posloupnost mé&Fitelnych mnozin {M,}, ktera vy&erpava

mnoZinu . Pak pieme
// f(x,y)dxdy = K.
Q

V opalném ptipadé, tj. pokud takové &islo neexistuje, ¥fikdme, Ze nevlastni
integral z funkce f na mnoZzin& Q diverguje.
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P¥iklad 10
UkaZte, Ze nevlastni integral

[ sint? +ydxdy, Q= {lxyl e B :x 20,y 20}
Q

diverguje.

Najdeme dv& vyerpavajici posloupnosti {K,} a {M,} takové, Ze

lim // sin(x? + y?) dxdy # lim // sin(x? + y?) dxdy.
n—oo n n—oo Mn

Tim bude dokazano, Ze dany integrél diverguje.
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Oznaéme

Kr = {lx.y] ER?: x* + y? < R x > 0,y > 0},
/\/Ia:{[x,y]6R2:0§x§a,ogy§a}

pro R > 0, a > 0. Pak transformaci do polarnich soufadnic dostaneme

w/2
// sin(x® + y?) dxdy = / / psinp? dp do
Kr

T [—cosp

7T
= = —(1 — cos R?
2 2 ]0 g1~ ok,

tedy limita limg_oo ffKR sin(x? + y?) dxdy neexistuje.
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Oproti tomu
lim // sin(x*+y?)dxdy = lim // (sin x? cos y2+cos x? sin y?) dxdy
a—oo Ma a—o0 Ma

a a a a
= lim </ sin x2 dx/ cos y? dy>+ lim (/ cos x? dx/ sin y? dy>
a—oo 0 0 a—oo 0 0
oo oo T
= 2/ sin x° dx/ cosx? dx = —,
0 0 4

protoZe pro Fresnelovy integrély plati (nap¥. pomoci metod komplexni

analyzy)
oo oo
V2
/ sin x2 dx:/ cos x° dx:—ﬂ.
0 0

4

P¥itom posloupnosti {K,},{M,}, kde n € N, jsou posloupnosti mnoZin
vy&erpavajici .
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Riemanniv integral v R

Nyni je mozné pfenést na tento typ nevlastniho integralu v8echna tvrzeni
z ptedchozi sekce. Zejména plati, Ze kaZdy integral konverguje absolutné.
(Dlkazy jsou téméF analogické.)

Priklad 11

Necht M C R? je vnéjéek otevieného kruhu se stfedem v bod& [xo, yo] a
polomérem R > 0 a « je redlné &islo. Ozna&me

r= \/X_XO +(y — )%
DokaZte, Ze nevlastni integral

dxdy

konverguje pro o > 2 a diverguje pro o < 2.
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Vypolet bude podobny jako v pfikladu 9.

Oznatme K, mezikruZi se stfedem v bod& A = [xp, yo], vnit¥nim
polom&rem R a vn&jsim polomé&rem n,n € N, n > ng, kde np = |R]| + 1.
Posloupnost {Kj,} zfejmé& vy&erpavd mnoZinu M.

// dxdy N> ng

ProtoZe mnoZina K, je mezikruZim se stfedem v bodé A s poloméry R a n,
pouZijeme transformaci, kterd je sloZzenim transformace do poldrnich
soufadnic a posunuti o vektor (xp, yp). Tedy

Vypocitame integraly

X=Xp+pcosp, y=yo+psing, J=p.

MnoZina K, je obrazem obdélniku L, = [R, n] x [0, 27].
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Dostaneme

dxdy p dpd 2 " e
e S N
_— P 0 R
27 =

_an
_ [p;_a} = 22_%(”2—04 — R?7%)  proa#2,
27[lnp]p =27(Inn—1InR)

By

pro a = 2.
Odtud je vidét, Ze pro a > 2 je

) // dxdy 2nR*>@
lim =
n—o0 K, re a—2

. // dxdy
lim = 00
n—o00 K, re

ProtoZe integrand 1/r® je kladnd funkce, podle analogie Diisledku 2
integral konverguje pravé pro a > 2.

aproa<?2je
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Eulerova Gamma funkce

V nésledujicim budeme potfebovat tzv. limitni srovnavaci kritérium pro
nevlastni integraly funkce jedné promé&nné, které jsme dosud nepot¥ebovali.
Pro tdplnost uved me i prosté srovndvaci kritérium a pfisluiny disledek.

V&ta 21 (Prosté srovnavaci kritérium)

Necht funkce f, g splfiuji pro x € [a,00) nerovnosti

0 < f(x) < g(x).

(i) Konverguje-li integral faoo g(x) dx, konverguje i integral faoo f(x) dx,
pricemZ plati

0< / TH(x) dx < / T g(x) d.

(ii) Diverguje-li integral [° f(x) dx, diverguje i integral [)° g(x) dx.
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Véta 22 (Limitni srovnavaci kritérium)

Necht funkce f, g jsou nezdporné na intervalu [a,00) a necht existuje
f(x) =L

lim,— o0 &(x)
(i) Je-li L < oo a konverguje-li nevlastni integral [J° g(x) dx, konverguje
i nevlastni integral [°f(x) dx.

(ii) Je-li L > 0 a diverguje-li nevlastni integrdl [ °g(x) dx, diverguje i
nevlastni integral [°f(x) dx.
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Disledek 3
Necht a > 0 a f(x) > 0 pro x € [a,00). JestliZe existuje o > 1 takové, Ze

lim x“f(x) < oo,
X—00

pak integral | aoo f(x) dx konverguje. Jestlize existuje o < 1 takové, Ze

lim x*f(x) >0,

X—00

pak nevlastni integral f f(x) dx diverguje.
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Riemanniv integral v R

Priklad 12
DokaZte, Ze integral

r(x)—/ e Tl dt
0

konverguje absolutné pro kazdé x > 0.

Rozdé&lme integraéni obor na dvé& &asti napt. &islem 1.

@ Pro x € [1,00) integrdl fol et t*~1 dt nenfi nevlastni.

@ Pro x € (0,1) pouzijeme limitni srovnavaci kritérium pro jednoduché
nevlastni integraly. Uvazujme &islo 6 € (0, x) a pocitejme

. ’eit tX71’ : —t x—6
lim ———— = lim e "t =0 < o0.
t—0+ tlj t—0t

Protoze nevlastni integral fol tia dt konverguje pro o < 1 a mame
1§ < 1, konverguje i integral [} [e~t 71| dt.
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U Eulerova Gamma funkce

Riemanniv integral v R

o Nyni uvaZujme integral [~ |e~f *~1| dt. Op&t pouZijeme limitni
srovnavaci kritérium pro jednoduché nevlastni integrdly. Porovnavat

budeme s fl 2 dt o kterém vime, Ze konverguje. Tedy
—t $x—1

. € t . _ . _ x+1

lim % = lim e 1Tl = [im e teM!?

t—o00 el t—00 t—o0
. _ *
lim e(xFl)int—t © 0 < o0.
t—o0

Tedy I'(x) skute&né absolutn& konverguje Vx > 0.

Inu " Hosp

(*) Protoze lim,_,o+ ulnu = lim,_,o+ "t 0, mdme

lim [(X—i—l)lnt—t] =

t—00

_ 1 +
t—E,U—>O

1 1
= lim [(x—i—l)ln—]
u—0* u u

. —(x+1lulnu—-1
= lim = —00.
u—0t u
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Priklad 13

Dokazte, Ze pro kazdé x > 0, n € Ny plati

n

Fx+n+1)=T0) [Jx+1) (1)

i=0

Budeme postupovat indukci.

@ Pro n = 0 snadno spot&itame
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@ Nyni predpoklddejme platnost (1) a proved me indukéni krok

Mx+n+2)= / ettt gt
0

u=tFTml oy = (x +n4 1)<t
vVi=et v=—et

oo
= — ettt e_t]go+/o (x+n+1)e " T dt = (x+n+1)[(x+n+1).

Poznamka
Protoze

plyne z pfikladu 13 vztah

F(n)=(n—-1), Vn e N.

v
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Definice 9

Eulerovu Gamma funkci definujeme jako

e teldt, x>0,
rx)=1{"°

MNx—|x
x(X+1)(...(xL—J|_Z<J—1)7 x € (—00,0) \ Z.

Pozndmka
e Tedy D(I') =R~ {0,-1,-2,...}.
@ Gamma funkci Ize definovat pro libovolné komplexni &islo mimo
{0,—-1,-2,...}.
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Véta 23

Pro kazdé x € D(I'), n € N plati

Poznamka

Diky V&t& 23 sta&i znat hodnotu I'(x) pro x € (0,1] a pro jakékoli jiné
(redlné) x € D(I') hodnotu snadno dopoé&itdme.

Poznamka

Casto se miuZeme setkat i s Eulerovou Beta funkci

FeIriy)

— 1><71 Wl g —
B(x,y)—/ot R

x>0,y > 0.

v
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P¥iklad 14
Pomoci funkce B(x,y) vypolitejte

o0 2
/ e dx.
0

Snadno spod&itdme
F(%)F(%)_B<1 1)_/1 1L
rm o\22) "y iaoo

us .
.9 2 2sinucos u
:‘t:sm u‘: ——— du=m.
o Sinucosu

Tedy dostavame

o 2 © eV 1 [ 1
/ e X dx = ‘xz = u‘ = / du = / e Uyl du
0 o 2Vu 2 Jo
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Priklad 15
Vypocitejte

bez pouZiti funkce B(x, y).

I? :/ = dx . / e’ dy = / / ==y dx dy
0
= |polarni sour|—/ / e pdpdp=— / e_p2pdp

2T e tdi= T _et]®_T
_]p—t|—4/0 dt = 4[ € ]0 4’

_ VT
tedy skutetn& | = .
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Dalsi vlastnosti funkce I'(x)

o limy o+ M(x) =00, lim,_o- M(x) = —cc.
Coxl
o limy o0 %ﬁ =1 (Stirlingtiv vzorec) = n! ~ V2nt (g)"
pro velkd n.
° dl;{) JoZ (e7t"1in" t) dt pro x > 0.

(1) = () = B e
r(%—n) :%r(%) (2n 1)||\/_ n e N.

F)r(1 —x) = ﬁ, x & 7.
. a mnohem vic.
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