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Riemannův integrál v Rn Úvod

n = 1 :

∫ b

a
f (x) dx = F (b)− F (a), F ′ = f

n = 2 : D ⊆ R2, f : D → R,
∫∫

D
f (x , y) dx dy =?

n = 3, 4, . . .

K zavedeńı budeme poťrebovat pojem mě̌ritelné množiny.
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Riemannův integrál v Rn Úvod

Podmnožině Rn p̌rǐrad́ıme reálné č́ıslo.
Pro A ⊆ Rn znač́ı m(A) ḿıru množiny A (tj. m(·) je zobrazeńı z množiny
podmnožin Rn do R+

0 = [0,∞)).
Mı́ra by měla splňovat (p̌rirozené) podḿınky pro (mě̌ritelné) A,B ⊆ Rn

A = B ⇒ m(A) = m(B)

A ⊆ B ⇒ m(A) ≤ m(B)

A ∩ B = ∅ ⇒ m(A ∪ B) = m(A) + m(B)

V posledńı podḿınce se někdy nahrazuje A ∩ B = ∅ za slabš́ı podḿınku
m(A ∩ B) = 0. Pojem ḿıry sjednocuje a zobecňuje pojem obsahu a
objemu množin z Rn, je tedy také p̌rirozené očekávat nap̌r. v R2, že
m([0, 1]× [0, 1]) = 1.
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Riemannův integrál v Rn Úvod

Formálně množinovou funkci m(·) nazýváme ḿırou, jestliže

1 m(∅) = 0,

2 m(A) ≥ 0 ∀A (nezápornost),

3 An, n ∈ M ⊆ N, po dvou disjunktńı množiny, pak

m(
⋃

An) =
∑

m(An).

Jestliže vztah plat́ı pro spočetnou množinu M, tedy lze i M = N, pak
mluv́ıme o spočetné aditivitě, neboli σ-aditivitě, pokud plat́ı jen pro
konečné počty množin An, jedná se o konečnou aditivitu.
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Riemannův integrál v Rn Úvod

Poznámka

V R2 začneme t́ım, že požadujeme, aby byla jednotkovému čtverci
p̌rǐrazena jednička, jeho čtvtině 1/4 atd. a těmito

”
miničtverečky“ pak

vyplňujeme libovolné obrazce k źıskáńı jejich ḿıry. Celý postup, stejně jako
daľśı možnosti výstavby měr, vlastnosti a detaily jsou pak náplńı tzv. teorie
ḿıry. Množina, které je možné jednoznačně p̌rǐradit jej́ı ḿıru, se nazývá
mě̌ritelná.

Věta 1

Omezená množina A ⊆ R2 je mě̌ritelná právě tehdy, když m(h(A)) = 0.
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Riemannův integrál v Rn Konstrukce Riemannova integrálu

Necht’ A ⊆ R2 je mě̌ritelná, omezená množina a f : A→ R je omezená
funkce na A. Śıt’ řádu n vytvǒŕı tzv. pokryt́ı řádu n množiny A. Čtverce

s touto dohodou jsou navzájem disjunktńı množiny. Polož́ıme
A =

⋃m
j=1 Dj , kde množiny Dj jsou tvaru Dn

j = A ∩ Cn
j , kde Cn

j je nějaký
čtverec śıtě řádu n.

Systém {Dn
1 , . . . ,D

n
m} se nazývá pokryt́ı řádu n množiny A. Každá

z množin Dn
j je mě̌ritelná, nebot’ je pr̊unikem mě̌ritelných množin.
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Riemannův integrál v Rn Konstrukce Riemannova integrálu

Poznámka

Obecně v Rk použ́ıváme tzv. krychlové množiny řádu n

Cn
j1,...,jk

=

{
[x1, . . . , xk ] ∈ Rk :

i1
2n
≤ x1 <

i1 + 1

2n
, . . . ,

ik
2n
≤ xk <

ik + 1

2n

}
,

což jsou (neuzav̌rené) po dvou disjunktńı mě̌ritelné množiny pokrývaj́ıćı
Rk s ḿırou m(Cn) = 2−kn.

Konstrukci a vlastnosti si pro p̌rehlednost p̌redvedeme v R2.
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Riemannův integrál v Rn Konstrukce Riemannova integrálu

Necht’

Mj = sup
[x ,y ]∈Dn

j

f (x , y), mj = inf
[x ,y ]∈Dn

j

f (x , y),

pak definujeme

Sn(f ,A) =
m∑
j=1

Mj ·m(Dn
j ), sn(f ,A) =

m∑
j=1

mj ·m(Dn
j )

horńı a dolńı součet řádu n a plat́ı

Sn+1(f ,A) ≤ Sn(f ,A), sn+1(f ,A) ≥ sn(f ,A),

tj. posloupnost {Sn(f ,A)} je nerostoućı a zdola ohraničená a posloupnost
{sn(f ,A)} je neklesaj́ıćı a shora ohraničená, pak existuj́ı

lim
n→∞

Sn(f ,A) =:

∫∫
A
f (x , y) dx dy , lim

n→∞
sn(f ,A) =:

∫∫
A

f (x , y) dx dy

horńı a dolńı Riemann̊uv integrál funkce f na množině A.
© Petr Hasil (MUNI) Riemannův integrál v Rn MB152 11 / 88



Riemannův integrál v Rn Konstrukce Riemannova integrálu

Definice 1

Pokud se horńı Riemannův integrál rovná dolńımu, tj.∫∫
A
f (x , y) dx dy =

∫∫
A

f (x , y) dx dy ,

řekneme, že funkce f je na A riemannovsky integrovatelná a definujeme∫∫
A
f (x , y) dx dy =

∫∫
A
f (x , y) dx dy =

∫∫
A

f (x , y) dx dy .
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Riemannův integrál v Rn Konstrukce Riemannova integrálu

Poznámka

Pro n = 1 lze použ́ıt libovolné děleńı D, pop̌r. se omezit na dyadické děleńı
D [2] (dyadická č́ısla m

2n ,m, n ∈ N). Samožrejmě plat́ı D ⊃ D [2], tedy∫ b

a

f (x) dx ≥ [2]

∫ b

a

f (x) dx ,

∫ b

a
f (x) dx ≤ [2]

∫ b

a
f (x) dx ,

odkud ihned plyne, že [2]
∫
≤
∫
≤
∫
≤ [2]

∫
. Tento vztah muśı platit i

naopak, jinak by šlo o jinou konstrukci.

Nap̌r. v́ıme, že plat́ı: Je-li Dn nulová posloupnost děleńı, pak∫ b

a

f (x) dx = lim
n→∞

s(f ,Dn).
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Riemannův integrál v Rn Konstrukce Riemannova integrálu

Věta 2

Necht’ A ⊆ R2 je mě̌ritelná a omezená množina, f , g : A→ R. Jsou-li f , g
integrovatelné na A, pak jsou na A integrovatelné i funkce f ± g a plat́ı∫∫

A
f (x , y)± g(x , y) dx dy =

∫∫
A
f (x , y) dx dy ±

∫∫
A
g(x , y) dx dy .

Dále, pro α ∈ R libovolné je integrovatelná i funkce α · f a plat́ı∫∫
A
α · f (x , y) dx dy = α ·

∫∫
A
f (x , y) dx dy .
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Riemannův integrál v Rn Konstrukce Riemannova integrálu

Věta 3

Necht’ f je integrovatelná na omezené měritelné množině A ⊆ R2 a B ⊆ A
je mě̌ritelná množina. Pak funkce f je integrovatelná i na B.

Věta 4

Necht’ f je integrovatelná na mě̌ritelných, omezených a disjunktńıch
množinách A,B ⊆ R2. Pak je f integrovatelná i na A ∪ B a plat́ı∫∫

A∪B
f (x , y) dx dy =

∫∫
A
f (x , y) dx dy +

∫∫
B
f (x , y) dx dy .
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Riemannův integrál v Rn Konstrukce Riemannova integrálu

Věta 5

Necht’ funkce f je omezená na A a m(A) = 0. Pak je f na A
integrovatelná a plat́ı ∫∫

A
f (x , y) dx dy = 0.

Důsledek 1

Necht’ A,B jsou mě̌ritelné množiny a plat́ı m(A ∩ B) = 0. Je-li funkce f
integrovatelná na A i na B, pak je integrovatelná i na A ∪ B a plat́ı∫∫

A∪B
f (x , y) dx dy =

∫∫
A
f (x , y) dx dy +

∫∫
B
f (x , y) dx dy .

Věta 6

Necht’ je funkce f spojitá a omezená na omezené mě̌ritelné množině
A ⊆ R2. Pak je funkce f na množině A integrovatelná.
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Riemannův integrál v Rn Konstrukce Riemannova integrálu

Snadno pro integrál v R2 (Rk) dostaneme i daľśı tvrzeńı známá z R1.

Věta 7

Necht’ jsou funkce f , g integrovatelné na mě̌ritelné množině A ⊆ R2 a plat́ı
f (x , y) ≤ g(x , y), ∀(x , y) ∈ A. Pak∫∫

A
f (x , y) dx dy ≤

∫∫
A
g(x , y) dx dy .

Věta 8

Necht’ je funkce f integrovatelné na mě̌ritelné množině A ⊆ R2. Pak je
funkce i funkce |f | na množině A integrovatelná a plat́ı∣∣∣∣∫∫

A
f (x , y) dx dy

∣∣∣∣ ≤ ∫∫
A
|f (x , y)| dx dy .
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Riemannův integrál v Rn Konstrukce Riemannova integrálu

Definice 2

Řekneme, že funkce f : A→ R má skoro všude na množině A vlastnost V ,
jestliže existuje množina B taková, že B ⊆ A,m(B) = 0 a funkce f má
vlastnost V ve všech bodech množiny Ar B.
(Tj. vlastnost neńı splněna na množině ḿıry nula, p̌ričemž m(∅) = 0.)
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Riemannův integrál v Rn Konstrukce Riemannova integrálu

Věta 9

Necht’ A ⊆ R2 je omezená mě̌ritelná množina a f , g : A→ R, kde f je na
A integrovatelná a g je na A omezená. Pokud plat́ı f (x , y) = g(x , y) skoro
všude na A, pak je na A funkce g integrovatelná a∫∫

A
g(x , y) dx dy =

∫∫
A
f (x , y) dx dy .

Věta 10

Necht’ A ⊆ R2 je omezená a mě̌ritelná množina a necht’ f : A→ R je
omezená a skoro všude spojitá na A. Pak je funkce f na A integrovatelná.
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Riemannův integrál v Rn Výpočet integrálu – základńı postup

∫∫
A f (x , y) dx dy . . . dvojný integrál∫ b

a

(∫ d
c f (x , y) dy

)
dx . . . dvojnásobný integrál

Věta 11

Necht’ A = [a, b]× [c , d ] je obdélńık v R2 a funkce f : A→ R je na
množině A spojitá. Pak∫∫

A
f (x , y) dx dy =

∫ b

a

(∫ d

c
f (x , y) dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a
f (x , y) dx

)
dy .
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Riemannův integrál v Rn Výpočet integrálu – základńı postup

Věta 12 (Fubiniho věta)

Necht’ f je spojitá na množině

A = {[x , y ] : a ≤ x ≤ b, g(x) ≤ y ≤ h(x)},

kde g , h : [a, b]→ R jsou funkce spojité na intervalu [a, b]. Pak∫∫
A
f (x , y) dx dy =

∫ b

a

(∫ h(x)

g(x)
f (x , y) dy

)
dx .

Podobně pro

A = {[x , y ] : y ∈ [c , d ], g(y) ≤ x ≤ h(y)}, g , h ∈ C [c , d ],

plat́ı ∫∫
A
f (x , y) dx dy =

∫ d

c

(∫ h(y)

g(y)
f (x , y) dx

)
dy .
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Riemannův integrál v Rn Výpočet integrálu – základńı postup

Poznámka

Je-li ve větě o integraci p̌res obdélńık funkce f pouze integrovatelná, plat́ı∫∫
[a,b]×[c,d ]

f (x , y) dx dy =

∫ b

a

(∫ d

c

f (x , y) dy

)
dx =

∫ b

a

(∫ d

c
f (x , y) dy

)
dx .

Pokud označ́ıme

F (x) =

∫ d

c

f (x , y) dy , G (x) =

∫ d

c
f (x , y) dy ,

může nastat p̌ŕıpad, kdy F (x) < G (x) v jistých bodech x ∈ [a, b], ale
množina těchto bodů má Jordanovu ḿıru rovnu nule, tedy∫ b

a
F (x) dx =

∫ b

a
G (x) dx .
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Riemannův integrál v Rn Výpočet integrálu – základńı postup

Př́ıklad 1

Vypočtěte
∫∫

A x3y dx dy , kde A = {[x , y ] : 0 ≤ x ≤ 1, x3 ≤ y ≤ x}.

∫∫
A
x3y dx dy =

∫ 1

0

∫ x

x3

x3y dy dx

=

∫ 1

0
x3

[
y2

2

]x
x3

dx =
1

2

∫ 1

0
x3(x2 − x6) dx

=
1

2

∫ 1

0
x5 − x9 dx =

1

2

[
x6

6
− x10

10

]1

0

=
1

2

(
1

6
− 1

10

)
=

1

30∫∫
A x3y dx dy =

∫ 1
0

∫ 3
√
y

y x3y dx dy =
∫ 1

0 y
[
x4

4

] 3
√
y

y
dy

= 1
4

∫ 1
0 y(y4/3 − y4) dy = 1

4

∫ 1
0 y7/3 − y5 dy = 1

4

[
3

10y
10/3 − y6

6

]1

0

= 1
4

(
3

10 −
1
6

)
= 1

30
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Riemannův integrál v Rn Výpočet integrálu – základńı postup

Př́ıklad 2

Zaměňte pǒrad́ı integrace
∫ 1

0

∫ √2x−x2

x2 f (x , y) dy dx .

y =
√

2x − x2

y2 = 2x − x2

x2 − 2x + 1 + y2 − 1 = 0

(x − 1)2 + y2 = 1

x = 1±
√

1− y2

y = x2 → x = ±√y

Vybereme odpov́ıdaj́ıćı horńı, resp. dolńı kousky, tedy∫ 1

0

∫ √y
1−
√

1−y2

f (x , y) dx dy .
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Riemannův integrál v Rn Výpočet integrálu – základńı postup

Poznámka

Samožrejmě plat́ı

m(A) =

∫∫
A

1 dx dy .

Př́ıklad 3

Vypoč́ıtejte ḿıru množiny A = {[x , y ] : −1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤
√

1− x2}.

I =

∫ 1

−1

∫ √1−x2

0
dy dx =

∫ 1

−1
[y ]
√

1−x2

0 dx = 2

∫ 1

0

√
1− x2 dx

=

∣∣∣∣ x = sin t, dx = cos t dt
0 = sin 0, 1 = sinπ/2

∣∣∣∣ = 2

∫ π/2

0

√
1− sin2 t cos t dt

= 2

∫ π/2

0
cos2 t dt =

∫ π/2

0
1 + cos 2t dt =

∫ π/2

0
dt +

∫ π/2

0
cos 2t dt︸ ︷︷ ︸
=0

=
π

2
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Riemannův integrál v Rn Výpočet integrálu – základńı postup

Věta 13

Uvažujme reálný interval [a, b]. Necht’

A =
{

[x , y , z ] ∈ R3 : a ≤ x ≤ b, g(x) ≤ y ≤ h(x),G (x , y) ≤ z ≤ H(x , y)
}
,

kde funkce g , h : [a, b]→ R jsou na [a, b] spojité a funkce G ,H : B → R
jsou spojité na množině

B =
{

[x , y ] ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, g(x) ≤ y ≤ h(x)
}
.

Pak, je-li f : A→ R spojitá na A, plat́ı∫∫∫
A
f (x , y , z) dx dy dz =

∫ b

a

(∫ h(x)

g(x)

(∫ H(x ,y)

G(x ,y)
f (x , y , z) dz

)
dy

)
dx .

© Petr Hasil (MUNI) Riemannův integrál v Rn MB152 27 / 88



Riemannův integrál v Rn Výpočet integrálu – základńı postup

Př́ıklad 4

Vypoč́ıtejte
∫∫∫

A dx dy dz , kde

A =

{
[x , y , z ] ∈ R3 : −1 ≤ x ≤ 1,−

√
1− x2 ≤ y ≤

√
1− x2,

−
√

1− x2 − y2 ≤ z ≤
√

1− x2 − y2

}
.
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Riemannův integrál v Rn Výpočet integrálu – základńı postup

∫ 1

−1

∫ √1−x2

−
√

1−x2

∫ √1−x2−y2

−
√

1−x2−y2

dz dy dx =

∫ 1

−1

∫ √1−x2

−
√

1−x2

2
√

1− x2 − y2 dy dx

=

∣∣∣∣ y =
√

1− x2 sin t, dy =
√

1− x2 cos t dt

y = −
√

1− x2 → t = −π/2, y =
√

1− x2 → t = π/2

∣∣∣∣
=

∫ 1

−1

(
2

∫ π/2

−π/2

√
(1− x2)− (1− x2) sin2 t

√
1− x2 cos t dt

)
dx

= 2

∫ 1

−1
(1− x2)

∫ π/2

−π/2
cos2 t dt dx

= 2

∫ 1

−1
(1− x2)

∫ π/2

−π/2

1 + cos 2t

2
dt dx =

∫ 1

−1
(1− x2)π dx

= 2π

∫ 1

0
1− x2 dx = 2π

[
x − x3

3

]1

0

= 2π
2

3
=

4

3
π
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Riemannův integrál v Rn Výpočet integrálu – základńı postup

Poznámka

Necht’ f : Rn → R a A = [a1, b1]× · · · × [an, bn] je n-rozměrný kvádr.
Je-li f spojitá na A, pak∫

A
f (x) dx =

∫ b1

a1

· · ·
∫ bn

an

f (x1, . . . , xn) dxn · · · dx1.
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Riemannův integrál v Rn Výpočet integrálu – základńı postup

Př́ıklad 5∫∫∫∫
A dx1 dx2 dx3 dx4, kde A = {[x1, x2, x3, x4] : x1 ∈ [0, 1], x2 ∈

[0, 1− x1], x3 ∈ [0, 1− x1 − x2], x4 ∈ [0, 1− x1 − x2 − x3]}.

Takové množině A se ř́ıká jednotkový simplex, použ́ıvá se k triangulaci
n-rozměrných těles a v optimalizaci (

”
n-rozměrný trojúhelńık“).∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

∫ 1−x1−x2−x3

0 dx4 dx3 dx2 dx1

=
∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0 (1− x1 − x2 − x3) dx3 dx2 dx1

=
∫ 1

0

∫ 1−x1

0

[
(1− x1 − x2)x3 −

x2
3
2

]1−x1−x2

0
dx2 dx1

=
∫ 1

0

∫ 1−x1

0 (1− x1 − x2)2 − 1
2 (1− x1 − x2)2 dx2 dx1

= 1
2

∫ 1
0

∫ 1−x1

0 (1− x1 − x2)2 dx2 dx1 = 1
2

∫ 1
0

[
− (1−x1−x2)3

3

]1−x1

0
dx1

= 1
2

∫ 1
0

1
3 (1− x1)3 dx1 = − 1

2·3·4 [(1− x1)4]10 = 1
4!
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Riemannův integrál v Rn Výpočet integrálu – základńı postup

Př́ıklad 6

Vypočtěte plochu obrazce daného nerovnostmi

x2 − 2x + y2 ≤ 0, x2 − 2y + y2 ≤ 0.

x2 − 2x + y2 ≤ 0

(x − 1)2 + y2 ≤ 1

x = 1−
√

1− y2, y =
√

2x − x2

x2 − 2y + y2 ≤ 0

x2 + (y − 1)2 ≤ 1

x =
√

2y − y2, y = 1−
√

1− x2
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Riemannův integrál v Rn Výpočet integrálu – základńı postup

∫∫
A

dx dy =

∫ 1

0

∫ √2x−x2

1−
√

1−x2

dy dx =

∫ 1

0

√
2x − x2 − 1 +

√
1− x2 dx

=
π

4
− 1 +

π

4
=
π − 2

2

∫ 1

0

√
2x − x2 dx =

∫ 1

0

√
1− (x − 1)2 dx = |x − 1 = t, dx = dt|

=

∫ 0

−1

√
1− t2 dt = | sudá funkce | =

∫ 1

0

√
1− t2 dt

=
1

2

[
arcsin x + x

√
1− x2

]1

0
=
π

4
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Riemannův integrál v Rn Výpočet integrálu – základńı postup

Sťredńı hodnota:

av(f ) =

∫∫
A f (x , y)dxdy

m(A)
.

Uvažujme
∫∫

A F (x , y)dxdy . Je-li σ(x , y) plošná hustota v bodě [x , y ]
a ρ(x , y) vzdálenost bodu [x , y ] od osy otáčeńı o, pak

funkce F integrál z funkce F

1 Obsah množiny A (S)

σ(x , y) hmotnost množiny A (m)

yσ(x , y) lineárńı moment vzhl. k ose x (Ux)

xσ(x , y) lineárńı moment vzhl. k ose y (Uy )

y2σ(x , y) moment setrvačnosti vzhl. k ose x (Jx)

x2σ(x , y) moment setrvačnosti vzhl. k ose y (Jy )

ρ2(x , y)σ(x , y) moment setrvačnosti vzhl. k ose o (Jo)

y2 kvadratický moment pr̊ǔrezu vzhl. k ose x (Ix)

x2 kvadratický moment pr̊ǔrezu vzhl. k ose y (Iy )

ρ2(x , y) kvadratický moment pr̊ǔrezu vzhl. k ose o (Io)
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Riemannův integrál v Rn Výpočet integrálu – základńı postup

Soǔradnice těžǐstě pr̊ǔrezu [xT , yT ] (σ(x , y) = 1):

xT =

∫∫
A xdxdy

S
, yt =

∫∫
A ydxdy

S
.
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Riemannův integrál v Rn Transformace dvojného a trojného integrálu

n = 1∫ b

a
f (x) dx = |x = ϕ(t), dx = ϕ′(t) dt| =

∫ β

α
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt,

kde a = ϕ(α), b = ϕ(β). Také lze psát jako∫ g(b)

g(a)
f (x) dx =

∫ b

a
f (g(t))g ′(t) dt,

kde g ′ 6= 0 (g je prostá).
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Riemannův integrál v Rn Transformace dvojného a trojného integrálu

n = 2 zobrazeńı g : E2 → E2, x = x(u, v), y = y(u, v)
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Riemannův integrál v Rn Transformace dvojného a trojného integrálu

Věta 14 (O transformaci)

Necht’ M ⊆ E2 je otev̌rená množina v rovině (u, v), g je prosté zobrazeńı
množiny M do roviny (x , y) dané funkcemi x = x(u, v), y = y(u, v), které
maj́ı na M spojité parciálńı derivace prvńıho řádu. Necht’ funkce

J(u, v) =

∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣
je r̊uzná od nuly a ohraničená na M. Necht’ M a g(M) jsou mě̌ritelné
množiny a funkce f je spojitá a ohraničená na g(M). Pak plat́ı∫∫

g(M)
f (x , y) dx dy =

∫∫
M
f
(
x(u, v), y(u, v)

)
· |J(u, v)| du dv .
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Riemannův integrál v Rn Transformace dvojného a trojného integrálu

Transformace v E2 do polárńıch soǔradnic je dána

x = ρ cosϕ,

y = ρ sinϕ,

kde ρ ∈ [0,∞) je vzdálenost od počátku (poloměr) a ϕ ∈ [0, 2π] (pop̌r.
[−π, π]) je odchylka od kladné poloosy x v kladném smyslu.

J(ρ, ϕ) =

∣∣∣∣cosϕ −ρ sinϕ
sinϕ ρ cosϕ

∣∣∣∣ = ρ 6= 0 ⇔ ρ 6= 0
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Riemannův integrál v Rn Transformace dvojného a trojného integrálu

Př́ıklad 7

Vypoč́ıtejte obsah množiny

M : x2 + y2 ≤ 2x , y ≥ 0.

x2 + y2 ≤ 2x ⇒ (x − 1)2 + y2 ≤ 1,

m(M) =

∫
M

dx dy =

∣∣∣∣ x = ρ cosϕ
y = ρ sinϕ

ρ ∈ (0, 2 cosϕ]
ϕ ∈ [0, π/2]

J(ρ, ϕ) = ρ 6= 0

∣∣∣∣
=

∫∫
D
ρ dϕ dρ =

∫ π/2

0

∫ 2 cosϕ

0
ρ dρ dϕ =

∫ π/2

0

4 cos2 ϕ

2
dϕ

= 2

∫ π/2

0

1 + cos 2ϕ

2
dϕ =

π

2
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Riemannův integrál v Rn Transformace dvojného a trojného integrálu

Př́ıklad 8

Vypoč́ıtejte obsah množiny

M = {[x , y ] ∈ R2 : (x − 1)2 + y2 − 1 ≥ 0, (x − 2)2 + y2 − 4 ≤ 0}.

ϕ ∈ [0, π/2],

ρ ∈ [2 cosϕ, 4 cosϕ]

m(M) =

∫∫
M

dx dy = 2

∫∫
D
ρ dρ dϕ =

∫ π/2

0
[ρ2]4 cosϕ

2 cosϕ dϕ = · · · = 3π
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Riemannův integrál v Rn Transformace dvojného a trojného integrálu

Poznámka

Obsah obrazce v polárńıch soǔradnićıch

a) n = 1,P = 1
2

∫ ϕ2

ϕ1
ρ2(ϕ) dϕ (aproximace kruhovou výseč́ı),

b) n = 2, pomoćı dvojného integrálu snadno odvod́ıme

P =

∫∫
M

dx dy =

∫∫
D
ρ dρ dϕ =

∫ ϕ2

ϕ1

∫ ρ(ϕ)

0
ρ dρ dϕ

=

∫ ϕ2

ϕ1

[
ρ2

2

]ρ(ϕ)

0

dϕ =
1

2

∫ ϕ2

ϕ1

ρ2(ϕ) dϕ.

Poznámka

Volba transformace pro n = 1 byla dána funkćı, pro n = 2, 3, . . . je dána
tvarem množiny, p̌res kterou integrujeme.

© Petr Hasil (MUNI) Riemannův integrál v Rn MB152 43 / 88



Riemannův integrál v Rn Transformace dvojného a trojného integrálu

Věta 15 (O transformace trojného integrálu)

Necht’ M ⊆ E3 je otev̌rená množina v prostoru (u, v ,w), g je prosté
zobrazeńı na M do prostoru (x , y , z) dané funkcemi x = x(u, v ,w),
y = y(u, v ,w), z = z(u, v ,w), které maj́ı na M spojité parciálńı derivace
prvńıho řádu. Necht’ J(u, v ,w) 6= 0 je ohraničené na M. Necht’ M a g(M)
jsou mě̌ritelné a funkce f je spojitá a ohraničená na g(M). Pak plat́ı∫∫∫

g(M)
f (x , y , z) dx dy dz

=

∫∫∫
M
f
(
x(u, v ,w), y(u, v ,w), z(u, v ,w)

)
· |J(u, v ,w)| du dv dw .
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Riemannův integrál v Rn Transformace dvojného a trojného integrálu

Transformace v E3

válcové (cylindrické) soǔradnice

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, z = z , J(ρ, ϕ, z) = ρ,

kde ρ ∈ [0,∞) je vzdálenost od osy z (poloměr válce) a ϕ ∈ [0, 2π]
(pop̌r. [−π, π]) je odchylka od kladné poloosy x v kladném smyslu
v rovině rovnoběžné s rovinou xy .

sférické (kulové) soǔradnice

x = ρ cosϕ sinϑ, y = ρ sinϕ sinϑ, z = ρ cosϑ, J(ρ, ϕ, ϑ) = −ρ2 sinϑ

kde ρ ∈ [0,∞) je vzdálenost od počátku (poloměr koule), ϕ ∈ [0, 2π]
(pop̌r. [−π, π]) je odchylka od kladné poloosy x v projekci do roviny
xy (rovina z = 0) a ϑ ∈ [0, π] je odchylka od kladné poloosy z .
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Riemannův integrál v Rn Transformace dvojného a trojného integrálu

Transformace v En do hypersférických soǔradnic

x1 = ρ cosϕ sinϑ1 sinϑ2 · · · sinϑn−3 sinϑn−2,

x2 = ρ sinϕ sinϑ1 sinϑ2 · · · sinϑn−3 sinϑn−2,

x3 = ρ cosϑ1 sinϑ2 · · · sinϑn−3 sinϑn−2,

...

xn−1 = ρ cosϑn−3 sinϑn−2,

xn = ρ cosϑn−2,

kde ρ ∈ [0,∞), ϕ ∈ [0, 2π] (pop̌r. [−π, π]) a ϑi ∈ [0, π], i = 1, . . . , n − 2.

J(ρ, ϕ, ϑ1, . . . , ϑn−2) = (−1)nρn−1 sinϑ1 sin2 ϑ2 · · · sinn−2 ϑn−2

n∑
i=1

x2
i = ρ2
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Riemannův integrál v Rn Transformace dvojného a trojného integrálu

Poznámka

ρ ∈ [0,∞) je vzdálenost od počátku,

ϕ ∈ [0, 2π] (pop̌r. [−π, π]) je odchylka pr̊uvodiče projekce daného
bodu do roviny x1x2 . . . xn−1 (rovina xn = 0) od kladné poloosy x1,

ϑn−2 ∈ [0, π] je odchylka pr̊uvodiče daného bodu od kladné poloosy
xn,

ϑn−3 ∈ [0, π] je odchylka pr̊uvodiče projekce daného bodu do roviny
xn = 0 od kladné poloosy xn−1,

ϑn−4 ∈ [0, π] je odchylka pr̊uvodiče projekce daného bodu do roviny
xn = 0 proḿıtnuté do roviny xn−1 od kladné poloosy xn−2,

. . . .
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Riemannův integrál v Rn Transformace dvojného a trojného integrálu

Poznámka

Samožrejmě existuje celá řada daľśıch často použ́ıvaných transformaćı
(nap̌r. zobecněné sférické pro elipsoidy) a snadno lze dle tvaru
množiny vytvǒrit transformaci

”
na ḿıru“.

Uvedené vzorce pro transformace nejsou jediné možné, (hyper)sférické
soǔradnice (a tedy i polárńı) lze použ́ıt i nap̌r. takto

x1 = ρ cosϕ cosϑ1 cosϑ2 · · · cosϑn−3 cosϑn−2,

x2 = ρ sinϕ cosϑ1 cosϑ2 · · · cosϑn−3 cosϑn−2,

x3 = ρ sinϑ1 cosϑ2 · · · cosϑn−3 cosϑn−2,

...

xn−1 = ρ sinϑn−3 cosϑn−2,

xn = ρ sinϑn−2,

kde J(ρ, ϕ, ϑ1, . . . , ϑn−2) = ρn−1 cosϑ1 cos2 ϑ2 · · · cosn−2 ϑn−2.
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Riemannův integrál v Rn Nevlastńı v́ıcerozměrné integrály

Nevlastńı integrál z neohraničené funkce

Uvažujme funkci f definovanou na neprázdné množině Ω ⊆ R2.

Definice 3

Bod A ∈ Ω se nazývá singulárńı bod funkce f , jestliže f neńı ohraničená
na žádné množině tvaru Ω ∩ O(A), kde O(A) je libovolné kruhové okoĺı
bodu A.

Protože bod A nemůže být izolovaným bodem množiny Ω, jsou možné dva
p̌ŕıpady. Bud’ je A vniťrńım bodem množiny Ω, nebo je jej́ım hromadným
hraničńım bodem; v druhém p̌ŕıpadě nemuśı A ležet v množině Ω.
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Riemannův integrál v Rn Nevlastńı v́ıcerozměrné integrály

Definice 4

Řekneme, že posloupnost omezených množin {Mn},Mn ⊆ R2, n ∈ N, se
smřst’uje k bodu A, jestliže

1 Bod A je vniťrńım bodem každé z množin Mn.

2 Plat́ı limn→∞ d(Mn) = 0.

Č́ıslo d(M) = sup{ρ(X ,Y ) : X ,Y ∈ M} je pr̊uměr množiny M ⊆ R2,
p̌ritom ρ je eukleidovská metrika v R2.

Množiny Mn nemuśı být souvislé.

Posloupnost množin Mn nemuśı být monotonńı vzhledem k inkluzi.

Předpoklad 1

Funkce f je integrovatelná na každé množině Ω rM, kde M ⊂ R2 je
libovolná mě̌ritelná množina obsahuj́ıćı A ve svém vniťrku. (Z tohoto
p̌redpokladu plyne, že množina Ω je mě̌ritelná.)
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Riemannův integrál v Rn Nevlastńı v́ıcerozměrné integrály

Definice 5

Necht’ funkce f je definovaná na omezené množině Ω r {A},Ω ⊂ R2, kde
A je singulárńı bod funkce f splňuj́ıćı Předpoklad 1. Řekneme, že nevlastńı
integrál z funkce f konverguje na množině Ω, jestliže existuje č́ıslo K ∈ R
takové, že

lim
n→∞

∫∫
ΩrMn

f (x , y) dxdy = K

pro libovolnou posloupnost mě̌ritelných množin {Mn} smřst’uj́ıćıch se k
bodu A. Pak ṕı̌seme ∫∫

Ω
f (x , y) dxdy = K .

V opačném p̌ŕıpadě, tj. pokud takové č́ıslo neexistuje, ř́ıkáme, že nevlastńı
integrál z funkce f na množině Ω diverguje.
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Riemannův integrál v Rn Nevlastńı v́ıcerozměrné integrály

Lemma 1

Necht’ funkce f je integrovatelná na mě̌ritelné množině Ω ⊂ R2. Necht’

posloupnost mě̌ritelných množin {Mn} se smřst’uje k bodu A ∈ Ω. Pak
plat́ı

lim
n→∞

∫∫
ΩrMn

f (x , y) dxdy =

∫∫
Ω
f (x , y) dxdy .

Poznámka

Pokud tedy použijeme postup pro nevlastńı integrál na vlastńı integrál,
dostaneme správný výsledek.
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Riemannův integrál v Rn Nevlastńı v́ıcerozměrné integrály

Věta 16

Necht’ funkce f , g jsou definované na omezené množině Ω r {A},Ω ⊂ R2,
a A je jejich společný singulárńı bod. Necht’ obě funkce splňuj́ı
Předpoklad 1. Jestliže nevlastńı integrály∫∫

Ω
f (x , y) dxdy ,

∫∫
Ω
g(x , y) dxdy

konverguj́ı a α, β jsou libovolné konstanty, pak konverguje také integrál∫∫
Ω

[
αf (x , y) + βg(x , y)

]
dxdy (pokud je v̊ubec nevlastńı) a plat́ı∫∫

Ω

[
αf (x , y) + βg(x , y)

]
dxdy

= α

∫∫
Ω
f (x , y) dxdy + β

∫∫
Ω
g(x , y) dxdy .
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Riemannův integrál v Rn Nevlastńı v́ıcerozměrné integrály

Věta 17

Necht’ je nezáporná funkce f definovaná na omezené množině
Ω r {A},Ω ⊂ R2, kde A je singulárńı bod funkce f splňuj́ıćı Předpoklad 1.
Pak je nevlastńı integrál ∫∫

Ω
f (x , y) dxdy

konvergentńı právě tehdy, když existuje posloupnost mě̌ritelných množin
{Mn} smřst’uj́ıćı se k bodu A taková, že č́ıselná posloupnost maj́ıćı členy∫∫

ΩrMn

f (x , y) dxdy , n ∈ N,

je ohraničená.
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Riemannův integrál v Rn Nevlastńı v́ıcerozměrné integrály

Důsledek 2

Necht’ je nezáporná funkce f definovaná na omezené množině
Ω r {A},Ω ⊂ R2, kde A je singulárńı bod funkce f splňuj́ıćı Předpoklad 1.
Bud’ {Kn}∞n=1 posloupnost kruh̊u se sťredy v bodě A a poloměry rn,
p̌ričemž posloupnost {rn} je klesaj́ıćı a rn → 0 pro n→∞. Pak je intergál∫∫

Ω
f (x , y) dxdy

konvergentńı právě tehdy, když je posloupnost∫∫
ΩrKn

f (x , y) dxdy , n ∈ N

ohraničená.
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Riemannův integrál v Rn Nevlastńı v́ıcerozměrné integrály

Př́ıklad 9

Necht’ M ⊂ R2 je mě̌ritelná množina, A = [x0, y0] je jej́ı vniťrńı bod a α je
reálné č́ıslo. Označme

r =
√

(x − x0)2 + (y − y0)2.

Dokažte, že nevlastńı integrál ∫∫
M

dxdy

rα

konverguje pro 0 < α < 2 a diverguje α ≥ 2 (pro α ≤ 0 jde o vlastńı
integrál).
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Riemannův integrál v Rn Nevlastńı v́ıcerozměrné integrály

Bod A je pro α > 0 žrejmě singulárńım bodem integrandu 1/rα, protože
1/rα →∞ pro [x , y ]→ [x0, y0].

D́ıky aditivitě vlastńıho integrálu vzhledem k integračńımu oboru, lze
množinu M p̌ri vyšeťrováńı konvergence nahradit kruhem K se sťredem A
o dostatečně malém poloměru R > 0. (Může se tak změnit hodnota, ale
nikoli konvergence/divergence.)

Označme Kn kruh se sťredem v A a poloměrem 1/n, n ∈ N. Posloupnost
{Kn} se smřst’uje k singulárńımu bodu A a pro každé n ≥ n0, kde
n0 = b1/Rc+ 1, je Kn ⊂ K . Vypoč́ıtáme integrály∫∫

KrKn

dxdy

rα
, n ≥ n0.

Protože množina K rKn je mezikruž́ı se sťredem v bodě A s poloměry 1/n
a R, použijeme transformaci, která je složeńım transformace do polárńıch
soǔradnic a posunut́ı o vektor (x0, y0).
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Riemannův integrál v Rn Nevlastńı v́ıcerozměrné integrály

Tedy x = x0 + ρ cosϕ, y = y0 + ρ sinϕ, J = ρ. Množina K r Kn je
obrazem obdélńıku Ln = [1/n,R]× [0, 2π]. Vyjde∫∫

KrKn

dxdy

rα
=

∫∫
Ln

ρ dρdϕ

ρα
=

∫ 2π

0
dϕ

∫ R

1/n
ρ1−α dρ

=

2π
[
ρ2−α

2−α

]R
1/n

= 2π
2−α(R2−α − nα−2) pro α 6= 2,

2π[ln ρ]R1/n = 2π(lnR + ln n) pro α = 2.

Odtud je vidět, že pro 0 < α < 2 je

lim
n→∞

∫∫
KrKn

dxdy

rα
=

2πR2−α

2− α

a pro α ≥ 2 je

lim
n→∞

∫∫
KrKn

dxdy

rα
=∞.
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Protože integrand je kladná funkce, podle Důsledku 2 integrál konverguje
právě pro 0 < α < 2. Na obrázćıch je horńı a dolńı hranice tělesa
omezeného shora grafem funkce 1/rα a zdola rovinou z = 0 na mezikruž́ı
K r K3 pro α = 1, x0 = y0 = 3 a R = 2.

x

y

x0 = 3

y0 = 3

K r K3
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Poznámka

Analogicky lze dokázat zobecněńı výsledku z p̌redchoźıho p̌ŕıkladu.

Necht’ M ⊂ Rn je mě̌ritelná množina, A = [y1, . . . , yn] je jej́ı vniťrńı bod a
α je reálné č́ıslo. Označme r =

√
(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2. Pak

nevlastńı integrál
∫
· · ·
∫
M

1
rα dx1 · · · dxn konverguje pro 0 < α < n a

diverguje pro α ≥ n (pro α ≤ 0 jde o vlastńı integrál).

Při výpočtu použijeme sférické soǔradnice. Je-li speciálně M = K , kde K
je n-rozměrná koule se sťredem v bodě A a poloměrem R > 0, vyjde pro
α < n konvergentńı integrál s hodnotou∫

· · ·
∫
M

1

rα
dx1 · · · dxn =

Rn−α

(n − α)(n − 2)!!
· 2b

n+1
2
c · πb

n
2
c.

(Pro n = 1 polož́ıme (−1)!! = 1.)

Vzorec plat́ı i pro α ≤ 0, kdy jde o vlastńı integrál.
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Věta 18 (Srovnávaćı kritérium)

Necht’ jsou nezáporné funkce f , g definované na omezené množině
Ω r {A},Ω ⊂ R2, a A je jejich společný singulárńı bod. Necht’ obě funkce
splňuj́ı Předpoklad 1. Předpokládejme, že plat́ı f (x , y) ≤ g(x , y) pro každé
[x , y ] ∈ Ω.

1 Jestliže integrál
∫∫

Ω g(x , y) dxdy konverguje, konverguje i integrál∫∫
Ω f (x , y) dxdy.

2 Jestliže integrál
∫∫

Ω f (x , y) dxdy diverguje, diverguje i integrál∫∫
Ω g(x , y) dxdy.
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Lemma 2

Necht’ je funkce f definovaná na omezené množině Ω r {A},Ω ⊂ R2, kde
A je singulárńı bod funkce f splňuj́ıćı Předpoklad 1. Jestliže nevlastńı
integrál ∫∫

Ω
|f (x , y)| dxdy

konverguje, konverguje i integrál∫∫
Ω
f (x , y) dxdy .
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Věta 19

Necht’ funkce f , g jsou definované na omezené množině Ω r {A},Ω ⊂ R2,
a A je jejich společný singulárńı bod a necht’ obě splňuj́ı Předpoklad 1.
Předpokládejme, že funkce g je nezáporná, |f (x , y)| ≤ g(x , y) pro každé
[x , y ] ∈ Ω r {A} a integrál

∫∫
Ω g(x , y) dxdy je konvergentńı. Pak je

konvergentńı i integrál
∫∫

Ω f (x , y) dxdy.
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Definice 6

Řekneme, že nevlastńı integrál
∫∫

Ω f (x , y) dxdy konverguje absolutně,
jestliže konverguje integrál

∫∫
Ω|f (x , y)| dxdy .

Věta 20

Necht’ funkce f je definovaná na omezené množině Ω r {A},Ω ⊂ R2, kde
A je singulárńı bod funkce f splňuj́ıćı Předpoklad 1. Jestliže nevlastńı
integrál

∫∫
Ω f (x , y) dxdy konverguje, pak konverguje i integrál∫∫

Ω
|f (x , y)| dxdy .

Tedy všechny konvergentńı integrály jsou absolutně konvergentńı.
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Nevlastńı integrál na neomezené množině

Pro každé r > 0 označme K (r) kruh se sťredem v počátku a poloměrem r .

Definice 7

Bud’ Ω ⊆ R2 neomezená množina. Řekneme, že posloupnost omezených
množin {Mn},Mn ⊆ R2, n ∈ N, vyčerpává množinu Ω, jestliže

1 Plat́ı Mn ⊂ Ω pro každé n ∈ N.

2 Ke každému r > 0 existuje m ∈ N tak, že pro každé n ≥ m plat́ı
Ω ∩ K (r) ⊂ Mn.

Množiny Mn nemuśı být souvislé.

Posloupnost množin Mn nemuśı být monotonńı vzhledem k inkluzi.
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Uvažujme funkci f definovanou na neomezené množině Ω ⊆ R2. O funkci
f učińıme následuj́ıćı p̌redpoklad.

Předpoklad 2

Funkce f je integrovatelná na každé (omezené) mě̌ritelné množině M ⊂ Ω.
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Definice 8

Necht’ funkce f je definovaná na neomezené množině Ω ⊆ R2 a splňuje
Předpoklad 2. Řekneme, že nevlastńı integrál z funkce f konverguje na
množině Ω, jestliže existuje č́ıslo K ∈ R takové, že

lim
n→∞

∫∫
Mn

f (x , y) dxdy = K

pro libovolnou posloupnost mě̌ritelných množin {Mn}, která vyčerpává
množinu Ω. Pak ṕı̌seme ∫∫

Ω
f (x , y) dxdy = K .

V opačném p̌ŕıpadě, tj. pokud takové č́ıslo neexistuje, ř́ıkáme, že nevlastńı
integrál z funkce f na množině Ω diverguje.
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Př́ıklad 10

Ukažte, že nevlastńı integrál∫∫
Ω

sin(x2 + y2) dxdy , Ω = {[x , y ] ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0},

diverguje.

Najdeme dvě vyčerpávaj́ıćı posloupnosti {Kn} a {Mn} takové, že

lim
n→∞

∫∫
Kn

sin(x2 + y2) dxdy 6= lim
n→∞

∫∫
Mn

sin(x2 + y2) dxdy .

T́ım bude dokázáno, že daný integrál diverguje.
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Označme

KR = {[x , y ] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ R2, x ≥ 0, y ≥ 0},
Ma = {[x , y ] ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ a}

pro R > 0, a > 0. Pak transformaćı do polárńıch soǔradnic dostaneme∫∫
KR

sin(x2 + y2) dxdy =

∫ π/2

0

∫ R

0
ρ sin ρ2 dρ dϕ

=
π

2

[
− cos ρ2

2

]R
0

=
π

4
(1− cosR2),

tedy limita limR→∞
∫∫

KR
sin(x2 + y2) dxdy neexistuje.
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Oproti tomu

lim
a→∞

∫∫
Ma

sin(x2+y2) dxdy = lim
a→∞

∫∫
Ma

(sin x2 cos y2+cos x2 sin y2) dxdy

= lim
a→∞

(∫ a

0
sin x2 dx

∫ a

0
cos y2 dy

)
+ lim

a→∞

(∫ a

0
cos x2 dx

∫ a

0
sin y2 dy

)
= 2

∫ ∞
0

sin x2 dx

∫ ∞
0

cos x2 dx =
π

4
,

protože pro Fresnelovy integrály plat́ı (nap̌r. pomoćı metod komplexńı
analýzy) ∫ ∞

0
sin x2 dx =

∫ ∞
0

cos x2 dx =

√
2π

4
.

Přitom posloupnosti {Kn}, {Mn}, kde n ∈ N, jsou posloupnosti množin
vyčerpávaj́ıćı Ω.
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Nyńı je možné p̌renést na tento typ nevlastńıho integrálu všechna tvrzeńı
z p̌redchoźı sekce. Zejména plat́ı, že každý integrál konverguje absolutně.
(Důkazy jsou témě̌r analogické.)

Př́ıklad 11

Necht’ M ⊂ R2 je vněǰsek otev̌reného kruhu se sťredem v bodě [x0, y0] a
poloměrem R > 0 a α je reálné č́ıslo. Označme

r =
√

(x − x0)2 + (y − y0)2.

Dokažte, že nevlastńı integrál ∫∫
M

dxdy

rα

konverguje pro α > 2 a diverguje pro α ≤ 2.
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Výpočet bude podobný jako v p̌ŕıkladu 9.

Označme Kn mezikruž́ı se sťredem v bodě A = [x0, y0], vniťrńım
poloměrem R a vněǰśım poloměrem n, n ∈ N, n ≥ n0, kde n0 = bRc+ 1.
Posloupnost {Kn} žrejmě vyčerpává množinu M.

Vypoč́ıtáme integrály ∫∫
Kn

dxdy

rα
, n ≥ n0.

Protože množina Kn je mezikruž́ım se sťredem v bodě A s poloměry R a n,
použijeme transformaci, která je složeńım transformace do polárńıch
soǔradnic a posunut́ı o vektor (x0, y0). Tedy

x = x0 + ρ cosϕ, y = y0 + ρ sinϕ, J = ρ.

Množina Kn je obrazem obdélńıku Ln = [R, n]× [0, 2π].
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Dostaneme∫∫
Kn

dxdy

rα
=

∫∫
Ln

ρ dρdϕ

ρα
=

∫ 2π

0
dϕ

∫ n

R
ρ1−α dρ

=

2π
[
ρ2−α

2−α

]n
R

= 2π
2−α(n2−α − R2−α) pro α 6= 2,

2π[ln ρ]nR = 2π(ln n − lnR) pro α = 2.

Odtud je vidět, že pro α > 2 je

lim
n→∞

∫∫
Kn

dxdy

rα
=

2πR2−α

α− 2

a pro α ≤ 2 je

lim
n→∞

∫∫
Kn

dxdy

rα
=∞.

Protože integrand 1/rα je kladná funkce, podle analogie Důsledku 2
integrál konverguje právě pro α > 2.
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V následuj́ıćım budeme poťrebovat tzv. limitńı srovnávaćı kritérium pro
nevlastńı integrály funkce jedné proměnné, které jsme dosud nepoťrebovali.
Pro úplnost uved’me i prosté srovnávaćı kritérium a p̌ŕıslušný důsledek.

Věta 21 (Prosté srovnávaćı kritérium)

Necht’ funkce f , g splňuj́ı pro x ∈ [a,∞) nerovnosti

0 ≤ f (x) ≤ g(x).

(i) Konverguje-li integrál
∫∞
a g(x) dx, konverguje i integrál

∫∞
a f (x) dx,

p̌ričemž plat́ı

0 ≤
∫ ∞
a

f (x) dx ≤
∫ ∞
a

g(x) dx .

(ii) Diverguje-li integrál
∫∞
a f (x) dx, diverguje i integrál

∫∞
a g(x) dx.
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Věta 22 (Limitńı srovnávaćı kritérium)

Necht’ funkce f , g jsou nezáporné na intervalu [a,∞) a necht’ existuje

limx→∞
f (x)
g(x) = L.

(i) Je-li L <∞ a konverguje-li nevlastńı integrál
∫∞
a g(x) dx, konverguje

i nevlastńı integrál
∫∞
a f (x) dx.

(ii) Je-li L > 0 a diverguje-li nevlastńı integrál
∫∞
a g(x) dx, diverguje i

nevlastńı integrál
∫∞
a f (x) dx.
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Důsledek 3

Necht’ a > 0 a f (x) ≥ 0 pro x ∈ [a,∞). Jestliže existuje α > 1 takové, že

lim
x→∞

xαf (x) <∞,

pak integrál
∫∞
a f (x) dx konverguje. Jestliže existuje α ≤ 1 takové, že

lim
x→∞

xαf (x) > 0,

pak nevlastńı integrál
∫∞
a f (x) dx diverguje.
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Riemannův integrál v Rn Eulerova Gamma funkce

Př́ıklad 12

Dokažte, že integrál

Γ(x) =

∫ ∞
0

e−t tx−1 dt

konverguje absolutně pro každé x > 0.

Rozdělme integračńı obor na dvě části nap̌r. č́ıslem 1.

Pro x ∈ [1,∞) integrál
∫ 1

0 e−t tx−1 dt neńı nevlastńı.

Pro x ∈ (0, 1) použijeme limitńı srovnávaćı kritérium pro jednoduché
nevlastńı integrály. Uvažujme č́ıslo δ ∈ (0, x) a poč́ıtejme

lim
t→0+

| e−t tx−1|
1

t1−δ

= lim
t→0+

e−t tx−δ = 0 <∞.

Protože nevlastńı integrál
∫ 1

0
1
tα dt konverguje pro α < 1 a máme

1− δ < 1, konverguje i integrál
∫ 1

0 | e
−t tx−1| dt.
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Nyńı uvažujme integrál
∫∞

1 | e
−t tx−1| dt. Opět použijeme limitńı

srovnávaćı kritérium pro jednoduché nevlastńı integrály. Porovnávat
budeme s

∫∞
1

1
t2 dt o kterém v́ıme, že konverguje. Tedy

lim
t→∞

| e−t tx−1|
1
t2

= lim
t→∞

e−t tx+1 = lim
t→∞

e−t eln tx+1

= lim
t→∞

e(x+1) ln t−t (∗)
= 0 <∞.

Tedy Γ(x) skutečně absolutně konverguje ∀x > 0.

(∗) Protože limu→0+ u ln u = limu→0+
ln u

1
u

l’Hosp.
= 0, máme

lim
t→∞

[
(x + 1) ln t − t

]
=

∣∣∣∣t = 1
u , u → 0+

∣∣∣∣ = lim
u→0+

[
(x + 1) ln

1

u
− 1

u

]
= lim

u→0+

−(x + 1)u ln u − 1

u
= −∞.
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Riemannův integrál v Rn Eulerova Gamma funkce

Př́ıklad 13

Dokažte, že pro každé x > 0, n ∈ N0 plat́ı

Γ(x + n + 1) = Γ(x)
n∏

i=0

(x + i) (1)

Budeme postupovat indukćı.

Pro n = 0 snadno spoč́ıtáme

Γ(x + 1) =

∫ ∞
0

e−t tx dt =

∣∣∣∣ u = tx u′ = xtx−1

v ′ = e−t v = − e−t

∣∣∣∣
= −

[
tx e−t

]∞
0

+

∫ ∞
0

x e−t tx−1 dt = xΓ(x).
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Nyńı p̌redpokládejme platnost (1) a proved’me indukčńı krok

Γ(x + n + 2) =

∫ ∞
0

e−t tx+n+1 dt∣∣∣∣u = tx+n+1 u′ = (x + n + 1)tx+n

v ′ = e−t v = − e−t

∣∣∣∣
= −

[
tx+n+1 e−t

]∞
0

+

∫ ∞
0

(x+n+1) e−t tx+n dt = (x+n+1)Γ(x+n+1).

Poznámka

Protože

Γ(1) =

∫ ∞
0

e−t dt = 1

plyne z p̌ŕıkladu 13 vztah

Γ(n) = (n − 1)!, ∀n ∈ N.
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Definice 9

Eulerovu Gamma funkci definujeme jako

Γ(x) =


∫∞

0 e−t tx−1 dt, x > 0,

Γ(x−bxc)
x(x+1)...(x−bxc−1) , x ∈ (−∞, 0) r Z.

Poznámka

Tedy D(Γ) = Rr {0,−1,−2, . . .}.
Gamma funkci lze definovat pro libovolné komplexńı č́ıslo mimo
{0,−1,−2, . . .}.
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Věta 23

Pro každé x ∈ D(Γ), n ∈ N plat́ı

Γ(x) = Γ(x − n)
n∏

i=1

(x − i).

Poznámka

D́ıky Větě 23 stač́ı znát hodnotu Γ(x) pro x ∈ (0, 1] a pro jakékoli jiné
(reálné) x ∈ D(Γ) hodnotu snadno dopoč́ıtáme.

Poznámka

Často se můžeme setkat i s Eulerovou Beta funkćı

B(x , y) =

∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt =

Γ(x)Γ(y)

Γ(x + y)
, x > 0, y > 0.

© Petr Hasil (MUNI) Riemannův integrál v Rn MB152 85 / 88
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Př́ıklad 14

Pomoćı funkce B(x , y) vypoč́ıtejte∫ ∞
0

e−x
2

dx .

Snadno spoč́ıtáme

Γ
(

1
2

)
Γ
(

1
2

)
Γ(1)

= B

(
1

2
,

1

2

)
=

∫ 1

0

1√
t(1− t)

dt

=
∣∣t = sin2 u

∣∣ =

∫ π
2

0

2 sin u cos u

sin u cos u
du = π.

Tedy dostáváme∫ ∞
0

e−x
2

dx =
∣∣x2 = u

∣∣ =

∫ ∞
0

e−u

2
√
u

du =
1

2

∫ ∞
0

e−u u
1
2
−1 du

=
1

2
Γ

(
1

2

)
=

√
π

2
.
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Př́ıklad 15

Vypoč́ıtejte

I =

∫ ∞
0

e−x
2

dx

bez použit́ı funkce B(x , y).

I 2 =

∫ ∞
0

e−x
2

dx ·
∫ ∞

0
e−y

2
dy =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−x
2−y2

dx dy

= |polárńı soǔr.| =

∫ ∞
0

∫ π
2

0
e−ρ

2
ρ dϕ dρ =

π

2

∫ ∞
0

e−ρ
2
ρ dρ

= |ρ2 = t| =
π

4

∫ ∞
0

e−t dt =
π

4

[
− e−t

]∞
0

=
π

4
,

tedy skutečně I =
√
π

2 .
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Daľśı vlastnosti funkce Γ(x)

limx→0+ Γ(x) =∞, limx→0− Γ(x) = −∞.

limx→∞
e−x xx−

1
2
√

2π
Γ(x) = 1 (Stirlingův vzorec) ⇒ n! ≈

√
2nπ

(
n
e

)n
pro velká n.
dnΓ(x)

dxn =
∫∞

0

(
e−t tx−1 lnn t

)
dt pro x > 0.

Γ
(

1
2 + n

)
= (2n−1)!!

2n Γ
(

1
2

)
= (2n−1)!!

2n
√
π, n ∈ N.

Γ
(

1
2 − n

)
= (−2)n

(2n−1)!! Γ
(

1
2

)
= (−2)n

(2n−1)!!

√
π, n ∈ N.

Γ(x)Γ(1− x) = π
sin(πx) , x 6∈ Z.

. . . a mnohem v́ıc.
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